
Konvergencija nizova

Definicija 1. Za dati niz a1, a2, . . . , ka�emo da konvergira ukoliko postoji
realan broj a takav da se za svako ε > 0 (ma koliko ”malo” bilo, tj. ma koliko
bilo ”blizu” 0) svi qlanovi datog niza poqev od nekog nalaze u intervalu (a−
ε, a + ε), tj. ako za svako ε > 0 postoji indeks n0 = n0(ε) takav da za sve n > n0

va�i an ∈ (a−ε, a+ε) (|an−a| < ε). Tada ka�emo i da limes ili graniqna vrednost
niza an jednak a ili da an te�i a, xto se zapisuje kao

lim
n→+∞

an = a.

Ukoliko niz ne konvergira, ka�emo da divergira.

Definicija 2. Za dati niz a1, a2, . . . ka�emo da te�i pozitivnoj beskonaq-
nosti (+∞) ukoliko su za svako M > 0 (ma koliko ”veliko” bilo, tj. ma koliko
bilo ”daleko” od 0) svi qlanovi datog niza poqev od nekog ve�i od M , tj. ako
za svako M > 0 postoji indeks n0 = n0(M) takav da za sve n > n0 va�i an > M i
to zapisujemo kao

lim
n→+∞

an = +∞.

Sliqno, za dati niz a1, a2, . . . ka�emo da te�i negativnoj beskonaqnosti (−∞)
ukoliko su za svako M < 0 (ma koliko |M | bilo ”veliko”) svi qlanovi datog
niza poqev od nekog maǌi od M , tj. ako za svako M < 0 postoji indeks n0 = n0(M)
takav da za sve n > n0 va�i an < M i to zapisujemo kao

lim
n→+∞

an = −∞.

Primer 1. Niz dat sa an =
1

n
te�i 0 jer za svako ε > 0 postoji n0 tako da za

sve n > n0 va�i an < ε: za dato ε > 0 �e va�iti
1

n
< ε kad je n >

1

ε
, xto znaqi da

za odgovaraju�e n0 = n0(ε) mo�emo uzeti prvi prirodan broj ve�i od
1

ε
. Npr. za

ε = .001 mo�emo uzeti n0 = 1001, za ε = .0005 mo�emo uzetu n0 = 2001 itd. Uopxte,

za svako a > 0 va�i limn→+∞
1

na
= 0. Naime, da bi za dato ε > 0 bilo

1

na
< ε,

treba da va�i

na >
1

ε
, n >

(
1

ε

) 1
a

.

Dakle, za odgovaraju�e n0 = n0(ε) mo�emo uzeti prvi prirodan broj ve�i od(
1

ε

) 1
a

.

Iz posledǌeg direktno proizilazi da za svako a > 0 va�i da na te�i +∞,
xto mo�emo objediniti slede�im zapisom

lim
n→+∞

na =


0, a < 0,

1, a = 1,

+∞, a > 0.

Poznato je da svaki niz mo�e imati najvixe jedan limes. Mo�e, naravno, i da
nema limes. Npr. niz zadat sa an = (−1)n nema limes. Jeste da ima beskonaqno



mnogo qlanova jednakih 1, ali ne mo�e se re�i su SVI qlanovi poqev od nekog
blizu broju 1 onoliko koliko ho�emo (isto je i za −1).

Primer 2. Za svako q > 1 va�i limn→+∞ qn = +∞, jer da bi za dato M > 0
bilo qn > M - treba da va�i n > logq M (na osnovu osobina logaritma za osnovu
ve�u od 1). Sliqno, za svako q ∈ (−1, 1) va�i limn→+∞ qn = 0 jer da bi za dato ε
bilo |q|n < ε (qn ∈ (−ε, ε) - ostavǉamo mogu�nost da qn bude negativno jer �e se
to doga�ati za q ∈ (−1, 0) kad je n neparno)- treba da va�i n > log|q| ε (na osnovu
osobina logaritma za osnovu iz intervala (0, 1)). Kada je q < −1, niz an = qn

nema limes (konaqan je jasno da nema, a nema ni beskonaqan osim xto qlanovi sa
parnim indeksima te�e +∞ i qlanovi sa neparnim indeksima te�e −∞). Dakle,

lim
n→+∞

qn =



+∞, q > 1,

1, q = 1,

0, q ∈ (−1, 1),

ne postoji, q ≤ −1.

Jasno je da niz koji te�i +∞ ili −∞ divergira, dok obrnuto ne mora da
va�i (pomenuti niz an = (−1)n je ve� kontraprimer).

Sva pravila za raqunaǌe limesa funkcija (u opxtem sluqaju realnog)
argumenta x kad x → +∞ se mogu primeǌivati i na nizove kad prirodan n
te�i +∞. Tako�e, ukoliko u sluqaju kad prirodan broj n te�i +∞ zamenimo

x =
1

n
, imamo x→ 0+ i tada mo�emo primeǌivati sva pravila za raqunaǌe

limesa funkcija realnog argumenta x kad x te�i 0 s desne strane.

Primer 3. Za proizvoǉne konstante a, b, c, d, a, c 6= 0, va�i

lim
n→+∞

an+ b

cn+ d
= lim

n→+∞

a+
b

n

c+
d

n

=
a+ lim

n→+∞

b

n

c+ lim
n→+∞

d

n

=
a

c
.

Uopxte, za bilo koje prirodne brojeve k, l i realne brojeve p0, p1, . . . , pk, q0, q1, . . . , ql,
pk, ql 6= 0, va�i

(1) lim
n→+∞

pk n
k + . . .+ p1 n+ p0

ql nl + . . .+ q1 n+ q0
=



pk
ql
, k = l,

0, k < l,

+∞, k > l i
pk
ql

> 0,

−∞, k > l i
pk
ql

< 0.

Poznat je tzv. Koxijev kriterijum konvergencije nizova koji navodimo u slede-
coj teoremi.

Teorema 1. (Koxijev kriterijum konvergencije nizova) Potreban i do-
voǉan uslov da bi niz a1, a2, . . . konvergirao (nekoj konaqnoj vrednosti) jeste da
za svako ε > 0 (ma koliko bilo ”malo”) postoji indeks n0 = n0(ε) tako da za



sve m,n > n0, m > n, va�i |am − an| < ε (ili, ekvivalentno, ako postoji indeks
n0 = n0(ε) tako da za sve n > n0, va�i |an+p − an| < ε za sve prirodne brojeve p).
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