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Primer 1

1. Rexiti matriqnu jednaqinu M = X−1N − 2E, gde je E jediniqna matri
a i date su

matri
e

M =







−1 2 −2

−1 1 0

2 −1 −3






i N =







0 −1 −1

−1 1 −1

2 0 0






.

2. Diskusijom po realnom parametru a rexiti sistem jednaqina

2x − (a− 1)y + 2z = 1

x − y − az = 2

x + 3y + z = a.

.

3. Odrediti ravan π koja sadr�i taqku A(−3, 0, 3), seqe ravan α : x+ z = 1 pod uglom od 30◦

i seqe ravan β : −x+ y + z = 12 pod pravim uglom.

4. Svesti krivu drugog reda xy − 5x+ 7y + 9 = 0 na kanonski oblik.

Rexe�a

1. Rexe�e matriqne jednaqine je X = NA−1
, gde je

A = M + 2E =







2 2 −2

−1 3 0

2 −1 −1






, A−1 =

1

5







−3 4 6

−1 3 2

−5 5 5






i X =

1

5







6 −8 −7

7 −6 −9

−6 8 12






.

2. Sistem mo�emo rexiti pomo�u Kramerovog pravila. Raqunamo determinante

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −a + 1 2

1 −1 −a

1 3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a2 + 6a+ 5 = (a+ 1)(a+ 5),

∆x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −a + 1 2

2 −1 −a

a 3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a3 − a2 + 7a+ 9 = (a+ 1)(a2 − 2a+ 9),

∆y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 2

1 2 −a

1 a 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2a2 + a+ 1 = (a+ 1)(2a− 1),

∆z =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −a + 1 1

1 −1 2

1 3 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a2 − 5a− 6 = (a+ 1)(a− 6).

(1) Ako je ∆ 6= 0, tj. ako je a 6= −1 i a 6= −5 sistem ima jedinstveno rexe�e (x, y, z) =
(

a2−2a+9
a+5

, 2a−1
a+5

, a−6
a+5

)

.



(2) Ako je a = −5 sistem nema rexe�a.

(3) Ako je a = −1 sistem rexavamo Gausovim metodom elimina
ije







2 2 2 1

1−1 1 2

1 3 1 1







V2↔V1∼







1 −1 1 2

2 2 2 1

1 3 1 1







V2−2V1

V3−V1∼







1 −1 1 2

0 4 0−3

0 4 0−3







V3−V2∼







1 −1 1 2

0 4 0−3

0 0 0 0






.

Mo�emo uzeti da je promen	iva z slobodna: z = t, t ∈ R. Iz druge jednaqine je y = −3
4
,

a iz prve x = 5
4
− t. Dakle, sistem je (jednostruko) neodreÆen i �egovo rexe�e je

(x, y, z) =
(

5
4
− t,−3

4
, t
)

, t ∈ R.

3. Neka su ~nα=(1, 0, 1), ~nβ=(−1, 0, 1) i ~nπ=(a, b, c) vektori normala na ravni α, β i π

redom. Iz uslova zadatka je

|~nπ·~nα|
|~nπ||~nα|=

√
3
2
i ~nπ · ~nβ=0. Dakle, |a+c|√

a2+b2+c2
√
2
=

√
3
2
i −a + b +

c=0. Elimi
ijom parametra b iz prethodnog sistema (za c 6= 0) dobijamo jednaqinu

2(a/c)2 − 5(a/c) + 2 = 0, pa je a/c = 2 ili a/c = 1/2. Bira�em c = 1 iz prvog rexe�a

dobijamo ~nπ = (2, 1, 1), dok bira�em a = 1 iz drugog rexe�a dobijamo ~nπ = (1,−1, 2).

Dakle, ravan π je data jednaqinom 2x+ y + z + 3 = 0 ili x− y + 2z − 3 = 0.

4. Opxta jednaqina krive drugog reda je Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, a ugao

rota
ije je tg2α = 2B
A−C

. Ovde je A = C = 0 i B = 1
2
, pa je tg2α = ∞ i mo�emo uzeti da

je 2α = π
2
, tj. α = π

4
.

Formule rota
ije su x = x′ cosα−y′ sinα i y = x′ sinα+

y′ cosα, gde je Oxy stari koordinatni sistem, a Ox′y′

novi koordinatni sistem (dobijen rota
ijom starog za

ugao α). Zamenom formula rota
ije x = 1√
2
(x′ − y′) i

y = 1√
2
(x′ + y′) u polaznoj jednaqini dobijamo

1

2
(x′ − y′) (x′ + y′)− 5√

2
(x′ − y′) +

7√
2
(x′ + y′) + 9 = 0,

x

y

O

x′y′

α

odakle je

x′2 + 2
√
2x′ − y′2 + 12

√
2y′ + 18 = 0.

Ova jednaqina se mo�e napisati u obliku (x′ +
√
2)2 − (y′ − 6

√
2)2 + 88 = 0, tj.

(y′ − 6
√
2)2

(2
√
22)2

− (x′ +
√
2)2

(2
√
22)2

= 1.

Vidimo da je data kriva hiperbola sa 
entrom u taqki

(−
√
2, 6

√
2) (u koordinatnom sistemu Ox′y′) i da su for-

mule transla
ije x′′ = x′ +
√
2 i y′′ = y′ − 6

√
2. Dakle,

kanonski oblik je

y′′2

(2
√
22)2

− x′′2

(2
√
22)2

= 1.

y′′

x′′

y′

x′

(−
√
2, 6

√
2)

Odgovaraju�e transforma
ije koordinata su

x =
1√
2
(x′ − y′) =

1√
2

(

x′′ −
√
2− y′′ − 6

√
2
)

=
x′′ − y′′√

2
− 7,

y =
1√
2
(x′ + y′) =

1√
2

(

x′′ −
√
2 + y′′ + 6

√
2
)

=
x′′ + y′′√

2
+ 5.



Primer 2

Grupa A

1. Na�i matri
u X ako va�i BX−1 = 3X−1+A, gde je A =







3 1 −1

0 1 1

−2 0 1






i B =







5 0 −1

1 6 0

−1 2 2






.

Datu jednaqinu mo�emo zapisati u obliku (B − 3E)X−1 = A, odakle mno�e�em sa X sa

desne strane dobijamo B − 3E = AX. Mno�e�em posled�e jednaqine sa A−1
sa leve strane

sledi X = A−1(B − 3E). Nalazimo da je detA = −1, A−1 =







−1 1 −2

2 −1 3

−2 2 −3






, B − 3E =







2 0 −1

1 3 0

−1 2 −1






i X =







1 −1 3

0 3 −5

1 0 5






.

2. Diskusijom po a ∈ R rexiti sistem jednaqina

x+ ay− z = −1

ax− y− 2z= 1

− 2y− z = 2a.
Dati sistem se mo�e rexiti pomo�u Kramerovog pravila. Potrebne determinante su

∆ = a2 + 2a− 3 = (a− 1)(a+ 3), ∆x = −4a2 − a+ 5 = −(a− 1)(4a+ 5), ∆y = −2a2 + 3a− 1 =

−(a − 1)(2a − 1) i ∆z = 2 − 2a3 = 2(1 − a)(a2 + a + 1). Sistem ima jedinsteveno rexe�e

kada je ∆ 6= 0, tj. za a 6= 1 i a 6= −3 i ono je oblika (x, y, z) =
(

−4a+5
a+3

, 1−2a
a+3

,−2(a2+a+1)
a+3

)

.

Za a = −3 sistem nema rexe�a, a za a = 1 sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a oblika

(x, y, z) =
(

t,− t
3
− 1, 2t

3

)

, t ∈ R.

3. Odrediti rastoja�e izmeÆu mimoilaznih pravih p : (x, y, z)=(1, 0, 1)+t(6,−4, 9) i q : x +

z=1, 2x− 3y + z=− 3.

Napiximo pravu q u parametarskom obliku: ako uzmemo da je z = t, t ∈ R, dobijamo

da je prava q data jednaqnom (x, y, z) =
(

1− t, 5
3
− t

3
, t
)

. Za (re
imo) t = −1 dobijamo taqku

Q(2, 2,−1) sa prave q, a odgovaraju�i vektor prav
a ~q je paralelan vektoru

(

−1,−1
3
, 1
)

, pa

mo�emo uzeti ~q = (3, 1,−3). Sa druge strane, prava p sadr�i taqku P (1, 0, 1) i ima vektor

prav
a ~p = (6,−4, 9). Tra�eno rastoja�e d je visina paralelepieda razapetog vektorima ~p, ~q

i

−→
PQ = (1, 2,−2) u odnosu na osnovu koju razapi�u vektori ~p i ~q. Dakle, d = |[~p, ~q,−→PQ]|/|~p×~q|.

Nalazimo [~p, ~q,
−→
PQ] = 57 i ~p× ~q = 3(1, 15, 6), pa je d = 19/

√
262.

4. Odrediti jednaqinu ravni π koja sadr�i pravu l : x
2
=y−1

0
=z + 1, a sa ravni α : x+ y = 5

zaklapa ugao

π
4
.

Iz uslova da π sadr�i pravu l sledi da π sadr�i i taqku L(0, 1,−1) ∈ l i da je normala

~nπ = (a, b, c) na ravan π normalna na vektor prav
a

~l = (2, 0, 1) prave l. Dakle, ~nπ · ~l = 0, tj.

2a + c = 0. Da	e koristimo uslov da π zaklapa ugao π/4 sa ravni α qiji je vektor normale

~nα = (1, 1, 0), pa je ~nπ·~nα

|~nπ||~nα| =
1√
2
, tj. a+ b =

√
a2 + b2 + c2. Rexava�em dobijenog sistema sledi

~nπ = (1, 2,−2), pa je ravan π data jednaqinom 1(x−0)+2(y−1)−2(z+1) = 0, tj. x+2y−2z = 4.



Primer 3

Grupa A

1. Rexiti matriqnu jednaqinu XA = B−1+2X , gde je A =







1 2 −2

1 2 2

1 −3 3






iB =







2 1 −1

0 1 1

−2 0 3






.

Rexe�e date jednaqine je X = B−1(A− 2E)−1 = ((A− 2E)B)−1
. Da	e je

(A− 2E)B =







2 1 −3

−2 1 5

0 −2 −1






i ((A− 2E)B)−1 =

1

4







9 7 8

−2 −2 −4

4 4 4






.

2. Rexiti sistem jednaqina











x − az= 1

2x− y+ z=1 + a

ax+2y− 2z= 2

i diskutovati po a ∈ R.

Za a /∈ {−4, 0} sistem ima jedinstveno rexe�e (x, y, z) =
(

2(a+2)
a+4

,−a2+a−5
a+4

, 1
a+4

)

. Za

a = −4 sistem nema rexe�a, a za a = 0 sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a obli-

ka (x, y, z) = (1, t, t− 1), t ∈ R.

3. Odrediti pravu koja je paralelna ravni π : x+ 2y− 2z = 0, na rastoja�u 1 od ravni π,

i le�i u ravni ρ : x+ y + z = 7.

NaÆimo ravan β koja je paralelna ravni π i nalazi se na rastoja�u 1 od �e. Za proi-

zvo	nu taqku (x, y, z) sa ravni β va�i

|x+ 2y − 2z|
√

12 + 22 + (−2)2
= 1, pa imamo dve takve ravni: x+ 2y − 2z = ±3

Tra�ena prava l nalazi se u preseku dobijene ravni i ravni ρ, pa postoje dve takve

prave

l1 :







x+ 2y − 2z = 3,

x+ y + z = 7
, tj. (x, y, z) = (11− 4t,−4 + 3t, t), t ∈ R,

l2 :







x+ 2y − 2z = −3,

x+ y + z = 7
, tj. (x, y, z) = (17− 4t,−10 + 3t, t), t ∈ R.

4. Svesti na kanonski oblik krivu x2 +
√
3xy = y.

Ovde je A = 1, 2B =
√
3 i C = 0, pa je δ =

∣

∣

∣

∣

∣

A B

B C

∣

∣

∣

∣

∣

< 0 i kriva je hiperboliqkog tipa.

Ugao rota
ije nalazimo iz formule tg2α = π
3
, pa je α = π

6
i formule rota
ije su

x = (
√
3x′ − y′)/2 i y = (x′ +

√
3y′)/2, qijom zamenom u polaznu jednaqinu dobijamo

rotiranu krivu 3x′2 − x′ − y′2 −
√
3y′ = 0. Posled�a jednaqina se mo�e napisati u

obliku 3(x′ − 1/6)2 − (y′ +
√
3/2)2 = −2/3, pa su formule transla
ije x′′ = x′ − 1/6 i

y′′ = y′+
√
3/2. Konaqno, kanonski oblik jednaqine date krive je y′′/(2/3)−x′′/(2/9) = 1.


