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4 Analitiqka geometrija - teorija

4.1 Prava i ravan

Prava u prostoru

Prava je jednoznaqno odre�ena jednom svojom taqkom i bilo kojim svojim paralelnim vektorom.

Defini
ija 4.1. Vektor prav
a prave je svaki vektor koji je paralelan datoj pravoj.

Teorema 4.1. Svaka taqka P (x, y, z) prave p koja sadr�i taqku P0(x0, y0, z0) i ima vektor prav
a

~d = (a, b, c) 6= ~0 je oblika

P = P0 + t~d, tj. (x, y, z) = (x0, y0, z0) + t(a, b, c), t ∈ R.

Dokaz. Neka su ~p0 i ~p redom vektori polo�aja taqka P0 i P . Kako je

~p = ~p0 +
−−→
P0P , vidimo da taqka P le�i na pravoj p ako i samo ako je−−→

P0P = t~d, za neku konstantu t.

O
P0

P

~p0

~p
~d

Eliminacijom parametra t dobija se kanonski oblik jednaqine prave.

Teorema 4.2. Kanonski oblik jednaqine prave koja sadr�i taqku P0(x0, y0, z0) i ima vektor prav
a

~d = (a, b, c) 6= ~0 je x− x0
a

=
y − y0
b

=
z − z0
c

.

Primer 4.1. Na�i kanonski oblik jednaqine prave koja sadr�i taqku P0(1, 2,−3) i paralelna je pravoj
l : (x, y, z) = (x0, y0, z0) + t(−2, 1, 0).

Vektor prav
a prave l je ~d = (−2, 1, 0). Kako je vaktor prav
a tra�ene prave paralelan pravoj l,

vektor

~d se mo�e uzeti kao vektor prav
a nove prave, pa je �ena jednaqina u kanonskom obliku

x− 1

−2
=
y − 2

1
=
z + 3

0
.

Prava kroz dve date taqke P1(x1, y1, z1) i P2(x2, y2, z2) ima vektor pravca
−−−→
P1P2 = (x2 − x1, y2 −

y1, z2 − z1), pa je ǌena jednaqina
x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

.

Ravan u prostoru

Ravan je jednoznaqno odre�ena bilo kojim svojim normalanim vektorom i jednom svojom taqkom.

Defini
ija 4.2. Vektor normale na ravan je bilo koji nenula vektor koji je normalan na tu ravan.

Vektor je normalan na ravan ako i samo ako je normalan na sve vektore u toj ravni.

Neka je ravan α odre�ena taqkom P0(x0, y0, z0) i vektorom normale ~n = (a, b, c).

Teorema 4.3. Ravan koja sadr�i taqku P0(x0, y0, z0) i normalna je na vektor ~n = (a, b, c) 6= ~0 je data

jednaqinom

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0.

Dokaz. Taqka P (x, y, z) le�i u ravni α ako i samo ako je

vektor ~n normalan na vektor

−−→
P0P = (x− x0, y − y0, z − z0),

tj. ako i samo ako va�i ~n · −−→P0P = 0. α P0

~n

P
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Primer 4.2. Na�i jednaqinu ravni koja sadr�i taqku P0(1, 2,−3) i paralelna je ravni α : −x+y+3z = 0.

Vektor normale na ravan α je ~n = (−1, 1, 3). Kako je tra�ena ravan paralelna ravni α, vektor ~n se

mo�e uzeti za vektor normale nove ravni i �ena jednaqina je (−1)(x − 1) + (y − 2) + 3(z + 3) = 0, tj.
−x+ y + 3z = −8.

Ravan α se moжe opisati i pomo�u jedne taqke A(x0, y0, z0) u ravni α i dva vektora ~u = (u1, u2, u3)
i ~v = (v1, v2, v3) paralelna ravni α. Tada se svaka taqka M sa te ravni moжe zapisati u obliku

M = A+ t~u+ s~v, tj. (x, y, z) = (x0, y0, z0) + t(u1, u2, u3) + s(v1, v2, v3) (t, s ∈ R),

xto predstavǉa parametarsku jednaqinu ravni. Ako je ravan zadata parametarski, tada je vektor
normale na ravan paralelan vektoru ~u× ~v.

Neka su date tri taqke P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2) i P3(x3, y3, z3). Taqka P (x, y, z) ravni koja je

odre�ena taqkama P1, P2 i P3 zadovoǉava jednaqinu [
−−→
P1P ,

−−−→
P1P2,

−−−→
P1P3] = 0.

Tako dobijamo opxtu jednaqinu ravni kroz tri date taqke

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Prava kao presek dve ravni. Pramen ravni

Neka su date dve ravni α : a1x + b1y + c1z + d1 = 0 i β : a2x + b2y + c2z + d2 = 0. Ako vektori
normala ~nα = (a1, b1, c1) i ~nβ = (a2, b2, c2) nisu kolinearni, ravni α i β se seku po pravoj p.

Jednaqina prave p se moжe na�i rexavaǌem sistema jednaqina koji qine ravni α i β.

Drugi naqin je da primetimo da je vektor pravca ~p prave p normalan na oba vektora ~nα i ~nβ.
Tada moжemo uzeti ~p = ~nα × ~nβ. Da bismo odredili jednu taqku prave p dovoǉno je na�i jedno
rexeǌe sistema (koji qine jednaqine ravni α i β).

Primer 4.3. Pravu p koja je presek ravni α : 3x+ y+ z = 0 i β : x− y+3z = 4 predstaviti u kanonskom
obliku.

Sabira�em datih jednaqina dobijamo 4x+4z = 4, odakle je x = 1− z. Zamenom prethodne jednaqine u

(re
imo) jednaqinu ravni α, dobijamo y = 2z − 3. Dakle, ako je z = t, jednaqina prave p u parametarskom
obliku je (x, y, z) = (1,−3, 0) + t(−1, 2, 1), pa je �en kanonski oblik p : x−1

−1 = y+3
2 = z

1 .

Primetimo da beskonaqno mnogo ravni sadrжe datu pravu p.

Defini
ija 4.3. Pramen ravni je skup svih ravni koje sadr�e datu pravu p.

Neka je prava p presek ravni α : a1x + b1y + c1z + d1 = 0 i β : a2x + b2y + c2z + d2 = 0. Ravni iz
pramena koje sadrжe pravu p bez ravni β zadovoǉavaju jednaqinu

γλ : a1x+ b1y + c1z + d1 + λ(a2x+ b2y + c2z + d2) = 0 (λ ∈ R).

Rastoja�a u prostoru

Teorema 4.4. Rastoja�e taqke M od prave p = P + t~p je
|~p×−−→

PM |
|~p| .

Dokaz. Tra�eno rastoja�e je visina h paralelograma odreÆenog

vektorima ~p i
−−→
PM , qija je povrxina |~p × −−→

PM | a du�ina odgova-

raju�e osnove |~p|.
P

M

h

p~p

Teorema 4.5. Rastoja�e taqke M(x0, y0, z0) od ravni α : ax+ by + cz + d = 0 je
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
.
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Dokaz. Neka je A(xA, yA, zA) proizvoǉna taqka u ravni α, ~nα =

(a, b, c) vektor normale na ravan α, θ = ∢(
−−→
AM,~nα) i d traжeno

rastojaǌe. Tada je
d = ||−−→AM | cos θ|,

pa iz jednakosti
−−→
AM · ~nα = |−−→AM ||~nα| cos θ sledi da je

d =
|−−→AM · ~nα|

|~nα|
.

M

Aα

~nα

θ

Konaqno,
−−→
AM ·~nα = (x0−xA, y0− yA, z0− zA) · (a, b, c) = ax0+ by0+ cz0+d, jer taqka A leжi u ravni

α i |~nα| =
√
a2 + b2 + c2.

MeÆusobni polo�aj dve prave

Neka su date prave p=P+t ~p i q=Q+s ~q, gde su t i s proizvoǉni realni brojevi.

Teorema 4.6. (i) Prave p i q se poklapaju ako i samo ako su vektori ~p, ~q i
−−→
PQ kolinearni;

(ii) Prave p i q se seku ako i samo ako su vektori ~p i ~q kolinearni, a vektor
−−→
PQ im nije kolinearan;

(iii) Prave p i q su mimoilazne ako i samo ako je [~p, ~q,
−−→
PQ] 6= 0.

Me�usobni poloжaj dve prave moжe se odrediti i rexavaǌem odgovaraju�eg sistema jednaqina.
Tako nalazimo i preseqnu taqku, u sluqaju da se prave seku.

Primer 4.4. Na�i preseqnu taqku pravih p : (x, y, z) = (−2t, 1+2t, 3t) i q : (x, y, z) = (−1−3s, 3+2s, 5+s)
(t, s ∈ R).

Izjednaqava�em odgovaraju�ih koordinata dobijamo sistem −2t = −1− 3s, 1 + 2t = 3 + 2s, 3t = 5 + s,
qije je rexe�e (t, s) = (2, 1). Vra�a�em bilo koje od tih vrednosti u odgovaraju�e jednaqine dobijamo

koordinate preseqne taqke (−4, 5, 6).

Za mimoilazne prave vaжi naredna teorema.

Teorema 4.7. Mimoilazne prave p i q imaju jedinstvenu zajedniqku normalu, tj. pravu n koja je seqe

obe prave p i q i normalna je na �ih.

Moжe se pokazati da je rastojaǌe izme�u mimoilaznih pravih p i q jednako rastojaǌu izme�u
podnoжja M i N zajedniqke normale.

Teorema 4.8. Rastoja�e izmeÆu mimoilaznih pravih p = P + t ~p i q = Q+ s ~q (t, s ∈ R) je

|[~p, ~q,−−→PQ]|
|~p× ~q| .

Dokaz. Neka su α i β paralelne ravni takve da ravan α sadr�i

pravu p i paralelna je pravoj q, dok ravan β sadr�i pravu q i
paralelna je pravoj p.

Vektori ~p, ~q i
−−→
PQ odreÆuju paralelepiped zapremine |[~p, ~q,−−→PQ]|.

Za �egovu osnovu mo�emo uzeti paralelogram koji odreÆuju vek-

tori ~p i ~q, nalazi se u ravni α i qija je povrxina |~p×~q|. Odgova-
raju�a visina paralelepipeda jednaka je rastoja�u paralelnih

ravni α i β, xto je i rastoja�e izmeÆu mimoilaznih pravih p i
q, odakle sledi formula.

P ~p
p

α

q

Q

~q

β

Primer 4.5. Na�i rastoja�e izmeÆu mimoilaznih pravih p : x+1
1 = y−1

−1 = z
0 i q : x+1

−2 = y
0 = z−2

1 .

Parametarske jednaqine pravih p i q su redom p = P + t ~p i q = Q + s ~q, gde je P (−1, 1, 0), Q(−1, 0, 2),
~p = (1,−1, 0), ~q = (−2, 0, 1) i t i s su proizvo	ni realni brojevi. Primenom prethodne teoreme dobijamo

da je rastoja�e izmeÆu datih pravih d = |[~p,~q,−−→PQ]|
|~p×~q| . Kako je |[~p, ~q,−−→PQ]| = 3 i |~p× ~q| =

√
6, to je d =

√

3
2 .
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MeÆusobni polo�aj dve ravni

Neka su date ravni α : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0 i β : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0. Oznaqimo sa ~nα i ~nβ

ǌihove vektore normala, redom.

(i) Ravni α i β se poklapaju ako i samo ako je (a2, b2, c2, d2) = λ(a1, b1, c1, d1) za neki broj λ 6= 0.

(ii) Ravni α i β su paralelne ako i samo ako je (a2, b2, c2) = λ(a1, b1, c1) za neki broj λ 6= 0. To se
moжe napisati i u obliku |~nα × ~nβ | = 0.

(iii) Ravni α i β su seku po pravoj ako i samo ako nisu paralelne, tj. ako i samo ako vaжi
|~nα × ~nβ| 6= 0.

MeÆusobni polo�aj prave i ravni

Nak je data prava p = P0 + t ~p (t ∈ R) i ravan α qiji je vektor normale ~nα.

(i) Prava p pripada ravni α ako i samo ako je ~p · ~nα = 0 i P0 ∈ α;

(ii) Prava p je paralelna ravni α (p ∩ α = ∅) ako i samo ako je ~p · ~nα = 0 i P0 /∈ α;

(iii) Prava p i ravan α se seku u taqki ako i samo ako je ~p · ~nα 6= 0.

Primer 4.6. U kom su meÆusobnom polo�aju prava p : (x, y, z)=(1, 0,−1)+t(1, 2,−3) i ravan α : 2x−y=3?
Vektor prav
a prave ~p = (1, 2,−3) i vektor normale na ravan ~nα = (2,−1, 0) su normalni, jer je

~p · ~nα = 0. Taqka (1, 0,−1) sa prave p ne pripada ravni α, jer je 2 · 1 − 0 6= 3, pa su prava p i ravan α
paralelne.

Ugao izmeÆu dve prave

Prave p = P + t ~p i q = Q+ s ~q (t, s ∈ R) grade dva ugla, a za ugao izme�u ǌih uzimamo onaj koji
nije tup, tj.

∢(p, q) = arccos
|~p · ~q|
|~p||~q| .

Ugao izmeÆu dve ravni

Ugao izme�u ravni α qiji je vektor normale ~nα i ravni β qiji je vektor normale ~nβ jednak je
uglu izme�u ǌihovih normala, tj.

∢(α, β) = arccos
|~nα · ~nβ |
|~nα||~nβ |

.

Ugao izmeÆu prave i ravni

Ugao ϕ izme�u prave p i ravni α je ugao izme�u prave p i ǌene normalne projekcije p′ na ravan
α. Ako je ψ ugao izme�u normale na ravan ~nα i pravca ~p prave p, tada je

sinϕ = cosψ =
|~p · ~nα|
|~p||~nα|

,

pa je

ϕ = arcsin
|~p · ~nα|
|~p||~nα|

. α

~p

p

p′

~nα

ϕψ

Primer 4.7. Izraqunati ugao izmeÆu prave p : x−1
1 =y+3

−1 =z
0 i ravni α : x− 2y − 2z=4.

Vektor prav
a prave p je ~p = (1,−1, 0), a vektor normale na ravan α je ~nα = (1,−2,−2). Tra�eni ugao

je

arcsin
|~p · ~nα|
|~p||~nα|

= arcsin
|(1,−1, 0)) · (1,−2,−2)|

√

12 + (−1)2 + 02
√

12 + (−2)2 + (−2)2
= arcsin

1√
2
=
π

4
.

4



4.2 Krive drugog reda

Konusni prese
i

Konusni presek predstavǉa presek konusa i proizvoǉne ravni u prostoru.

Ako ravan sadrжi vrh konusa, tada je presek taqka, parava ili dve prave koje se seku. U tom
sluqaju konusni preseci su degenerisani i neki autori ih ne smatraju konusnim presecima. Daleko
vaжniji je sluqaj nedegenerisanih konusnih preseka (konika) - elipse, parabole i hiperbole.

Osnovna osobina konika (osim kruga) je da postoji taqka F (�i�a) i prava d (direktrisa)
takve da je odnos rastojaǌa proizvoǉne taqke M konike do ǌih konstantan

e =
MF

d(M,d)
(e je eks
entritet konike.)

Za 0 < e < 1 konika je elipsa, e = 0 krug, e = 1 parabola i e > 1 hiperbola.

Kanonski oblik

U dekartovom koordinatnom sistemu, konike se mogu zapisati u kanonskom obliku

- kruжnica x2 + y2 = r2 (r > 0);

- elipsa x2

a2 + y2

b2
= 1 (a, b > 0) : c =

√
a2 − b2, e = c

a
,

жiжe su F1(−c, 0) i F2(c, 0), direktirse su x = ±a
e
;

- hiperbola x2

a2 − y2

b2
= 1 (a, b > 0) : c =

√
a2 + b2, e = c

a
,

жiжe su F1(−c, 0) i F2(c, 0), direktirse su x = ±a
e
, asimptote su y = ± b

a
x;

- parabola x2 = 2py (p 6= 0):
жiжa je F (p2 , 0), direktrisa je x = − p

2 .

x

y

F1 F2 x

y

y = b
a
xy = −

b
a
x

F1 F2

x

y

x=−
p

2

F

U parametarskim koordinatama, odgovaraju�e jednaqine su

- kruжnica x = r cos θ, y = r sin θ, θ ∈ [0, 2π),

- elipsa x = a cos θ, y = b sin θ, θ ∈ [0, 2π),

- hiperbola x = ±a ch θ, y = b sh θ, θ ∈ R,

- parabola x = t, y = t2

2p , t ∈ R.

Krive drugog reda

Kriva drugog reda je data jednaqinom:

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (A2 +B2 + C2 6= 0). (4.1)

ǋen grafik je konika ili neka degenerisana kriva. U kanonskom obliku, degenerisane krive drugog
reda su:

1◦
x2

a2
+
y2

b2
= 0 (taqka); 4◦ x2 = 0 (y2 = 0) (prava);

2◦
x2

a2
+
y2

b2
= −1 (prazan skup); 5◦ x2 = p2 (y2 = q2) (dve paralelne prave);

3◦
x2

a2
− y2

b2
= 0 (dve prave koje se seku); 6◦ x2 = −p2 (y2 = −q2) (prazan skup).
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Krive 1◦ i 2◦ su eliptiqkog tipa, kriva 3◦ hiperboliqkog, a 4◦, 5◦ i 6◦ paraboliqkog tipa.

Diskriminanta ove jednaqine je B2 − 4AC, tj. −δ, gde je δ =

∣

∣

∣

∣

A B
B C

∣

∣

∣

∣

.

Ako konika nije degenerisana, tada je ona:

- za B2 − 4AC < 0 elipsa;

- za B2 − 4AC > 0 hiperbola;

- za B2 − 4AC = 0 parabola.

Invarijante krivih durgog reda pri rotaciji i translaciji koordinatnog sistema su diskri-
minanta −δ, trag A+ C i determinanta

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A B D
B C E
D E F

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ako je ∆ = 0, tada je kriva drugog reda degenerisana.

SvoÆe�e krive na kanonski oblik

Kriva drugog reda (4.1) se svodi na kanonski oblik translacijom i rotacijom koordinatnog
sistema. Tada se stare koordinate (x, y) izraжavaju preko novih (x′, y′) na slede�i naqin:

1◦ rotacija za ugao α oko taqke O(0, 0): x = x′ cosα− y′ sinα, y = x′ sinα+ y′ cosα;

2◦ translacija za vektor (u, v): x = x′ − u, y = y′ − v.

Ugao α za koji treba rotirati koordinatni sistem prilikom svo�eǌa krive (4.1) na kanonski
oblik dobijamo iz formule

tg 2α =
2B

A− C
,

pa sinus i kosinus ugla α nalazimo iz formula

tg 2α =
2tg α

1− tg 2α
, sinα =

tg α
√

1 + tg 2α
, cosα =

sinα

tg α
.

Tako svodimo krivu na oblik A′x′2 + C′y′2 + 2D′x′ + 2E′y′ + F ′ = 0 (koeficijent uz x′y′ je 0).

Zatim treba izvrxiti translaciju koordinatnog sistema za vektor (u, v), (u, v) =
(

D′

A′
, E

′

C′

)

za

A′, C′ 6= 0. Ako je A′ = 0 uzimamo da je u = 0, a ako je C′ = 0 uzimamo da je v = 0. Tada je x′ = x′′ −u,
y′ = y′′ − v.

Primer 4.8. Svesti krivu drugog reda xy − 5x+ 7y + 9 = 0 na kanonski oblik.

Opxta jednaqina krive drugog reda je Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0, a ugao rota
ije je

tg 2α = 2B
A−C

. Ovde je A = C = 0 i B = 1
2 , pa je tg 2α = ∞ i mo�emo uzeti da je 2α = π

2 , tj. α = π
4 .

Formule rota
ije su x = x′ cosα − y′ sinα i y = x′ sinα + y′ cosα, gde
je Oxy stari koordinatni sistem, a Ox′y′ novi koordinatni sistem

(dobijen rota
ijom starog za ugao α). Zamenom formula rota
ije x =
1√
2
(x′ − y′) i y = 1√

2
(x′ + y′) u polaznoj jednaqini dobijamo

1

2
(x′ − y′) (x′ + y′)− 5√

2
(x′ − y′) +

7√
2
(x′ + y′) + 9 = 0,

odakle je

x′2 + 2
√
2x′ − y′2 + 12

√
2y′ + 18 = 0.

Ova jednaqina se mo�e napisati u obliku

(x′ +
√
2)2 − (y′ − 6

√
2)2 + 88 = 0,

tj.

x

y

O

x′y′

α
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(y′ − 6
√
2)2

(2
√
22)2

− (x′ +
√
2)2

(2
√
22)2

= 1.

Vidimo da je data kriva hiperbola sa 
entrom (−
√
2, 6

√
2)

(u koordinatnom sistemu Ox′y′) i da su formule transla
ije

x′′ = x′ +
√
2 i y′′ = y′ − 6

√
2. Dakle, kanonski oblik je

y′′2

(2
√
22)2

− x′′2

(2
√
22)2

= 1.

y′′

x′′

y′

x′

(−
√

2, 6
√

2)

Odgovaraju�e transforma
ije koordinata su

x =
1√
2
(x′ − y′) =

1√
2

(

x′′ −
√
2− y′′ − 6

√
2
)

=
x′′ − y′′√

2
− 7,

y =
1√
2
(x′ + y′) =

1√
2

(

x′′ −
√
2 + y′′ + 6

√
2
)

=
x′′ + y′′√

2
+ 5.

4.3 Povrxi drugog reda

Povrx drugog reda je data jednaqinom:

Ax2 +By2 +Cz2 + 2Dxy+ 2Eyz+2Fxz + 2Gx+2Hy+2Kz+L = 0 (A2 +B2 +C2 +D2 +E2 +F 2 6= 0).

Neka su a, b, c > 0. Nedegenerisane povrxi drugog reda u kanonskom obliku su:

1◦ elipsoid x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1;

2◦ jednokrilni hiperboloid x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 1;

3◦ dvokrilni hiperboloid x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= −1;

4◦ eliptiqki paraboloid x2

p
+ y2

q
= 2z (p · q > 0);

5◦ hiperboliqki paraboloid x2

p
− y2

q
= 2z (p · q > 0).

Vaжne su i slede�e degenerisane povrxi drugog reda:

6◦ eliptiqki konus x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 0;

7◦ eliptiqki cilindar x2

a2 + y2

b2
= 1;

8◦ hiperboliqki cilindar x2

a2 − y2

b2
= 1;

9◦ paraboliqki cilindar x2 = 2py (p 6= 0).

7


