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Gradivo za drugi kolokvijum iz Matematike 1 - smene 2, 4, 6 i 7

1. Izraqunati graniqne vrednosti

a) lim
x→∞

(

x− x2 ln (1 + 1/x)
)

, b) lim
x→0

1− cos(1 − cosx)

x4
, v) lim

x→0

1− cos4 x

x sin 3x
,

g) lim
x→0

(

tg x

sinx

)1/tg 2x

, d) lim
x→0

arcsinx− arctg x

x3
, Æ) lim

x→∞

(

x− 1

x− 2

)3x

,

e) lim
x→0

1

x2
ln

sinx

x
, �) lim

x→0

x2

√
1 + x sinx−√

cosx
, z) lim

x→0

ch x3 − 1

(x− sinx)2
.

a) Ako iskoristimo Maklorenov razvoj za funk
iju ln(1 + t) = t− t2

2 + o(t2) kad t → 0 (malo ,,o" od f(t)
je funk
ija za koju va�i o(f(t))/f(t) → 0 kad t → 0 tj. o(f(t)) je zanemar	ivo mala u poreÆe�u sa f(t))
imamo

lim
x→∞

(

x− x2

(

1

x
− 1

2x2
+ o

(

1

x2

)))

= lim
x→∞

(

x− x+
1

2
+ o(1)

)

=
1

2
.

Alternativno, zadatak se mo�e rexiti primenom Lopitalovog pravila. Ako uvedemo smenu x = 1/t, t → 0,
dati limes se svodi na

lim
t→0

(

1

t
− ln(1 + t)

t2

)

= lim
t→0

t− ln(1 + t)

t2
l.p.

===
(0/0)

lim
t→0

1− 1
1+t

2t
= lim

t→0

1

2(1 + t)
=

1

2
.

b) Zadatak �emo rexiti svoÆe�em na poznati limes limt→0
sin t
t = 1:

lim
x→0

1− cos(1− cosx)

x4
= lim

x→0

1− cos 2 sin2 x
2

x4
= lim

x→0

2 sin2 sin2 x
2

x4
· sin

4 x
2

sin4 x
2

= lim
x→0

2 sin4 x
2

24
(

x
2

)4 =
1

8
.

v) Koristimo Maklorenove razvoje cos t = 1− t2

2 + o(t2) i sin t = t+ o(t2) kad t → 0:

lim
x→0

1− cos4 x

x sin 3x
= lim

x→0

(1− cosx)(1 + cosx)(1 + cos2 x)

x sin 3x
= 4 lim

x→0

1− (1− x2

2 + o(x2))

x(3x+ o(x2))
=

2

3
.

g) lim
x→0

(

1

cosx

)1/tg 2x

= lim
x→0

e
1

tg 2x
ln 1

cos x = e
limx→0 − ln cos x

tg 2x .

Primenom Lopitalovog pravila na posled�i limes dobijamo

e
limx→0

sin x/ cos x

2tg x/ cos2 x =
√
e.

d) lim
x→0

arcsinx− arctg x

x3
= lim

x→0

(1 − x2)−1/2 − (1 + x2)−1

3x2
= lim

x→0

− 1
2 (1− x2)−3/2(−2x) + (1 + x2)−22x

6x
=

1

2
.

Æ) Koristimo poznati limes limt→∞
(

1 + 1
t

)t
= e:

lim
x→∞

(

x− 1

x− 2

)3x

= lim
x→∞

(

1 +
1

x− 2

)(x−2) 3x
x−2

= elimx→∞

3x
x−2 = e3.

e) Koristimo Maklorenove razvoje sin t = t− t3

6 + o(t3) i ln(1 + t) = t+ o(t) kad t → 0:

lim
x→0

1

x2
ln

sinx

x
= lim

x→0

1

x2
ln

x− x3

6 + o(x3)

x
= lim

x→0

1

x2
ln

(

1− x2

6
+ o(x2)

)

= lim
x→0

1

x2

(

−x2

6
+ o(x2)

)

= −1

6
.

�) Korix�e�em Maklorenovih razvoja sinx = x+ o(x) i cosx = 1− x2

2 + o(x2) kad x → 0 dobijamo
√
1 + x sinx =

√

1 + x2 + o(x2) i

√
cosx =

√

1− x2/2 + o(x2).

Zatim se mo�e koristiti Maklorenov razvoj (1 + x)α = 1 + αx+ o(x):
√

1 + x2 + o(x2) = 1 +
x2

2
+ o(x2) i

√

1− x2/2 + o(x2) = 1− x2

4
+ o(x2).

Dakle, polazni limes je

lim
x→0

x2

1 + x2

2 − 1 + x2

4 + o(x2)
=

4

3
.

z) Na osnovu Maklorenovih razvoja ch x = 1+ x2

2 + o(x2) i sinx = x− x3

6 + o(x3) kad x → 0, polazni limes
postaje

lim
x→0

1 + x6

2 − 1 + o(x6)
(

x− x+ x3

6 + o(x3)
)2 = 18.



2. Napisati jednaqinu normale na krivu

y =

√
x− 1

ln2
√
x− 1

u taqki u kojoj je x = 10.

Neka je f(x) =
√
x− 1 i g(x) = ln2

√
x− 1 =

(

1
2 ln(x− 1)

)2
= 1

4 ln
2(x − 1). Tada je f ′(x) = 1

2
√
x−1

, g′(x) =
ln(x−1)
2(x−1) , pa je

y′ =
f ′g − fg′

g2
=

1
2
√
x−1

· ln2
√
x− 1−

√
x− 1 · ln(x−1)

2(x−1)

ln4
√
x− 1

=
ln
√
x− 1− 2

2
√
x− 1 ln3

√
x− 1

.

Da	e je y′(10) = ln 3−2
6 ln3 3

. Primetimo jox da je y(10) = 3
ln2 3

. Zamenom ovih vrednosti u jednaqinu normale

y − y(10) = − 1
y′(10) (x− 10) dobijamo

y − 3

ln2 3
=

6 ln3 3

2− ln 3
(x− 10).

3. Za krivu datu parametarski x = t− sin t, y = 1− cos t na�i nagib (izvod) za t = 2π/3.

Ovde je dx/dt = 1− cos t i dy/dt = sin t, pa je y′(x) = dy/dt
dx/dt =

sin t
1−cos t . Da	e je x(2π/3) = 3/2 i y′(3/2) = 1√

3
.

4. Na�i nagib tangente u taqki (2,−1) krive 2y + 5− x2 − y3 = 0.

Diferen
ira�em date jednaqine dobijamo 2y′ − 2x− 3y2y′ = 0, tj. y′ = 2x
2−3y2 . Za x = 2 i y = −1 dobijamo

y′ = −4, pa je nagib tangente u datoj taqki −4.

5. U kojim taqkama krive xy = (1− x+ y)2 su tangente paralelne y-osi?

Da bi tangente bile paralelne y−osi (vertikalne), izvod u tim taqkama mora biti beskonaqan. Difer-

en
ira�em date jednaqine nalazimo

y + xy′ = 2(1− x+ y)(−1 + y′), odakle je y′ =
8x− 5y + 4

5x− 2y + 2
.

Ako su tra�ene taqke oblika (a, b), mora da va�i 5a− 2b + 2 = 0 i ab = (1 − a + b)2, pa rexava�em ovog

sistema dobijamo taqke (0, 1) i
(

− 4
9 ,− 1

9

)

.

6. Na�i domen i asimptote funk
ije

a) y =
2x + 1

2x − 1
, b) y =

√

x3

x+ 1
+ x− 1.

a) Domen funk
ije je R \ {0}. Vidimo da je

lim
x→0±

2x + 1

2x − 1
= ±∞,

pa je prava x = 0 vertikalna asimptota. Da	e je

lim
x→−∞

2x + 1

2x − 1
= −1,

tj. prava y = −1 je horizontalna asimptota kad x → −∞. Sliqno je

lim
x→∞

1 + 2−x

1− 2−x
= 1,

pa je prava y = 1 horizontalna asimptota kad x → ∞.

b) Domen ove funk
ije je

x3

x+1 > 0, tj. (−∞,−1) ∪ [0,∞). Prava x = −1 je vertikalna asimptota, jer je

lim
x→−1−

√

x3

x+ 1
+ x− 1 = ∞.

Da bismo odredili ponaxa�e funk
ije kad x → ±∞, mo�emo koristiti Maklorenov polinom funk
ije

(1 + t)α = 1 + αt+ o(t) kad t → 0:

lim
x→∞

(

√

x3

x+ 1
+ x− 1

)

= lim
x→∞

(

x

√

1− 1

x+ 1
+ x− 1

)

= lim
x→∞

(

x

(

1− 1

2(x+ 1)
+ o

(

1

x+ 1

))

+ x− 1

)

= lim
x→∞

(

2x− 3

2
+ o(1)

)

,



pa je prava y = 2x− 3
2 kosa asimptota kad x → ∞. Sliqno,

lim
x→−∞

(

√

x3

x+ 1
+ x− 1

)

= lim
x→∞

(

−x

√

1− 1

x+ 1
+ x− 1

)

= lim
x→−∞

(

−x

(

1− 1

2(x+ 1)
+ o

(

1

x+ 1

))

+ x− 1

)

= lim
x→−∞

(

−1

2
+ o(1)

)

,

pa je prava y = − 1
2 horizontalna asimptota kad x → −∞.

7. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije f(x) = ln x−1
x−2 .

Domen funk
ije je

x−1
x−2 > 0, tj. x ∈ (−∞, 1) ∪ (2,∞). Da	e je f(x) > 0 za x−1

x−2 > 1, tj. za 1
x−2 > 0.

Sledi da f(x) nema nula, negativna je za x < 1 i pozitivna za x > 2.

Funk
ija ima vertikalnu asimptotu za x = 1 (sa leve strane) i za x = 2 (sa
desne strane), jer je limx→1− f(x) = −∞ i limx→2+ f(x) = ∞. Prava x = 0 je
horizontalna asimptota, jer je limx→±∞ f(x) = ln 1 = 0.

Prvi izvod je f ′(x) = −1/(x2 − 3x + 2), pa funk
ija nema ekstremnih vred-

nosti i opada na domenu.

Drugi izvod je f ′′(x) = (2x−3)/((x−1)2(x−2)2), pa funk
ija nema prevojnih
taqaka (x = 3/2 je van domena), konkavna je za x < 1 i konveksna za x > 2.

x

y

ln x−1
x−2

8. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije f(x) =
x− 2√
x2 + 2

.

Domen funk
ije f(x) je 
eo skup R, jer je x2+2 > 0 za svako x ∈ R; jedina nula je taqka N(2, 0). Da bismo
proverili da li data funk
ija ima asimptote, posmatramo limes

lim
x→±∞

x− 2

|x|
√

1 + 2/x2
= lim

x→±∞
1− 2/x

sgn x
√

1 + 2/x2
= ±1,

pa f(x) ima horizontalu asimptotu y = 1 kad x → ∞, odnosno y = −1 kad x → −∞.

Prvi izvod je f ′ =
2(x+ 1)

(x2 + 2)3/2
, pa je f ′ < 0 za x < −1 i tu funk
ija

opada, f ′ > 0 za x > −1 i tu funk
ija raste, a taqka M(−1,−
√
3)

lokalni minimum funk
ije.

Drugi izvod je f ′′ =
−4x2 − 6x+ 4

(x2 + 2)5/2
= −2(x+ 2)(2x− 1)

(x2 + 2)5/2
. Dakle,

f ′′ < 0 za x ∈ (−∞,−2) ∪ (1/2,∞) i tu je funk
ija konkavna,

f ′′ > 0 za x ∈ (−2, 1/2) i tu je funk
ija konveksna; prevojne taqke su

P1(−2,−2
√

2/3) i P2(1/2,−1).

x

y

f(x) = x−2
√

x
2+2

N

MP1

P2

9. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije f(x) = e−x

1−x .

Domen funk
ije je R \ {1}; f > 0 za x < 1 i f < 0 za x > 1. Funk
ija
nema nula, nije ni parna ni nepara. Prava x = 1 je vertikalna asimp-
tota, jer je lim

x→1±
f(x) = ∓∞.

Da	e je lim
x→∞

f(x) = 0 i lim
x→−∞

f(x)

x
= ∞, pa je prava y = 0 horizon-

talna asimptota kad x → ∞.

Prvi izvod je f ′(x) = xe−x

(1−x)2 , pa funk
ija opada za x < 0, raste za

x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) i ima minimum u taqki M(0, 1).

y = e
−x

1−x

Drugi izvod je f ′′(x) = e−x(x2+1)
(1−x)3 , pa je funk
ija konveksna za x < 1 i konkavna za x > 1.

10. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije

a) y = (2x− 1)e−1/x, b )y =
ln2(x− 2)

x− 2
, v) y =

√
x+ 2

ln2(x + 2)
, g) y =

x+ 1√
x2 + 2

, d) y =
x

3
√
x2 − 1

,

Æ) y = x− 1−
√

x2 − x.



a) Domen funk
ije je R \ {0}, nula funk
ije je N(1/2, 0), y < 0 za x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1/2) i f(x) > 0 za

x ∈ (1/2,∞). Prava x = 0 je vertikalna asimptpta sa leve strane, jer je

lim
x→0+

y(x) = 0 i lim
x→0−

y(x) = −∞.

Kad x → ±∞ mo�emo koristiti Makolrenov razvoj et = 1 + t+ o(t) kad t → 0:

lim
x→±∞

(2x− 1)e−1/x = lim
x→±∞

(2x− 1)

(

1− 1

x
+ o

(

1

x

))

= lim
x→±∞

(2x− 3 + o(1)),

pa je prava y = 2x− 3 kosa asimptota kad x → ±∞.

Da	e je y′(x) = e−1/x 2x2+2x−1
x2 , pa y ր za x ∈ (−∞,−(1 +

√
3)/2) ∪

((
√
3 − 1)/2,∞) i y ց za x ∈ (−(1 +

√
3)/2, 0) ∪ (0, (

√
3 − 1)/2).

Taqka (−(1+
√
3)/2, y(−(1+

√
3)/2)) je lokalni maksimum funk
ije,

a taqka ((
√
3− 1)/2, y(

√
3− 1)/2)) je lokalni minimum funk
ije.

Drugi izvod je y′′ = e−1/x 4x−1
x4 , pa je y konkavna za x ∈ (−∞, 0) ∪

(0, 1/4) i konveksna za x ∈ (1/4,∞). Funk
ija ima prevoj u taqki

(1/4, y(1/4)).

y=(2x−1)e−
1
x

y= ln2(x−2)
x−2

y=
√

x+2
ln2(x+2)

y= x+1
√

x
2+2

y= x

3
√

x
2
−1

y=x−1−
√

x2
−x

11. Aproksimirati funk
iju ln(1 + x− x2) Maklorenovim polinomom qetvrtog stepena.

Koristimo poznati razvoj ln(1 + t) = t− t2

2 + t3

3 − t4

4 + o(t4) kad t → 0:

ln(1 + x− x2) = x− x2 − (x− x2)2

2
+

(x− x2)3

3
− (x− x2)4

4
+ o

(

(x− x2)4
)

= x− x2 − 1

2

(

x2 − 2x3 + x4
)

+
1

3

(

x3 − 3x4
)

− x4

4
+ o(x4)

= x− 3

2
x2 +

4

3
x3 − 7

4
x4 + o(x4).

12. Razviti u Maklorenov polinom petog stepena funk
iju ln(1 + x+ x2 + x3 + x4).

Na osnovu formule x5 − 1 = (x − 1)(1 + x2 + x3 + x4) je ln(1 + x2 + x3 + x4) = ln(1 − x5)− ln(1− x). Sada

koristimo Maklornov polinom ln(1−x) = −x− x2

2 − x3

3 − x4

4 − x5

5 +o(x5) kad x → 0, pa je tra�eni polinom

T5(x) = −x5 + x+
x2

2
+

x3

3
+

x4

4
+

x5

5
= x+

x2

2
+

x3

3
+

x4

4
− 4x5

5
.

13. Aproksimirati funk
iju

y = (x2 − 1)e−2x

Maklorenovim polinomom qetvrtog stepena i pro
eniti grexku aproksima
ije na intervalu [0, 1].



Prvih pet izvoda su y′(x) = −2e−2x(x2 − x− 1), y′′(x) = 2e−2x(2x2 − 4x− 1), y′′′(x) = −4e−2x(2x2 − 6x+1),
y(4)(x) = 16e−2x(x2 − 4x + 2) i y(5)(x) = −32e−2x(x2 − 5x + 4). Da	e je y(0) = −1, y′(0) = 2, y′′(0) = −2,
y′′′(0) = −4 i y(4)(0) = 32, pa je Maklorenov polinom qetvrtog stepena

T4(x) = y(0) +
y′(0)

1!
x+

y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
x3 +

y4(0)

4!
x4, tj. T4(x) = −1 + 2x− x2 − 2

3
x3 +

4

3
x4.

Grexka aproksima
ije je

R4(x) =
y(5)(t)

5!
x5, za t ∈ (0, x), pri qemu je x ∈ [0, 1].

Za o
enu grexke, naÆimo maksimum funk
ije |y(5)(t)| za t ∈ (0, 1) i uzimamo da je x=1:

max
t∈(0,1)

| − 32e−2t(t2 − 5t+ 4)| < 32e0 · 4 = 128, pa je |R4(1)| <
16

15
za x ∈ [0, 1].

14. Aproksimirati funk
iju

y = 5
√
2x− 1

Tejlorovim polinomom stepena 3 u okolini taqke a = 1. Koriste�i ovaj polinom pribli�no izraqunati

5
√
1, 1 i pro
eniti grexku.

Prva qetiri izvoda su y′(x) = 2
5 (2x − 1)−4/5

, y′′(x) − 16
25 (2x − 1)−9/5

, y′′′(x) = 288
125 (2x − 1)−14/5

i y(4)(x) =

−8064/625(2x− 1)−19/5
. Tejlorov polinom tre�eg stepena u taqki a = 1 je

T3(x) = y(1) +
y′(1)

1!
(x− 1) +

y′′(1)

2!
(x− 1)2 +

y′′′(1)

3!
(x− 1)3, tj.

T3(x) = 1 +
2

5
(x− 1)− 8

25
(x− 1)2 +

48

125
(x − 1)3.

Da	e je y(1, 1) ≈ T3(1, 1) = 1, 037184. Za 1 < t < 1, 1 je (2t− 1)−19/5 < 1, pa je

|R3(1, 1)| <
1

4!

8064

625
· 0, 14 ≈ 5, 4 · 10−5.

15. Odrediti Maklorenov polinom drugog stepena za funk
iju y = y(x) datu jednaqinom x+ y = arctg (xy).

Prvo primetimo da je y = 0 za x = 0. Diferen
ira�em date jednaqine (po x) dobijamo

1 + y′ =
y + xy′

1 + (xy)2
,

odakle za x = y = 0 dobijamo y′(0) = −1. Da	im diferen
ira�em dobijamo

y′′ =
(y′ + y′ + xy′′)(1 + (xy)2)− (y + xy′)2xy(y + xy′)

(1 + (xy)2)2
,

odakle za x = y = 0 i y′(0) = −1 dobijamo y′′(0) = −2. Tra�eni Maklorenov polinom je T2(x) = −x− x2
.

16. Na�i elemente prirodnog triedra u taqki t = 0 hodografa vektor funk
ije ~r(t) = e−t~ı+ e−t~+
√
2t~k.

Nalazimo ~̇r(t) = (−e−t, et,
√
2), ~̈r(t) = (e−t, et, 0), pa je ~̇r(0) = (−1, 1,

√
2), ~̈r(0) = (1, 1, 0) i ~̇r(0) × ~̈r(0) =

(−
√
2,
√
2,−2). Dakle, ~τ = 1

2 (−1, 1,
√
2), ~b = 1

2 (−1, 1,−
√
2) i ~n = ~b × ~τ = 1

2 (
√
2,
√
2, 0). Normalna πτ ,

rektifika
iona πn i oskulatorna ravan πb su normalne na tangentu, normalu i binormalu, redom, i

sadr�e taqku (1, 1,
√
2), pa su �ihove jednaqine πτ : −x + y +

√
2z − 2 = 0, πn : x + y − 2 = 0, πb :

−x+ y −
√
2z + 2 = 0.

17. Na�i taqku na krivoj α(t) =
(

t, 1+t
t , 1−t2

t

)

za t > 0 u kojoj je krivina ekstremalna.

Nalazimo α̇(t) =
(

1,−t−2,−t−2 − 1
)

, α̈(t) = 2t−3(0, 1, 1) i α̇(t) × α̈(t) = 2t−3(1,−1, 1). Da	e je |α̇(t)| =
t−2
√

2(t4 + t2 + 1) i |α̇(t) × α̈(t)| = 2
√
3|t−3|, pa je K =

√
6|t|3

2(t4+t2+1)3/2
. Da bismo naxli taqku u kojoj je

krivina ekstremalna, naÆimo �en prvi izvod: za t > 0 je K ′ = − 3x2(x4−1)

(t4+t2+1)5/2
i maksimum se tu posti�e za

t = 1, K(1) = 1/(3
√
2). Dakle, tra�ena taqka je (1, 2, 0).
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