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T'paguBo 3a apyru KojgokBujym u3 Maremaruke 1 - cmene 2, 4, 6 u 7
1. spadyHaTn rpaHAYHEe BPEIHOCTH
1 —cos(1 —cosz) 1—costz
. .2 . .
a) zhﬂn;() (z—2"In(1+1/z)), 6) :ll—>mo o , B) lm —— ——,
2
) tg 1/teg "= . arcsinz — arctg o ) r—1\%
r) lim | — , o) lim , h) lim ,
z—0 \ sinw =0 3 z—o0 \ T — 2
.1 . sinz . 22 . cha® -1
e) lim — In , x) lim , 3) lim ——.
z—0 12 =0 \/1 + xsinx — y/cosx 2=0 (z —sinx)?

a) Axo nckopucrnmo MakyopeHos pa3Boj 3a dbyukunjy In(1 +t) =t — % + o(t?) xam t — 0 (mamo ,0” on f(t)
je dyukuumja 3a kojy saxu o(f(t))/f(t) — 0 kax t — 0 1j. o(f(t)) je 3anemapsbuso masa y nopehemwy ca f(t))

IMaMO i 2 l,ijL 1z =1l - +1+ (1) -2
fm (e (Zmmrelz))) - (p ety o) =5

AsrrepraTnBHO, 33/1aTaK Ce MOKe PermnTh pruMenom JlonmranoBor pasuna. AKo yBenemo cmeny © = 1/t,t — 0,
JIATH JINMEC Ce CBOJU HA

1 In(1+t t—In(1+1¢ 1— 1 1
lim ——M :Hmw%lim M i ——— = =,
t—0 \ ¢ 12 t—0 12 (0/0) t—0 2t t—0 2(1+t) 2
6) 3agarak fiemo perurTu cBofjermem Ha moO3HATH JaUMeC lim; o Si;‘t =1:
1 —cos(1— 1 —cos2sin® £ 2sin?sin? £ sin? 2 2sin* 2 1
lim cos( cos z) =lim ————— 2 — lim 2. T 2 — lim i = —.
z—0 x4 z—0 x4 z—0 x4 sin® £ z—0 94 (g) 8
2 2
B) Kopuctumo Maxoperose pasgsoje cost = 1 — % +o(t?) usint =t + o(t?) xan t — O:
l—cos*z . (1—cosx)(l+cosz)(l+cos?z) , 1—(1—§+0(ﬂc2)) 2
im ———— = lim - =4 lim = —.
z=0 xsindr  z—0 x sin 3z z—0  x(3z + o(z?)) 3
1/tg = . neos s
x—0 COSx x—0
[Tpumenowm JlomuTamoBor mpaBuia HA TOCIEIBN JTUMEC 10OUjaMO
limg 0 42::‘;//;5:211 — \/E
arcsinx — arctg x (=22 (14227t . f%(lfx2)73/2(72x)+(1+x2)’22x 1
JI) 1m = lim = lim = .
x—0 1‘3 x—0 31‘2 x—0 6x 2
h) Kopucrumo nosuaru smmec limy, o (1 + %)t =e:
3z (—2) 2%
. r—1 . 1 z=2 lim 3a 3
lim = lim (1+ =Moo a3 — ¢,
z—oo \ x — 2 L —00 r—2
e) Kopucrumo Maksopenose passoje sint =t — % +o(t) uln(l+t) =t+o(t) xkam t — O
3
1. sinz 1 x—% +o(x3) 1 x? 1 x2 1
lim —1 =lim—-—In—5% 2 —lim —In(1-= ) =1lim = [ —-= ) =-=.
:clg%.f?n X :clg%.f?n X IL%;L'QH 6+O(:L') Ilg%,jcz 6+0($) 6

k) Kopumihemem Maknopenosux passoja sinx = x + o(z) u cosz = 1 — % + o(x?) xan z — 0 mobujamo

VItasing =+/1+a224o0(x2) u eosz=+/1—22/2+o(z2?).

Barum ce moxke kopucturu Makiopenos pa3soj (1 + x)* =1+ ax + o(x):

2 2
1+x2+0(x2):1+%+0(z2) u \/1—z2/2+0(x2):1—%+0(x2).
Jlakse, moa3nm mmMec je 22 4
lim =-.
w5014+ 2 — 14 Z 4 o(22) 3

. 2 . 3
3) Ha ocnosy Makioperosux passoja ch x = 1+ % +o(2?) u sinz = z — & + o(z*) kan x — 0, monasuu mvec
rocTaje

. 1+%6—1+0(ac6)
lim .
=0 (z -+ %+ 0(x3))

S =18.



2. Hammcarn jemmaunny HOpMaJse Ha KPUBY

y Ta9KH y K0joj je x = 10.

Hexa je f(z) = Ve —1u g(z) =In* oz —1 = (3 In(z — 1))2 = %1112(1' —1). Tana je f'(x) = 2\/%, g (z) =
In(z—1)
2(x—1)

, TTa, je

1 2 In(z—1
:flg—fglzzx/_m—fln VT~ 7\/:671.2((1—1)): InyVe—-1-2
g2 In* vz —1 e —1ln®* Vo —1

Hasme je y/(10) = 1&?53- ITpumernmo jorr ma je y(10) = ﬁ 3aMeHOM OBUX BPEIHOCTH y jeIHAYIWHY HOPMAJIE
1

y —y(10) = =775y (x — 10) mobujaro

/

3 61n°®3
- — ~10).
Uyl Y ne LA

3. 3a kpuBy jary napamerapcku x =t —sint,y = 1 — cost naliu naru6 (u3sox) 3a t = 27/3.

Osne je dr/dt =1 — cost u dy/dt = sint, na je y'(z) = Z%Zi = St Jame je 2(27/3) = 3/2u y/(3/2) = %

4. Hahu naru6 tanrenre y tauku (2, —1) xpuse 2y + 5 — 22 — y> = 0.

Jndepennmpamem mate jenmaqmre qobujamo 2y’ — 2z — 3y?y’ =0, 1j. ¢y =

y' = —4, na je maru® TaHTeHTe y JATOj Tadkm —4.

gz Bax =2mny = —1 1obnjanmo

5. V kojum Taukama kpuse ry = (1 — x + y)? cy Tanrente napanenne y-ocu?

Jla 6u tanrenTe 6uie napajenane y—ocu (BepTUKAJHE), W3BOJ Y TUM TauyKaMa Mopa Outu Geckonaudan. Iudep-
EHIINPAmHEM [TaTe jeTHAUNHE HAJIAZWMO

8r —by+4

S5x — 2y + 2

Axo cy Tpaxene Tauke obsmuka (a,b), Mopa ga Baxku ba — 2b+2 =0 u ab = (1 — a + b)?, ma penaBamem OBOT

cncrema no6ujamo Tauxe (0,1) n (—4,—1).

y+axy =2(1—z+y)(—-1+y), omakmeje y' =

6. Hahu momen n acummnrore dbyukmnuje

2% 4 1 3
51 0¥ +x

a) y

a) Homen dyunkuuje je R\ {0}. Buaumo na je

2+ 1 4
z—l)%lzl: 2T — 1 = =%
ma je mpasa z = (0 BepTukagHa acumnrTora. lame je
27 +1
lim * =—1,
r——o00 2% — 1
Tj. mpaBa y = —1 je XOpHU3OHTAIHA ACHMOTOTA KaJl & — —oo. CiudHo je
14277
lim — 12 1,
z—00 1| — 27
ma je mpaBa y = 1 XOpU30HTAIHA ACUMITOTA KaJI T — OO.
6) domen ose dyukuuje je ;—_:1 >0, 1j. (—00,—1)U[0,00). [IpaBa = —1 je BeprukajHa acuMuToTa, jep je
3
T
lim +x—1=o00.
r——1— r+1

Jla 6ucMo ompenuIn moHalame MYHKINje KA £ — +£00, MOKeMO KOpuCTUTH MaKIOpeHOB TOJIMHOM (DyHKITHje
(I+t)*=1+at+o(t) xag t — 0:

. x3 ) 1
lim +z—1|= lim [z4/1— +z—1
. 1 1 . 3




3
2

) 23 . 1
lim +x—1|=lim [ —z4/1— +x—1
li 1 ! + ! + 1 li ! +o(1)
= 1m — — — = 1m —_—
T——00 v 2(x+1) © r+1 v T——00 2 © ’

mma je mpaBa y = f% XOPU3O0HTATHA ACUMITOTA KaJl T — —OQ.

ma je mpama y = 2x — 5 KOoca acuMIToTa Kaj & — oo. Candmo,

: _ —1
7. Wcrmratn Tok w ckumupati rpadguk dbyrkmmje f(z) = In 2=,

Jomen dynknuje je i—:% >0, 1j. € (—00,1) U (2,00). Jame je f(z) > 03a =L > 1, 1. 3a 15 > 0.
Crnenn na f(x) mema Hysa, HeraTwBHa je 3a © < 1 W Mo3WTHBHA 3a x > 2.

DyHKIMja UMa BEPTUKATHY acuMnToTy 3a = 1 (ca yese crpane) u 3a 2 = 2 (ca
JiecHe crpane), jep je limg, 1 f(z) = —oo u limg_24 f(z) = co. Ilpara z = 0 je
XOPU30HTATIHA aCUMIITOTa, jep je lim, 1o f(z) =1Inl = 0.

[psu w3sof je f/'(x) = —1/(2? — 3x + 2), na byHKIHja HeMa eKCTPEMHUX Bpe/- —
HOCTH W OTIaJIa HA JOMEHY .

Hpyru uzson je f”(x) = (22—3)/((x—1)?(x—2)?), na byrKumja Hema TpeBOjHAIX

ravaka (r = 3/2 je BaH 1mOMeHa), KOHKaBHa je 3a © < 1 M KOHBEKCHa 3a = > 2.

r—2
8. Ucnmrarn Tok u ckunmparn rpaduk dyukimje f(z) = T
e+
Jomen dbyukmmje f(x) je meo ckyn R, jep je 2% +2 > 0 3a crako = € R; jemnma nyma je tauxa N(2,0). a 6ucmo
OPOBEPUIIN Ja A AaTa (PYHKIUja HMa, aCUMIITOTE, IIOCMATPAMO JTHMEC

x—2 1-2/x
im ——— % — m — % _4q
e=Eoo ||\ /14 2/22  @=Foo ggn xy/1 + 2/a?

na f(z) mma xopm3oHTaTy acumMnTory y = 1 Kam r — 00, OMHOCHO y = —1 Kam © — —o0.

2 1
IIpBu ussox je [/ = ﬁ, na je [/ < 03ax < —1wurty Qyakumja Yy

(2 + 2)3/2 .
omama, f/ > 03a x > —1 u vy dynxmmja pacre, a tauka M(—1,—+/3) o) = V2242
JIOKAJTHA MAHUMYM (DYHKITH]E.
—42? — 6z + 4 2z +2)(22 — 1) —
4 "o _
Hpyru usson, je f" = 22 = — @2 Haxkue, /\/ T
" < 03axz € (—00,-2) U (1/2,00) m Ty je dbyHKIMja KOHKABHA, ] P
f">03ax € (—2,1/2) u vy je GyHKIMja KOHBEKCHA; IPEBOJHE TAYKE CY v M
Pi(~2,-2/2/3) u Py(1/2, -1).
9. Ucnmratn Tok u ckunmparn rpaduk dyrkimje f(z) = f::c
Howmen dyurimje je R\ {1}; f >03az<1wm f <03axz>1. ®Dyukunja y ==
HeMa Hy7a, Hhje HU mapHa o Hemapa. IIpasa r = 1 je BepTUKATHA aCHMII-
TOTA, jep je I1_1>I{1i f(z) = Foo.
- B . flx) : B
Hame je lim f(z) =0wu lim ——= = oo, na je npasa y = 0 XOpu30H-
T—r00 r——00 I

TaJIHa ACUMIITOTA KAl T — OO.
[peu uzsox je f'(z) = %, ma dysrmmja onaga 3a r < 0, pacre 3a
x € (0,1)U(1,00) m mma muaEMyM y Tagku M (0, 1).
Jpyru ussozn je f”(z) = %ﬂ:;l), na je pyHKIMja KOHBEKCHa 3a © < 1 n KOHKaBHa 3a x > 1.

10. Ucnuratn TOK u ckunupat rpaduk QyHKITje

In?(z — 2) Va+2 x+1 x
ayy=2c—-1)e /" 6)y=—"-"—" B)y=—"——, = = ,
)y = ( ) W=—— )y 1 2) ) = VU= g5

hHhy=xz—1—va?—u.



a) Tomen bynknnje je R\ {0}, nyna dynxmmje je N(1/2,0), y < 03a z € (—00,0) U (0,1/2) u f(x) > 0 3a
x € (1/2,00). IIpaBa x = 0 je BepTUKAJIHA ACUMIITIITA CA JIEBE CTPaHe, jep je

li = li = —00.
S ) =0 m i yl(o) = —ee

Kan z — +o0o moxkemo kopuctutn Maxoapenos pa3soj ef = 1+t + o(t) kam t — 0:
1 1
lim (22 —1)e”V* = lim (2z—1) (1 ——+4o (—)) = lim (22 —3+0(1)),
r—+oo r—+oo x x r—+oo

mma je mpaBa y = 2z — 3 KOCa aCUMITOTa KaJ & — +00.

y:(Za:—l)e_%

Tame je y'(z) = e’l/“%, nay /3axc (—oo,—(1++3)/2)U
(V3 —1)/2,00) uy Ny € (—(1+3)/2,0) U (0, (3 — 1)/2).
Tauka (—(1+v/3)/2, y(—(1++/3)/2)) je noxanun maxcumym bynKmmje,
a rauka ((v3 —1)/2,y(v/3 —1)/2)) je moxamnu MurEMyM byHKIHjE.

Jpyrm n3eon, je y” = _1/142—11, ma je y KoHKapHa 3a € (—00,0) U
(0,1/4) n xonBekcHa 3a x € (1/4,00). @yHKIMja UMa MTPEBOj y TAYKH

(1/4,y(1/4)). /"\

y= V42
y= In2 (xg2) In2(z+2) i
z— y=—
Vx242
 —
/

L }\\‘; —

Y=-3
V-1 y=z—1—Vz?—x

11. Anpokcumuparu bynkmujy In(1 + 2 — 22) MaxI0peHOBUM MOJTHHOMOM YeTBPTOT CTeTeHa.

Kopnernmo mosuarn passoj In(l +t) =t — % + % - % + o(t*) xam t — 0:

r—2%)? (z—22)2 (z—2?)*
1n(1+x—:1:2)::13—x2—( 5 ) +( 3 F 1 ) +0(($—x2)4)

—:1:—902—1(:1:2—23034-:1:4)—1—1($3—3$4)—$—4+0($4)
B 2 3 4

12. Passurn y Maksoperos nommHoM metor cremena dbyrkmmjy In(1 + z + 22 + 2% + o).

Ha ocuosy dbopmyre 2° — 1 = (x — 1)(1 + 2% + 2° + 2%) je In(1 + 2% + 2® + %) = In(1 — 2°) — In(1 — z). Cana
2

kopuctnMo Makaopros nomuaoM In(1 —x) = —2 — & — ””3—3 — % — 15—5 +o0(z°) xam @ — 0, Na je TpayKeHH MOJTHHOM
T(;c)——x5+x+$—2+$—3+$—4+$—5—x+x—2+x—3+x—4—@
T 2 "3 45 T 27374 5

13. Anmporcumuparn GbyHKIH]Y
= (22 —1)e

Maki0peHOBUM [OJMHOMOM YETBPTOI CTENEeHA U IIPOIEHUTH IPelIKy anpokcumalumje Ha uarepsady [0, 1].



14.

15.

16.

17.

[peux mer u3Boga cy y' (z) = —2e 2% (22 —x — 1), y"’(x) = 2e72*(22% — 4o — 1), y'"'(x) = —4de~2*(22% — 62+ 1),
y () = 16727 (2 — 4z + 2) m yO)(2) = —32e2%(2? — 5z +4). Tame je y(0) = —1, y/'(0) = 2, y"(0) = -2,

y"(0) = —4 m y*(0) = 32, ma je MaKIOPEHOB HOJTHHOM Y€TBPTOT CTEIeHA
(0 an) n 4 0 2 4
Ty(x) = y(0) + ?Jl(! ):z:—i— 92(! )x2—|— Y 3(! )x3—|— 94(! )$4’ 1. Tylx) = —1+2z — 22— §x3+ g364_
'pemka amporcnmanmje je
YO 4

R4(.T) =

TR t € (0,z), npmuemyje z€[0,1].

3a oreny rperke, nahumo maxcnvym dbyrkmmje |y ()| 3a t € (0,1) n ysumamo ma je x=1:

1
max | —32e (1 — 5t +4)| < 32e" -4 =128, maje |R4(1)] < L €[0,1].
te(0,1) 15

Anpokcumuparu GyHKIM]Y

y=+v2zx—1
TejmopoBuM mOMMHOMOM cTeneHa 3 y okoauuau Tauke ¢ = 1. Kopucrehin oBaj moanHOM MpuOIMKHO W3padyHATH
1,1 u MpOIIEHUTN TPEIIKY.

Ipea wernpn wspoza cy y'(z) = 2(2z — 1)~4/°, y"(z) — 3822 — 1)79°, y"'(z) = 2822 — 1)"1/5 uw yW(2) =
—8064/625(2x — 1)~19/5. Tejnopor mommrom Tpelier cremena y Taukm a = 1 je

y' () w(x y"' (1)

T3(9”)=?J(1)+T($—1)+ o1 —1)2+T(9ﬁ—1)3a Tj.
2 8 48
Ty(z)=14+=(x—1)— —(z —1)2 + —(z — 1)3.
Hame je y(1,1) ~ T3(1,1) = 1,037184. Ba 1 <t < 1,1je (2t —1)"19/5 < 1, ma je
1 8064
1,1 ———.0,1*~5,4-107°.
Rl Dl < g5 01 5,410

Onpeaptin MakIOpeHOB TOIMHOM APYTOT cTeneHa 3a GyHKIujy y = y(x) gary jenHaunnom x + y = arctg (zy).

ITpeo npumernmo 1a je y = 0 3a x = 0. Iudepennupamem nare jeauaunne (mo ) mo0ujamo

y+ay
14y =220
YT T )
onakie 3a x = y = 0 nobujamo y'(0) = —1. damum qudepennupamem 106ujamo

g = WAy ey )+ (@y)?) — (y + oy)2eyly + 2y')
(1+ (zy)?)? ’

onakse 3a x =y = 0 u y'(0) = —1 nobujamo y”(0) = —2. Tpaxkenu Maksopenos nosusom je To(x) = —x — 2.

Hahu esniemente npuposHor Tpuejpa y tauku ¢ = 0 xojorpada sektop dynkuuje 7(t) = e 7'+ e 17+ V21K,

Hamazmuo 7(t) = (—e~t,ef,v/2), #(t) = (e~ et,0), ma je #(0) = (—1,1,v/2), #(0) = (1,1,0) u #(0) x #0) =
(—V2,V2,-2). Haxne, 7 = L(-1,1,32), b = L(-1,1,—v2) u t = b x 7 = 1(+/2,v/2,0). Hopmamma 7.,
pekTudUKANUOHA T, W OCKYJaTOPHA PaBaH 7, Cy HOPMAJIHE HA TAHTEHTY, HOPMAaay W OMHOPMAJY, PEIoOM, U
canpxe Tauky (1,1,1/2), ma cy muxose jemmaumme 7w, : —x +y+vV22 -2 =0, 71, :x+y—2 =0, m :
—r4+y—V22+2=0.

Hahu Tauxy wa kpusoj a(t) = (t, 1+t 1=t

I ) 3a t > 0 y K0joj je KpUBUHA eKCTPeMaTHA.

Hanmasumo &(t) = (1,—t72, —t72—1), a(t) = 2¢t73(0,1,1) m &(t) x a(t) = 2t73(1,—1,1). Hame je |&(t)| =

7220 + 12+ 1) m |a(t) x a(t)] = 2v3[t73], ma je K = % Jla 6GUCMO HAIUIM TavKy y KOjoOj je
) . ’_ 322 (z*—1)

KPHUBUHA eKcTpeMasHa, HahuMo meH mpBu u3sos: 3a t > 0 je K (212 M MAKCHMyM Ce Ty MOCTHIKE 32

R (T
t=1, K(1) = 1/(3v/2). Jaxne, tpaxena tauxa je (1,2,0).
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