
9. Kriva kao trag vektorske funkcije

Definicija 9.1. Vektorska funkcija u prostoru R3 je funkcija oblika

~r(t) = (x(t), y(t), z(t)),

gde su x(t), y(t) i z(t) koordinate funkcije. �en trag (ili hodograf) je skup svih krajeva
vektora ~r(t).

Izvod funkcije ~r(t) po t je ~r′(t) ≡ ~̇r(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)). Sliqno se nalaze drugi
izvod ~r′′(t) ≡ ~̈r(t) i tre�i izvod ~r′′′(t) ≡

...
~r (t).

Va�ni su nam slede�i jediniqni vektori u taqki A = ~r(t0):

� vektor tangetne ~τ =
~̇r

|~̇r|
,

� vektor binormale ~b =
~̇r × ~̈r
|~̇r × ~̈r|

i

� vektor normale ~n = ~b× ~τ .

Vektori ~τ , ~n i ~b ne zavise od parametrizacije krive, ve� samo od �ene orijentacije.
Tako�e, oni qine ortonormiranu bazu prostora R3 (vektori su jediniqni i ortogonalni
me�u sobom) i obrazuju (pokretni) prirodni trijedar krive. Ova baza zavisi od taqke
A = ~r(t0) u kojoj se raqunaju vektori.

Dakle, prirodni triedar qini trojka vektora (~τ , ~n,~b) i �egovim elemetima smatramo
i tri pridru�ene ravni:

� oskulatornu (⊥~b),

� normalnu (⊥~τ) i

� rektifikacionu (⊥~n).

Na kraju su date formule za krivinu K i torziju T krive ~r(t) u datoj taqki A = ~r(t0):

K =
|~̇r × ~̈r|
|~̇r|3

, T =
[~̇r, ~̈r, ~̈r]

|~̇r × ~̈r|2
.

Polupreqnik krivine je RK = 1/K, a polupreqnik torzije je RT = 1/T . Vektori

krivine i torzije su redom vektori ~K = K~n i ~T = −T~n.
Krivina krive meri odstupa�e krive od prave linije (tangente), a torzija meri odstu-

pa�e krive od ravanske krive (krive u oskulatornoj ravni). Sledi da je kriva ravanska
ukoliko je �ena torzija nula, odnosno ukoliko je vektor binormale konstantan u svakoj
taqki krive.
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9.1. Zadaci

1. Na�i elemente prirodnog triedra u taqki t = 0 hodografa vektor funkcije ~r(t) =

e−t~ı+ e−t~+
√
2t~k.

Nalazimo ~̇r(t) = (−e−t, et,
√
2), ~̈r(t) = (e−t, et, 0), pa je ~̇r(0) = (−1, 1,

√
2), ~̈r(0) =

(1, 1, 0) i ~̇r(0) × ~̈r(0) = (−
√
2,
√
2,−2). Dakle, ~τ = 1

2
(−1, 1,

√
2), ~b = 1

2
(−1, 1,−

√
2) i

~n = ~b×~τ = 1
2
(
√
2,
√
2, 0). Normalna πτ , rektifikaciona πn i oskulatorna ravan πb su

normalne na tangentu, normalu i binormalu, redom, i sadr�e taqku (1, 1,
√
2), pa su

�ihove jednaqine πτ : −x+y+
√
2z−2 = 0, πn : x+y−2 = 0, πb : −x+y−

√
2z+2 = 0.

2. Na�i taqku na krivoj α(t) =
(
t, 1+t

t
, 1−t

2

t

)
za t > 0 u kojoj je krivina ekstremalna.

Nalazimo α̇(t) = (1,−t−2,−t−2 − 1), α̈(t) = 2t−3(0, 1, 1) i α̇(t) × α̈(t) = 2t−3(1,−1, 1).
Da	e je |α̇(t)| = t−2

√
2(t4 + t2 + 1) i |α̇(t)× α̈(t)| = 2

√
3|t−3|, pa je

K =

√
6|t|3

2(t4 + t2 + 1)3/2
.

Da bismo naxli taqku u kojoj je krivina ekstremalna, na�imo �en prvi izvod: za
t > 0 je

K ′ = − 3x2(x4 − 1)

(t4 + t2 + 1)5/2

i maksimum se tu posti�e za t = 1, K(1) = 1/(3
√
2). Dakle, tra�ena taqka je (1, 2, 0).

3. Proveriti da li je kriva α(t) = (1 + cos t, sin t, 2 sin t
2
) planarna.

Kriva je planarna (le�i u ravni) ako je �ena torzija jednaka nuli u svakoj taqki.
Dakle, treba na�i

T =
[α̇, α̈, α̈]

|α̇× α̈|2
.

Nalazimo

α̇=

(
− sin t, cos t, cos

t

2

)
, α̈=

(
− cos t,− sin t,−1

2
sin

t

2

)
,
...
α=

(
sin t,− cos t,−1

4
cos

t

2

)
,

α̇× α̈ =

(
−1

2
cos t sin

t

2
+ sin t cos

t

2
,−1

2
sin

t

2
sin t− cos

t

2
cos t, 1

)
,

|α̇× α̈| =
√
6 cos t+ 26

4
, (α̇× α̈) · ...α =

3

4
cos

t

2
, T =

6 cos t
2

3 cos t+ 13
.

Kako torzija nije indentiqki jednaka nuli, kriva nije planarna.
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