4. Prava, ravan, krive

Sve izlagano u ovoj glavi odnosi se na prostor Fs, $to znaci da radim o u Euklidskom prostoru,
gde je prisutna paralelnost. Podrazumeva se da je sa:

My (x0, Yo, 20) obelezena tacka sa poznatim (datim) koordinatama - fiksirana tacka,

M (X,Y, Z) obelezena tacka sa proizvoljnim koordinatama - proizvoljna tacka,

A(A,B) = /(w1 — 22 + (g1 — 12)* + (21 — 22)°

dato rastojanje izmedu tacaka A (x1,y1,21) 1 B (2, Y2, 22).

4.1. Ravan

Ravan je odredena sa:

I) tri tacke,

)
IT) dve paralelne prave, (jedna tacka sa jedne prave i dve sa druge),
III) pravom i tackom, i (dve tacke sa prave i data tacka),

IV) dve prave koje se seku (tacka preseka i po jedna tacka sa svake prave).

Svaki od navedenih slucajeva svodi se na zadavanje ravni sa tri nekolinearne tacke

M (900,3/0,20>714(95173/1721)73(37273/2722) (4-1)

Od datih tacaka mozemo formirati vektore:
— NE
MyA = (o — x1,Y0 — Y1, 20 — 21) MyB = (zg — %2, Y0 — Y2, 20 — 22) (4.2)

Ovi vektori karakteriSu ravan, jer se njihovom linearnom kombinacijom dobija bilo koji vektor
ravni II. Od njih mozemo dobiti dva vektora, njihov vektorski proizvod. Bez umanjenja opstosti
neka je:

i j k
S —
AC =T = MoA x MoB = |wo— 21 o —n 20— 2| = (A, B,O) (4.3)

To— T2 Yo — Y2 20— 22

Vektor II normalan je na bilo koji vektor ravni II jer:
ﬁo(aM5A+ﬁMgB):a-ﬁoM§A+ﬁ-ﬁoMgB:o (4.4)

Na slici 1 prikazana je ortogonalnost vektora 11 na ravan ﬁ, iideju da se nade tacka M koja ¢e
pripadati ravni II. Otuda u razmisljanju o tacki M, moze se re¢i da se ona moze pozicionirati
,ispod” ravni, vidi tacku M, ili ,,iznad” ravni II. Ako je M bilo koja tacka ravni IT sledi:

L ——
MoMM=0 = (AB,C)o(X —x0,Y —yo,Z—20) =0 (4.5)
Zi =

= AX+BY+CZ+D=0
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Slika 1: Ravan zadata sa tri nekolinearne tacke

Dobijenu jednacinu zovemo opstom jednacinom ravni. Vazno je uociti da za formiranje jednacine
ravni potrebna jedna tacka te ravni, na slici 1 je to My, i vektor normalan na tu ravan, nazovimo
ga - vektor ravni, na slici je to vektor II. U nastavku glave koristimo:

H:<M@ﬁ>

kao oznaku za ravan. Iz normalne jednacine ravni ednostavno dobijamo segmentni oblik jedna-
cine ravni:

AX+BY+(CZ+D=0 = AX+BY+CZ=-D

X Y oz
A B C
X Y Z

= —+—+==1

gde su a, b, ¢, odsecci na odgovarajuéim koordinatnim osama.

Neka je data ravan IT i prava I" koja prolazi kroz koordinatni pocetak i normalna je na II. Tada
IINT ={P}inckajep= ‘O?’ Jedini¢ni vektor:

__op

0:—

p

ima koordinate 77 = (cos o, cos 3, cosy). Tacka M (X,Y,Z) je u ravni II ako i samo ako je

algebarska vrednost ortogonalne projekcije vektora OM na osu I'; orijentisanu sa o, jednaka

p. Sledi: .
OMoTo=Xcosa+YcosfB+Zcosy=p
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U sustini je p rastojanje koordinatnog pocetka od ravni a jednacina:
Xcosa+YcosfB+ Zcosy—p=0

je normalni oblik jednacine ravni.

4.2. Prava
Prava je odredena sa dve tacke My (zo, Yo, 20) 1 A (21, Y1, 21), od kojih dobijamo:
.
MOA:(xo_x17y0_y1a20_zl):(OQB)’}/):? (48)

Vektor koji lezi na pravoj odredenoj tackama MyA je linearna kombinacija vektora ? jer:

—
MOM:t? = (X —20,Y —yo, Z —20) =t-(,5,7)

X — 29 = t-«
= Y - Yo tﬁ
Z — z = t-y
X = 2y + t-«
=Y =y + t-08
Z = zg + t-v

gde je M bilo koja tacka pravoj MyA. Dobijene jednacine nazivaju se parametarskom jednacinom
prave, uz napomenu da razlomacka crta u jednacini ne znaci delenje. Iz ovih jednacina moze
se dobiti i normalni oblik jednacine prave:
X—Qfo _Y—yo . Z—ZD
o B gl

Slicno kao ravan i pravu oznacavamo sa ' = <M0, ?>, bez povec¢anja moguénosti da se zameni

sa nekom ravni. Prava moze biti i zadata sa dve ravni koje se ne seku:

Hli A1X+B1Y+012+D1:0
HQZ A2X+B2Y—|—CQZ+D2:0

i tada je prava data opstim jednacinama.

4.3. Odnos izmedu dve ravni, dve prave, prave i ravni
4.3.1. Odnos dve ravni

Neka su date dve ravni II = <H0, ﬁ>, Y= <EO, §>

I) ravni IT i ¥ su paralelne ako je:

Nised|Yel=%

IT) ravni IT i 3 nisu paralelne, seku se, i presek je prava. Presecna prava se moze dobiti na
dva nacina:

a) reSavanjem sistema od dve jednacine sa tri nepoznate,

b) nalazenjem vektora prave i tacke zajednicke prave.
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Ugao izmedu ravni jednak je uglu izmedu vektora ravni.

4.3.2. Odnos dve prave
Neka su date dve prave Il = <H0, ﬁ>, Y= <EO, §>

I) prave su paralelne ako je Il | ¥ < i | Yeoll= g,
——
IT) prave se seku ako je Iy o ﬁ X f =0,i

o
III) prave su mimoilazne ako se ne seku odnosno ako je IIp%, o ﬁ X 3 # 0.

Ako se prave seku onda one obrazuju ravan ¢iji je vektor H X i koji normalan na bilo koji

vektor u ravni, pa i na vektor 115X, dobijen od tacaka pravih II i 3. Takode zakljucuje se da je
ugao izmedu pravih koje se seku ostar ugao izmedu njihovih vektora. Ako su prave mimoilazne
postavljaju se dva problema:

a) odrediti rastojanje izmedu njih,

b) odrediti pravu koja je normalna na mimoilazne prave.

4.3.3. Odnos prave i ravni
Neka je II = <H0, ﬁ> ravan, i X = <Eo, §> prava:

I) prava ¥ je paralelna ravni IT ako je:

N|S=T1lY e Tox =0,

IT) ako nisu paralelne onda se seku, odnosno prava prodire ravan.

Ugao izmedu prave i ravni jednak je oStrom uglu izmedu prave i njene normalne projekcije na
ravan. Ako je prava paralelna sa ravni, postavlja se pitanje koliko je udaljena od ravni, $to je
isto kao da trazimo rastojanje tacke od ravni. Tacku je potrebno ortogonalno projektovati na
datu ravan, a to znaci da moramo naci prodor zraka projektovanja kroz datu ravan. Na slici 2
prikazana je prava I" koja prodire ravan II u tacki A. Neka je data ravan i prava:

X—ZE()_Y—yo_Z—Z()

H:AX+BY+CZ+D=0 r:
o B g

Njihov presek IINT = {A} je tacka A (a,b,c) ¢ije koordinate zadovoljavaju jednacine i ravni i
prave. To znaci da:

a = x9 + ot
= y + PtiAa+Bb+Cc+ D=0
=z +

sledi:

Aa+Bb+Cc+D=0 = A(xo+at)+ By +pt)+C(2+7t)+D =0
—D—Ailj'o —Byo —CZO

t:
= Aa+ BB+ Cy

Koordinate tacke dobijamo ako vrednost za t vratimo u jednacinu date prave.
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Slika 2: Prava I' prodire ravan ¥ u tacki A

MozZemo reci da se koordinate presecne tacke prave i ravni dobijaju ako se unese parametarski
oblik prave u jednacinu ravni.

Dobijanje koordinata prodorne tacke prave kroz ravan omogucava nalazenje rastojanja tacke
od ravni. Neka je data ravan II : AX + BY + CZ + D = 0 i tacka A(a,b,c) van ravni II.
Rastojanje tacke A od II je rastojanje od A do B, gde je tacka B ortogonalna projekcija A na

ravan II. Projektujuéi zrak je prava I' = ( A, jer prolazi kroz tacku A i normalna je na

ravan I, odakle je njen vektor jednak vektoru ravni II, sledi:

X = a + At
Y = b + Bt
Z = c¢c + Ct

Parametraski oblik jednacine prave I' unese se u jednacinu ravni II:

—Aa—Bb—Cec—D
A2 4+ B% + C?

Ala+At)+BOb+Bt)+C(c+Ct)+D=0=>t=

odakle su koordinate tacke B jednake:

X - 4 pAatBb+CetD
B A%+ B? + (C?
Aa+ Bb+Cc+ D
Y = b—B
b A? + B? + (2
7 — o Aa+ Bb+Cc+ D
- A? + B? + (2
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Slika 3: Tacka B je ortogonalna projekcija tacke A na ravan II

Posle unosenja koordinata tacaka A i B u obrazac za raCunanje rastojanja izmedu tacaka

dobijamo:
|Aa+ Bb+ Cc+ D|

AN =B = e o

4.4. Algebarske krive drugog reda u ravni
Definicija 4.1. Algebarska jednacina drugog stepena po X 1Y je jednacina oblika:

AX?+2BXY +CY?*+2DX +2EY + F =0 (4.9)
gde su A, B, C, D, E, F realni brojevi i A?> + B2 4+ C? > 0.

Definicija 4.2. Algebarska kriva drugog reda je skup tacaka u ravni ¢ije koordinate zadovolja-
vaju neku algebarsku jednacinu drugog stepena.

Zadaci i teoreme koje slede odnose se na vektore u Euklidskoj ravni. Sa:
Oc = (0, ¢) = (0, [, &]) = (O, [er, ea])

oznacavaéemo koordinatni sistem sa pocetkom O i vektorima €7 i €5. Da bi istakli u kom
koordinatnom sistemu su date koordinate tacke pisemo ih sa M (X,Y),.

4.4.1. Translatorno pomeranje koordinatnog sistema

Slika 4 pokazuje da je bez obzira na koordinatni sistem tacka M = M (X,Y), = M (z,y),,
jedinstvena i pored promena koordinata. Neka su Ope i O f dva koordinatna sistema iste ravni
takvi da su im ose paralelne. Nadimo vezu izmedu koordinata tacke M u koordinatnom sistemu
Op i O;. Iz uslova e || f sledi da je é5 = fiié = f>. Neka je data bilo koja tacka M ravni za
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M =M(X,Y)o, = M(z,y)o,

Oo X

Slika 4: Koordinatni sistem Oy je translatorno pomeren u O,
koju je vazi M = M (X,Y )y, = M (2,9),; i posmatrajmo koordinate tacke M u Ope i O, f:
—_— 52
OM =Xeéi+Yé=[X Y]- [ij] =[X Y].€" (4.10)
2

slicno je i za drugi koordinatni sistem:

m:wf:jtyf;:[x y}lj%]:[x y]-fT (4.11)

Kako je OOM = 00) + O, M sledi iz prethodnog:

~
e e

gde je Oy (a,b)y,.. Neka je data algebarska kriva AX? 4+ C'Y? 4+ 2DX 4 2EY + F = 0 bez
mesovitog ¢lana. Onda je:

AX?2+CY?+2DX +2EY + F=0=
D E
A X2+2—X>+C(Y2+25Y>+F:0:>

A
2 2 2 2 (4.12)
A X2+2§X+(%) ) —%+C(Y2+2gY+(g> ) —g +F=0=

a(z+a)+by+p)’=c

Ukratko promenom koordinata sa X = z+a 1Y = y + b zadaje se translatorno pomeranje
koordinatnog sistema. Navedeni primer pokazuje kako se linearni deo algebarske krive svodi na
kanonski oblik, i prepoznati sta je od konusnih preseka zadato.
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4.4.2. Rotacija koordinatnog sistema

Neka su Oe i Of dva koordinatna sistema iste ravni takvi da je a = £ (e, f).

izmedu koordinata tacke M u koordinatnom sistemu Oe i Of.
M=M(X,)Y),, = M(x,y)of

Iz uslova a = £ (e, f) sledi da je:

Slika 5: Koordinatni sistem Oe je rotiran u Oy

i -
io=

= ff=A4.¢"

epcosa  + eéxsina N fi| | cosa sina €1
—e1sina +  €3c08 fa —sina  cosa €9

Nadimo vezu

gde je A matrica prelaska sa Oe na Of koordinatni sistem. Neka je data bilo koja tacka M
ravni za koju vazi M = M (X,Y),, = M (z,y)y;. Posmatrajmo koordinate tacke M u Oe i

Of:
OM = Xéi+Vé = [X Y}‘[q:[x Y] -e”
€2
OM = af; +yfs = [ y][?] = [z o] /"
2
Kako je _O—J\_)/[ jedinstven vektor sledi iz prethodnog;:
[X Y}-eT:[a: y}-fT = [X Y]-eT:[x y]-A-eT
= [X Y]-eT:[x y]-A
N X = xcosa — ysina
Y = zsina + ycosa

Sliéno se moze dobiti 1 obrnuta veza:

ff=A A fT=a1 ATl =A T
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gde se inverzna matrica matrice prelaska jednostavno nalazi, jednaka je:

A1 {COS a —sin oz}

sinaw  cosa
odakle se druga veza izmedu koordinata dobija iz:

[X Y]-eT:[as y}-fT = [X Y}-A_l-fT:[a: y]-fT
= [X Y}~A*1:[x y]
= Xcosa + Ysina

x
= y = —Xsina + Ycosa

Posmatrajmo samo prva tri sabirka algebarska krive AX? +2BXY +CY? i unesimo prethodno

dobijen rezultat:
X = zcosa — ysina
Y = zsina + ycosa

u ova tri sabirka.
AX? 4 2BXY +C0Y? = A(zcosa—ysina)® +
+ 2B (zcosa — ysina) (zsina + ycos o) +
+ C (zsina + ycosa)?
= Az?cos’ a — 2Azxysin acosa + Ay*sin® o +
+ 2Bx?sin accos o + 2By cos® o —
— 2Bzysin® a — 2By?*sina cos a +

+ Ca?sin® a 4+ 2Cxy sin a cos a + Cy? cos® o
i izaberimo takvo a takvo da se dobije:
AX? 4+ 2BXY 4+ OY? = az? + c*.

To znaci da koeficijent uz mesoviti clan xy mora biti jednak 0.

—2Asinacosa + 2B cos’> v — 2Bsin?a 4+ 2Csinacosa =0 =
—Asin2a + 2B cos2a + C'sin2a =0 =
2B cos2a = Asin2a — C'sin2a =
2Bcos2a = (A —C)sin2a =

sin2a 2B
cos2a¢ A—C =

tan 2a = 2B

A-C

To znaci da se moze dobiti ugao rotacije « za koji treba rotirati koordinatni sistem tako da iz
jednacine krive drugog reda nestane mesoviti ¢lan.

Teorema 4.1. Algebarska kriva drugog reda zadata jednacinom:
AX?+2BXY +CY?+2DX +2EY + F =0

u ortonormiranom reperu Oe moZe se svesti na kanonsku jednacinu odgovarajuéeq konusnog
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preseka u nekom Of ortonormiranom reperu.

Dokaz. Sledi na osnovu prethodno dobijenih rezultata. Ostali slucajevi su jednostavni za raz-

matranje.
4.4.3. Algebarske povrsi
Jednaéina Naziv Napomena
T F 2
_2 + ﬁ + —2 e 1 el]psold a = b = ¢ dobijamo sferu
22 y? 22
st T @ 1 jednograni hiperboloid
gz Y2 22
Bt e E= dvograni hiperboloid
gQ yz ¢
— + ? — 2Z ((I > 0) ellptlék] parabOIOId specijalnom slu¢aju - kruznom paraboloidu
a4 b
T
r_ ‘% =22 (a>0,b>0) hiperbolicki paraboloid
3?2 g2 22
— + ﬁ —— =0 konus elipticki ili kruzni konus
%2 yz ¢
—2 + ﬁ e 1 ellptlék] Clhndal“ specijalnom sluéaju i kruzni cilindar
22 y?
o =1 hiperbolicki cilindar
a
pr?—y=0 parabolicki cilindar
22 yz
poia i 0 par ravni koje se seku
a
2
x_2 =1 par paralelnih ravni
a
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4.5. Posebni zadaci
Primer 4.1. Neka su date dve ravnai:
IT : 57X + 10Y — 202 = -4
¥ o =X - 2Y + 4Z = 18
Pokazati da su ravni I © X paralelne.

Dokaz. Kako je:

Il = (5,10, —20) = (1,2, —4)
5= (=1,-2,4) = (1,2, —4)
sledi da je I = ¥ odnosno 11 || ¥. O
Primer 4.2. Neka su date dve ravni:
Im:2X + 2y + Z = —4
> o 4X - 2Y + 27 = 18
U kakvom su odnosu ove ravni?

Dokaz. Kako je:
I=(2,2,1) i X =(4,-2,2)

sledi da je I #* 3 odnosno 1N Y # (). Presek dve ravni je prava. Odstupimo od uobicajenog
nacina nalazenja jednacine prave, trazenje tacke prave i vektora prave. Saberimo jednacine:

M : 92X + 2Y + Z = —4
S . o4X — 9V 4+ 27 — 18 s (4.15)

dobijamo 6X + 3Z = 14. Odnosno 2X + Z =7, gde se za Z =t dobija resenje sistema (4.15):

1
X = g s 7 11
X—5 Y+ 740
11 N 2 _ 2 _
Yy = - 1 0 2
Z = t

a to je jednacina presecne prave dve ravni. Takode, moze se nac¢i ugao izmedu ravni:

-5 =12 cos £(I1, )

odnosno:

0.2 = (2,2,1)-(4,-2,2)=6

0.5 = VZF 2414/ + (-2 + 2cos £(11,5)
odakle je:

= A(ﬁ, i) = arccos \/—6

6=3-2v6cos £(T0, %) = cos £(T0, %) = ;
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Primer 4.3. Naci rastojanje tacke A (a,b,c) od prave
o

Z—ZO

X—zg Y —yo
I': =
a B

Dokaz. Nadimo ravan II koja sadrzi tacku A i normalna je na pravu I'. Prema predhodnom
IT = (A,T), sledi da postoji presek {B} = II NI'. Trazeno rastojanje jednako je d (A, B).

sledeéi nacin:

Prethodno opisani postupak resavanja zadatka, prikazan je na slici 6, moze se zapisati na

1) I = (A,T) gde je II ravan;

3) d(A,B).

2) {B} =1IINT gde je Il ravan iz tacke 1), a I" data prava;

Slika 6: Ravan IT normalna je na pravu I' i sadrzi tacku A

Primer 4.4. Naéi simetricnu tacku A" tacki A (a,b,c) u odnosu na ravan
M:aX+BY +9Z24+6=0

Dokaz. ReSenje se moze prikazati slikom 7 i zapisati slede¢im koracima:

1) T'= (A, ﬁ) gde je I' prava;
2) {B} =1IINT gde je II data ravan, a I" prava iz tacke 1);

Y

3) d(A,B) = d(B,A).
b+ b
= r =
2

a-+ad
1=

I

Ako su koordinate tacaka A (a, b, c), B (p,q,r) 1 A’ (d’,V, ') tada se 3) pretvara u sledeéi ra¢un
c+dc

p= 9
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Slika 7: Simetricna tacka A’ tacke A u odnosu na ravan I1

Primer 4.5. Naéi simetriénu tacku A" tacki A (a,b,c) u odnosu na pravu

X—.Z'O_Y—yo_Z—ZO

I: =
o & g
Dokaz. Slika 8 je vrlo sli¢na slici 6.
r
r
e T
1 II li
1 1
! !
! !
1 1
! !
! !
! !
II A B 4 o A II
! !
! !
! !
! — !
1 1T 1
! !
U R -

Slika 8: Simetricna tacka A’ tacke A u odnosu na pravu I

Koraci u postupku resavanja su:
1) I = (A,T) gde je IT ravan;
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2) {B} =1INT gde je II ravan iz tacke 1), a I data prava;
3) d(A,B)=d(B,A).
Ako su koordinate tacaka A (a, b, c), B (p,q,r) 1 A’ (a’,V, ) tada se 3) pretvara u sledeéi ra¢un:

a-+a b+ c+c

g 1T Ty TT T

p:

Primer 4.6. Nadéi simetricnu pravu I prave

X—l’O_Y—yO_Z—ZO

T:
a 5 Y

u odnosu na ravan
M:aX+pY +924+6=0

Dokaz. Ako jeII - T' =0 =11 || I'. Nacin resavanja je prikazan slikom 9 i dat koracima:

1 = (T, H) gde je ¥ prava, I'y bilo koja tacka date prave I’

) ¥
2) {A} =11N X gde je ¥ prava iz tacke 1), a II data ravan;
3) d(I'o, A) = d (A T0);

) T

4) I' = ([, I).

=

I [ Iy

Slika 9: Simetri¢na prava I prave I' u odnosu na ravan II kada je I' || II

2

Il
=

Ako je In-T # ( sledi da se prava I' i ravan Il seku. Nacin resavanja je prikazan slikom 10 i dat
koracima:
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1) {A} =IINT;

3) {B} =1INX gde je ¥ prava iz tacke 2), a II data ravan;

)
2) ¥ = (T, H> gde je X prava, ['y # A neka tacka date prave I';
)
4)

d (Lo, B) = d(B,T%);

5) I' = (A, ATy).

Ind

Slika 10: Simetri¢na prava I prave I' u odnosu na ravan II kada I" }f TI

4.5.1. Projekcije tacke na ravan

Od znacaja su nam tri vrste projektovanja:

a) Ortogonalno, gde je zrak projektovanja normalan na projektujucu ravan. Posledica je da
bilo koji projektujuéi zrak ima vektor jednak vektoru projektujuée ravni.

b) Koso, gde je zrak projektovanja paralelan datom vektoru a. Posledica je da svaki projek-
tujuci zrak ima vektor jednak datom vektoru a.

c) Centralno, gde svi zraci projektovanja prolaze kroz jednu datu tacku S. Posledica je da se
svaki zrak projektovanja posebno formira, svaki od njih ima pocetak u centru projektovanja
tacki S

Primer 4.7. Ortogonalno projektovati tacku A (a,b,c) na ravan
I:aX+pY +9Z2+6=0

Dokaz. Na slici 11 je prikazan zrak projektovanja koji prolazi kroz datu tacku A, vektor zraka
je vektor II.

36



Al

just]

Slika 11: Ortogonalna projekcija tacke A na ravan II
Resenje je moguce dati i koracima:
1. ¥ = (AT)
2. {A'} =1INX gde je ¥ prava iz tacke 1), a I data ravan;

Primer 4.8. Koso projektovati tacku A (a,b,c) na ravan
M:aX+BY +v24+6=0

ako je zrak projektovanja paralelan vektoru @ = (p, q,r)

Dokaz. Na slici 12 je prikazan zrak projektovanja koji prolazi kroz datu tacku A, vektor zraka
je vektor d.

M

S

=
<
~N

Slika 12: Kosa projekcija tacke A na ravan II

37



Resenje je moguce dati i koracima:
1. ¥ =(A,a)

2. {A'} =1INX gde je ¥ prava iz tacke 1), a IT data ravan;

Primer 4.9. Centralno projektovati tacku A (a, b, c) na ravan
M:aX+pY +9Z24+6=0
ako je centar projektovanja S (p, q,r)

Dokaz. Na slici 13 je prikazan zrak projektovanja koji prolazi kroz datu tacke A i S.

54

=
<
~N

Slika 13: Centralna projekcija tacke A na ravan II

Resenje je moguce dati i koracima:
—
1. ¥ =(A,SA)

2. {A'} =1INX gde je ¥ prava iz tacke 1), a I data ravan;

4.5.2. Projekcije prave I' na ravan II ako je ' || II
Primer 4.10. Ortogonalno projektovati pravu:
X—ZL‘O _Y—yo . Z—ZQ

I:
a &} g

na ravan

I:aX+BY +9Z24+06=0
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Dokaz. Prvo je potrebno utvrditi da je prava I' paralelna sa ravni II.
F-O=0=T0|0

i iskoristiti ¢injenicu da je projekcija prava, IV, paralelna orginalu I', odnosno I || I'. Zadatak
se svodi na ortogonalno projektovanje tacke na ravan. Na slici 14 je prikazan zrak projektovanja
koji prolazi kroz bilo koju tacku I'y prave I'; vektor zraka je vektor II.

h)
)
r T
To
11
r V=T
o

Slika 14: Ortogonalna projekcija prave I' na ravan II, kada je I' || II

Resenje je dato u koracima:

=

1. T-Ti=0
2. % = (T, I);
3. {I'{} = IIN X gde je ¥ prava iz tacke 2), a II data ravan;

4. T = (I}, T)

Primer 4.11. Koso, paralelno vektoru a, projektovati pravu:

X—ZEQ_Y—yO_Z—ZQ

I:
a &} g

na ravan
I:aX+BY +924+6=0

Dokaz. Prvo je potrebno utvrditi da je prava I' paralelna sa ravni II.
- H=0=0]0

i iskoristiti ¢injenicu da je projekcija prava, I, paralelna orginalu I, odnosno I" || I'. Zadatak
se svodi na koso projektovanje tacke na ravan. Na slici 15 je prikazan zrak projektovanja koji
prolazi kroz bilo koju tacku I'y prave I', vektor zraka je vektor a.
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Slika 15: Kosa, paralelna vektoru d, projekcija prave I' na ravan II, kada je I' || IT

Resenje je dato u koracima:
1.T-T = 0;
2. ¥ = (T, a);
3. {I't} =IIN X gde je ¥ prava iz tacke 2), a II data ravan;

4. T = (I}, T)

Primer 4.12. Centralno, iz centra projektovanja S (p, q,r), projektovati pravu:

X—ZEQ_Y—yO_Z—ZQ
a p g

I':

na ravan

I:aX+BY +9Z24+6=0
Dokaz. Prvo je potrebno utvrditi da je prava I' paralelna sa ravni II.
L O=0=T|0

i iskoristiti ¢injenicu da je projekcija prava, IV, paralelna orginalu I', odnosno IV || I'. Zadatak
se svodi na centralno projektovanje tacke na ravan. Na slici 16 je prikazan zrak projektovanja
koji prolazi kroz bilo koju tacku I'y prave I', a prolazi i kroz centar projektovanja, tacku S.
Resenje je dato u koracima:

1.T-I= 0;
—
2. X = <F0, SF()),
3. {I',} = IIN X gde je ¥ prava iz tacke 2), a II data ravan;

4. T =(I},T)
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Slika 16: Centralna projekcija prave I' na ravan I, kada je T" || II

4.5.3. Projekcije prave [' na ravan II ako je I' jf II
Primer 4.13. Ortogonalno projektovati pravu:

X—.CIZ'[)_Y—y[)_Z—ZO

T:
a 5 Y

na ravan
M:aX+BY +9Z24+6=0

Dokaz. Prvo je potrebno utvrditi da prava I' nije paralelna sa ravni II.
- H#£0=TD}II

tada postoji prodor prave I" kroz ravan I, odnosno {A} = I'NII. Zadatak se svodi na nalazenje
jednog prodora i ortogonalno projektovanje tacke na ravan. Na slici 17 prikazan je zrak pro-
jektovanja koji prolazi kroz bilo koju tacku I'y prave I', vektor zraka je vektor 0. Resenje je
dato u koracima:

1. T # 0;

2. {A} =1INT gde suI'ill dati;

3. ¥ = (B, ﬁ>, gde je B # A neka tacka sa prave [';

4. {B'} =11N X gde je X prava iz tacke 3), a II data ravan;

5. T — (A, AB)
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Slika 17: Ortogonalna projekcija prave I' na ravan II, kada I' }f II

Primer 4.14. Koso, paralelno vektoru @ (p,q,r), projektovati pravu:

X—xo_Y—yo_Z—Zo

r:
a B g

na ravan
M:aX +8Y +7Z+6=0

Dokaz. Prvo je potrebno utvrditi da prava I' nije paralelna sa ravni II.
T H#£0=TD}I

tada postoji prodor prave I" kroz ravan I, odnosno {A} = I'NII. Zadatak se svodi na nalazenje
jednog prodora i kosog projektovanja tacke na ravan. Na slici 18 prikazan je zrak projektovanja
koji prolazi kroz bilo koju tacku I'y prave I', vektor zraka je d@. ResSenje je dato u koracima:

1. 0.1 # 0;
2. {A} =1INT gde suI'iII dati;
3. ¥ =(B,d), gde je B # A neka tacka sa prave T';

4. {B'} =11N X gde je X prava iz tacke 3), a Il data ravan;

5. TV = (A, AB)
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Slika 18: Kosa projekcija prave I' na ravan II, kada je " }f TI

Primer 4.15. Centralno, iz centra projektovanga S (p,q,r), projektovati pravu:

X—xo_Y—yo_Z—Zo

r:
a B g

na ravan

M:aX+BY +924+6=0
Dokaz. Prvo je potrebno utvrditi da prava I' nije paralelna sa ravni II.
T H#£0=TD}I

tada postoji prodor prave I" kroz ravan I, odnosno {A} = I'NII. Zadatak se svodi na nalazenje
jednog prodora i centralnog projektovanja tacke na ravan. Na slici 19 prikazan je zrak projek-
tovanja koji prolazi kroz bilo koju tacku I'g prave I, i centar projektovanja S. Resenje je dato
u koracima:

1. T-1 # 0;
2. {A} =1INT gde suI'iII dati;
3. ¥ = (B, S?% gde je B # A neka tacka sa prave [';

4. {B'} =11N X gde je X prava iz tacke 3), a II data ravan;

5. TV = (A, AB))
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Slika 19: Centralna projekcija prave I' na ravan I, kada je T Jf IT
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