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2 Izvodi

2.1 Prvi izvod

Za funkciju y = f(x) veliqina ∆y

∆x
= f(x)−f(a)

x−a
predstavǉa

nagib seqi
e koja prolazi kroz taqke (x, f(x)) i (a, f(a)) gra-
fika funkcije f .

U graniqnom sluqaju kad x → a, limes nagiba seqice ∆y

∆x
je

f ′(a) i predstavǉa nagib tangente na krivu f u taqki (a, f(a)).

(a, f(a))

(x, f(x))

Defini
ija 2.1. Izvod funk
ije f u taqki a, u ozna
i f ′(a), je

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
,

ako ovaj limes postoji.

Sledi da su jednaqine tangente i normale na krivu y = f(x) u taqki (a, f(a)) redom

y − f(a) = f ′(a)(x − a) i y − f(a) = − 1

f ′(a)
(x− a) .

Primer 2.1. Odrediti izvod funk
ije f(x) = x2
po defini
ije, a zatim jednaqine tangente t i normale

n na krivu y = x2
u taqki (−1, 1).

Po defini
iji je

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= lim

h→0

(a+ h)2 − a2

h
= lim

h→0

2ah+ h2

h
= lim

h→0
(2a+ h) = 2a.

Sledi da je f ′(−1) = −2, pa je t : y− 1 = −2(x+1), tj. t : y− 2x− 1 i n : y− 1 = 1
2 (x+1), tj. n : y = x

2 + 3
2 .

Za izvod funkcije y = f(x) se qesto koriste i druge oznake:

f ′(x) = y′ =
dy

dx
=

d

dx
f(x) = Df(x) = Dxf(x).

Simboli D i d/dx predstavǉaju operatore diferenciraǌa, gde je diferenciraǌe proces nalaжeǌa
izvoda.

Vidmo da je dy

dx
= lim

∆x→0

∆y

∆x
,

gde su ∆x = h i ∆y = f(x+ h)− f(x) promene po x- i y-koordinati. Dakle, dx moжemo da tumaqimo
kao ,,beskonaqno malu” promenu vrednosti x, a dy kao odgovaraju�u beskonaqno malu promenu
vrednosti y.

,,Veliqine” dx i dy se zovu diferencijali promenǉivih x i y. Simboliqki zapisano, imamo

df = dy = f ′(x)dx.

Primer 2.2. Izvod funk
ije f(x) = ex po defini
iji je

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

ex+h − ex

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= ex.

Dakle, f ′ = f .

(Prvi) Diferen
ijal funk
ije je df = exdx.
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2.2 Diferen
ijabilnost

Defini
ija 2.2. Funk
ija f je diferencijabilna u taqki a ako f ′(a) postoji.

Ona je diferen
ijabilna na (mo�da i beskonaqnom) otvorenom intervalu (a, b) ako je diferen
ija-

bilna u svakoj �egovoj taqki.

Teorema 2.1. Ako je funk
ija f diferen
ijabilna u taqki a, onda je ona i neprekidna u toj taqki.

Dokaz. Kako je f(x) diferen
ijabilna u taqki a, postoji lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a), pa je

lim
x→a

[f(x)− f(a)] = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
· lim
x→a

(x− a) = f ′(a) · 0 = 0,

tj. f(x) → f(a) kada x → a, xto znaqi da je f neprekidna u a.

Obrnuto tvr�eǌe ne vaжi, tj. ako je funkcija neprekidna u nekoj taqki, ne mora u toj taqki
biti i diferencijabilna.

Primer 2.3. Posmatrajmo funk
iju f(x) = |x|. Ranije smo pokazali da je ona neprekidna na 
elom

skupu R. Za x > 0 je f(x) = x, pa je f ′(x) = 1. Za x < 0 je f(x) = −x, pa je f ′(x) = −1. Ostaje da se ispita
diferen
ijabilnost u nuli. Nala�e�em levog i desnog izvoda u nuli

lim
h→0−

|h|
h

= −1 i lim
h→0+

|h|
h

= 1,

vidimo da oni nisi jednaki, pa f ′(0) ne postoji.

Geometrijsko tumaqeǌe prethodnog primera je da u nuli funkcija ima ,,xpic” - pa se u nuli
ne moжe definisati tangenta, xto znaqi da nema izvoda.

Jox je mogu�e da je funkcija neprekidna u taqki a, a da u ǌoj ima vertikalnu tangentu.

Primer 2.4. Funk
ija f(x) = 3
√
x je neprekidna na 
elom skupu R. Ipak,

f ′(0) = lim
x→0

3
√
x− 3

√
0

x
= lim

x→0

1
3
√
x2

= ∞,

pa funk
ija f nije diferen
ijabilna u taqki 0.

Kako prvi izvod predstav	a koefi
ijent prav
a tangente

tgα = ∞, vidimo da je ugao koji tangenta zaklapa sa pozi-

tivnim delom x-ose π
2 , pa je tangenta prava x = 0.

x

y

U nastavku su dati ,,tabliqni” izvodi.

∗ (c)′ = 0 ∗ (xα)′ = αxα−1 ∗ (ex)′ = ex ∗ (ax)′ = ax ln a

∗ (sinx)′ = cosx ∗ (arcsinx)′=
1√
1−x2

∗ (tg x)′ =
1

cos2 x
∗ (arctg x)′ =

1

1 + x2

∗ (cos x)′ = −sinx ∗ (arccosx)′=
−1√
1−x2

∗ (ctg x)′ =
−1

sin2 x
∗ (arcctg x)′ =

−1

1 + x2

∗ (ln x)′ =
1

x
∗ (shx)′ =chx ∗ (chx)′=shx
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2.3 Izvodi vixeg reda; pravila diferen
ira�a

Pretpostavimo da je funkcija y = f(x) diferencijabilna (na nekom intervalu (a, b)), tj. da ima
konaqan izvod f ′ koji je tako�e funkcija (na tom intervalu). Ako je ta funkcija diferencijabilna,
moжemo na�i drugi izvod polazne funkcije koji se oznaqava na razne naqine:

f ′′ = (f ′)′ =

(

dy

dx

)

′

=
d

dx

(

dy

dx

)

=
d2y

dx2
.

Nastavǉaǌem ovog postupka dobijamo izvode vixeg reda.

Defini
ija 2.3. Ako je n prirodan broj, n-ti izvod funk
ije y = f(x) definixemo induktivno

kao izvod (n− 1)-vog izvoda:
f (n) =

(

f (n−1)
)

′

=
d

dx
f (n−1) =

dyn

dxn
.

Defini
ija 2.4. Veliqinu dnf nazivamo n-tim diferencijalom funk
ije f i s obzirom na defi-

ni
iju n-tog izvoda pixemo
dnf = f (n)dxn.

Primer 2.5. Izraqunati tre�i izvod i tre�i difern
ijal funk
ije y = lnx.
Prva tri izvoda funk
ije su y′ = 1

x
, y′′ = − 1

x2 , y
′′′ = 2

x3 , pa je tre�i difern
ijal dy3 = 2
x3 dx

3
.

Teorema 2.2. Neka su f i g diferen
ijabilne funk
ije i c konstanta. Va�i

(cf)′ = cf ′, (f ± g)′ = f ′ ± g′, (fg)′ = f ′g + fg′,

(

f

g

)

′

=
f ′g − fg′

g2
.

Dokaжimo pravilo za izvod proizvoda:

(f(x)g(x))′ = lim
∆x→0

f(x+∆x)g(x +∆x) − f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→0

f(x+∆x)g(x +∆x) − f(x)g(x+∆x) + f(x)g(x +∆x)− f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→0

(f(x+∆x)− f(x))g(x +∆x) + f(x)(g(x +∆x)− g(x))

∆x

= lim
∆x→0

f(x+∆x) − f(x)

∆x
· lim
∆x→0

g(x+∆x) + lim
∆x→0

f(x)· lim
∆x→0

g(x+∆x)− g(x)

∆x

= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Primer 2.6. Na�i izvod funk
ije y = (x+ 1)e
1
x
.

y′ = (x+ 1)′e
1
x + (x+ 1)

(

e
1
x

)

′

= e
1
x + (x+ 1) e

1
x ·

(

1

x

)

′

= e
1
x − x+ 1

x2
e

1
x =

x2 − x− 1

x2
e

1
x .

Posmatrajmo jox sloжenu funkciju f(g(x)). Neka je funkcija g diferencijabilna u taqki x i
funkcija f diferencijabilna u taqki g(x). Oznaqimo

g(x+∆x) = g(x) + ∆g i f(g +∆g) = f(g) + ∆f.

Tada je ∆g = (g′(x) + ε1)∆x i ∆f = (f ′(g(x)) + ε2)∆g, gde ε1 → 0 i ε2 → 0 kada ∆x → 0, pa vaжi

[f(g(x))]′ = lim
∆x→0

∆f

∆x
= lim

∆x→0
(f ′(g(x)) + ε2)(g

′(x) + ε1) = f ′(g(x))g′(x).

Teorema 2.3. Va�i

[

f(g(x))
]

′

= f ′(g(x)) · g′(x) ili

df

dx
=

df

dg
· dg
dx

.

Primer 2.7. Na�i izvod funk
ije y = xx
.

Data funk
ija se mo�e zapisati u obliku y = ex lnx
. Sada je po pravilu za izvod slo�ene funk
ije

(

eg(x)
)′

= eg(x) · g′(x), gde je (g(x))′ = (x ln x)′ = lnx+ 1, pa je y′ = ex ln x(lnx+ 1) = xx(lnx+ 1).
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2.4 Izvod impli
itno i parametarski date funk
ije

Do sada su funkcije bile date u ekspli
itnom obliku y = f(x). Ipak, funkcije mogu biti date
i u impli
itnom obliku F (x, y(x)) = 0. Tada se izvod funkcije y(x) moжe dobiti diferenciraǌem
date jednaqine.

Primer 2.8. Izraqunati izvod funk
ije y=y(x) date jednaqinom x2 ln y − y2 lnx = 0.

Diferen
irajmo prethodnu jednaqinu po x vode�i raquna da je y = y(x):

2x ln y + x2 1

y
y′ − 2yy′ lnx− y2

1

x
= 0, pa je y′ =

y2

x
− 2x ln y

x2

y
− 2y lnx

.

Primer 2.9. Na�i nagib tangente u taqki (2,−1) krive 2y + 5− x2 − y3 = 0.

Diferen
ira�em date jednaqine dobijamo 2y′ − 2x − 3y2y′ = 0, tj. y′ = 2x
2−3y2 . Za x = 2 i y = −1

dobijamo y′ = −4, pa je nagib tangente u datoj taqki −4.

Primer 2.10. U kojim taqkama krive xy = (1− x+ y)2 su tangente paralelne y-osi?

Da bi tangente bile paralelne y−osi (vertikalne), izvod u tim taqkama mora biti beskonaqan. Di-

feren
ira�em date jednaqine nalazimo

y + xy′ = 2(1− x+ y)(−1 + y′), odakle je y′ =
8x− 5y + 4

5x− 2y + 2
.

Ako su tra�ene taqke oblika (a, b), mora da va�i 5a− 2b+ 2 = 0 i ab = (1 − a+ b)2, pa rexava�em ovog

sistema dobijamo taqke (0, 1) i
(

− 4
9 ,− 1

9

)

.

Neka je data diferencijabilna funkcija y = f(x) koja je i bijekcija. Tada postoji ǌena inverzna
funkcija f−1 za koju vaжi f−1(f(x)) = x. Diferenciraǌem ove jednaqine dobijamo formulu za izvod

inverzne funk
ije

(

f−1
)′

(f(x)) · f ′(x) = 1, tj.
(

f−1
)′

(y) =
1

f ′(x)
.

Primer 2.11. Izvod funk
ije f(x) = arshx je prema prethodnoj formuli

(arshx)′ =
1

(sh y)′
=

1

ch y
=

1
√

1 + sh2 y
=

1
√

1 + sh2 arshx
=

1√
1 + x2.

Kriva jox moжe biti data i parametarski. Na primer, parametarske jednaqine jediniqne kruж-
nice su x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, 2π).

Teorema 2.4. Neka je kriva data parametarskim jednaqinama x = f1(t), y = f2(t), pri qemu su

funk
ije f1(t) i f2(t) diferen
ijabilne za α < t < β. Ako je je f ′

1(t) 6= 0 va�i

dy

dx
=

dy/dt

dx/dt
=

f ′

2(t)

f ′

1(t)
.

Dokaz. Kako postoji inverzna funk
ija (f−1
1 )′(x) = 1/f ′

1(t), va�i je y = f2(t) = f2(f
−1
1 (x)) slo�ena

funk
ija qiji je izvod dy

dx
= f ′

2(f
−1
1 (x)) · (f−1

1 )′(x) =
f ′

2(t)

f ′

1(t)
.

Primer 2.12. Na�i izvod parametarski date krive x = et sin t, y = e−t cos t.
Ovde je x′(t) = et(sin t+ cos t) i y′(t) = −e−t(sin t+ cos t), pa je dy

dx
= −e−2t

, pri qemu je sin t+ cos t 6= 0,
tj. tg t 6= −1, tj. t 6= −π

4 + kπ(k ∈ Z).

Drugi izvod parametarski date krive x = x(t), y = y(t) je

d2y

dx2
=

d

dx

(

dy

dx

)

=
d

dt

(

y′(t)

x′(t)

)

dt

dx
=

x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)

(x′(t))3
.
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