
Rada Mutav
i� �uki�

3 Primene izvoda

3.1 Osnovne teoreme diferen
ijalnog raquna

Defini
ija 3.1. Neka je realna funk
ija f definisana u nekoj oklini taqki c.

• c je taqka lokalnog maksimuma funk
ije f ako postoji δ > 0 takvo da je f(c) > f(x) za sve

x ∈ (c− δ, c+ δ).

• c je taqka lokalnog minimuma funk
ije f ako postoji δ > 0 takvo da je f(c) 6 f(x) za sve

x ∈ (c− δ, c+ δ).

Taqke lokalnog maksimuma i minimuma funkcije f su lokalne ekstremne vrednosti te funkcije.

Lokalne ekstremne vrednosti su i globalne (apsolutne) ekstremne vrednosti ako odgovaraju�e
nejednakosti vaжe na celom domenu funkcije f umesto na intervalu (c− δ, c+ δ).

Defini
ija 3.2. Neka je f diferen
ijabilna funk
ija. Taqka x za koju je f ′(x) = 0 je sta
ionarna

taqka funk
ije f .

Teorema 3.1. (Fermaova teorema) Neka je f : (a, b) → R funk
ija i c ∈ (a, b) taqka lokalne ekstremne
vrednosti te funk
ije. Ako je f diferen
ijabilna u taqki c, onda je f ′(c) = 0.

Dokaz. Neka je taqka c lokalni maksimum funk
ije (za lokalni minimum postupak je analogan). Tada

postoji δ > 0 tako da je f(c) > f(x) za x ∈ (c− δ, c+ δ). Sledi da za h ∈ (0, δ) va�i f(c+ h) 6 f(c), pa je
f(c+h)−f(c)

h 6 0. Dakle,

f ′

+(c) = lim
h→0+

f(c+ h)− f(c)

h
6 0.

Na isti naqin za h ∈ (−δ, 0) dobijamo

f ′

−(c) = lim
h→0−

f(c+ h)− f(c)

h
> 0.

Dakle, mora biti f ′(c) = 0.

Sledi da je uslov f ′(c) = 0 neophodan da funkcija diferencijabilna
u taqki c ima u taqki c lokalnu ekstremnu vrednost. Ipak, taj uslov
nije i dovoǉan.

Primer 3.1. Za funk
iju y = x3
va�i y′(0) = 0, a x = 0 nije taqka lokalne

ekstremne vrednosti funk
ije y.

y = x3

Teorema 3.2. (Rolova teorema) Neka je funk
ija f neprekidna na intervalu [a, b] i diferen
ijabilna
na intervalu (a, b). Ako je f(a) = f(b), tada postoji bar jedna taqka c ∈ (a, b) takva da je f ′(c) = 0.

Dokaz se izvodi korix�eǌem tvr�eǌa da neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu [a, b]
dostiжe minimum i maksimum na [a, b] i primenom Fermaove teoreme.

Primer 3.2. Posmatrajmo funk
iju y =
√
r2 − x2

, x ∈ [−r, r]. Data funk-

ija je neprekidna na intervalu [−r, r] i diferen
ijabilna na interva-

lu (−r, r). Sledi da se mo�e primeniti Rolova teorema i zaista, postoji

c ∈ (−r, r) takvo da je f ′(c) = 0 (tangenta je paralelna x-osi.)

y=
√

r2 − x2

Teorema 3.3. (Lagran�ova teorema) Neka je funk
ija f neprekidna na intervalu [a, b] i diferen-


ijabilna na intervalu (a, b). Tada postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.
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Dokaz se izvodi primenom Rolove teoreme na pomo�nu funkciju F (x) = f(x) − f(b)−f(a)
b−a x. Pri-

metimo da je tangenta na krivu f u taqki c paralelna seqici koja prolazi kroz taqke (a, f(a)) i
(b, f(b)).

3.2 Intervali monotonosti i ekstremne vrednosti funk
ije

Teorema 3.4. (Intervali monotonosti) Neka je funk
ija f(x) diferen
ijabilna na intervalu (a, b).
Da bi funk
ija f(x) bila rastu�a (opadaju�a) na intervalu (a, b) neophodno je i dovo	no da va�i

f ′(x) > 0 (f ′(x) 6 0) za svako x ∈ (a, b).

Dokaz. Dokaz izvodimo u sluqaju rastu�e funk
ije. Poka�imo da je uslov neophodan. Neka je x0 ∈ (a, b)
proizvo	na taqka. Kako je f rastu�a funk
ija, va�i

x ∈ (a, b), x > x0 ⇒ f(x) > f(x0) i x ∈ (a, b), x < x0 ⇒ f(x) 6 f(x0).

Tada je lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0) > 0.

Uslov je i dovo	an. Neka je f ′(x) > 0 za svako x ∈ (a, b). Ako su x1 < x2 dve prozvo	ne taqke tog

intervala, tada na osnovu Lagran�ove teoreme postoji taqka c ∈ (x1, x2) za koju je f(x2) − f(x1) =
f ′(c)(x2 − x1). Kako je f ′(c) > 0, to je f(x2) > f(x1), tj. f je rastu�a.

Teorema 3.5. Neka je funk
ija f diferen
ijabilna na intervalu (a, b) i x0 ∈ (a, b).

• Ako je f ′(x0) > 0 tada je f strogo rastu�a u taqki x0.

• Ako je f ′(x0) < 0 tada je f strogo opadaju�a u taqki x0.

Teorema 3.6. Neka je funk
ija f diferen
ijabilna u nekoj okolini taqke x0, osim mo�da u taqki

x0 u kojoj je neprekidna. Ako postoji δ > 0 takvo da

• za x ∈ (x0 − δ, x0) va�i f ′(x) < 0 i za x ∈ (x0, x0 + δ) va�i f ′(x) > 0, tada je x0 taqka lokalnog

minimuma funk
ije f ;

• za x ∈ (x0 − δ, x0) va�i f ′(x) > 0 i za x ∈ (x0, x0 + δ) va�i f ′(x) < 0, tada je x0 taqka lokalnog

maksimuma funk
ije f .

Primer 3.3. Na�i intervale monotonosti i ekstremne vrednosti funk
ije y = ex+x
ex−x .

Funk
ija je definisana na 
elom skupu R, jer je ex > x za x ∈ R. Prvi izvod je y′ = 2ex(1−x)
(ex−x)2 . Kako

je ex > 0 za x ∈ R, znak prvog izvoda zavisi samo od 1 − x. Dakle, y′ > 0 za x < 1 i tu funk
ija raste;

y′ < 0 za x > 1 i tu funk
ija opada; taqka

(

1, e+1
e−1

)

je lokalni (i globalni) masksimum funk
ije.

Teorema 3.7. Neka je x0 sta
ionarna taqka funk
ije f i neka postoji f ′′(x0).

• Ako je f ′′(x0) > 0 tada je x0 taqka lokalnog minimuma funk
ije f .

• Ako je f ′′(x0) < 0 tada je x0 taqka lokalnog maksimuma funk
ije f .

Primer 3.4. Na�i ekstremne vrednosti funk
ije y = sinx+ cosx za x ∈ [0, 2π).
Nalazimo y′ = cosx − sinx = 0 za x = π

4 ili x = 5π
4 . Da	e je y′′ = − sinx− cosx i y′′

(

π
4

)

= −
√
2 < 0,

pa je taqka

(

π
4 ,
√
2
)

lokalni maksimum funk
ije, a y′′
(

5π
4

)

=
√
2 > 0, pa je taqka

(

5π
4 ,−

√
2
)

lokalni

minimum funk
ije.
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3.3 Lopitalovo pravilo

Teorema 3.8. (Koxijeva teorema o sred�oj vrednosti) Neka su funk
ije f i g neprekidne na [a, b],
diferen
ijabilne na (a, b) i neka je g′(x) 6= 0 za sve x ∈ (a, b). Tada postoji ξ ∈ (a, b) za koje je

f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Dokaz se moжe izvesti primenom Rolove teoreme na pomo�nu funkciju F (x) = f(x)− f(b)−f(a)
g(b)−g(a) g(x).

Teorema 3.9. (Lopitalovo pravilo) Neka su f i g funk
ije, a ∈ [−∞,∞] i va�i

1. f i g su diferen
ijabilne za x 6= a;

2. lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 (ili lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ±∞);

3. g′(x) 6= 0 za x 6= a;

4. lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= L.

Tada je lim
x→a

f(x)

g(x)
= L.

Dokaz. Pretpostavimo zbog jednostavnosti da je a 6= ±∞ i da je lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0. Ako je neophodno

dodefiniximo funk
ije f i g u taqki a: f(a) = g(a) = 0. Tada za svako x > a va�i da su f i g neprekidne
na [a, x] i diferen
ijabilne na (a, x) i da je g′(y) 6= 0 za svako y ∈ (a, x). Na osnovu Koxijeve teoreme o
sred�oj vrednosti postoji ξ = ξ(x) ∈ (a, x) takvo da je

f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f(x)

g(x)
.

Dakle,

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

ξ→a+

f ′(ξ)

g′(ξ)
= L.

Isto va�i za levi limes i dokaz je kompletan.

Ako je a = ∞, definixu se funk
ije F (x) = f
(

1
x

)

i G(x) = g
(

1
x

)

, pa se prime�uje Lopitalovo

pravilo za a = 0. Sliqno se postupa i u preostalom sluqaju.

Primer 3.5. Izraqunati lim
x→0+

xx
.

Neka je y = xx
. Tada je

lim
x→0+

ln y = lim
x→0+

(x ln x) = lim
x→0+

lnx

1/x
=
[

−∞
∞

]

= lim
x→0+

(lnx)′

(1/x)′
= lim

x→0+

1/x

−1/x2
= − lim

x→0+
x = 0.

Dakle, lim
x→0+

y = e0 = 1.

Primer 3.6. Izraqunati lim
x→∞

xn

ex
.

Funk
ija pod limesom je oblika

∞

∞
. Prime�ujemo Lopitalovo pravilo n puta:

lim
x→∞

xn

ex
= lim

x→∞

(xn)′

(ex)′
= lim

x→∞

nxn−1

ex
= lim

x→∞

(nxn−1)′

(ex)′
= lim

x→∞

n(n− 1)xn−2

ex
= · · ·

= lim
x→∞

n!

ex
= n! lim

x→∞

1

ex
= 0.
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3.4 Konveksnost

Defini
ija 3.3. Neka je f : (a, b) → R funk
ija, x1, x2 ∈ (a, b) i λ ∈ [0, 1]. f je

• konveksna ako va�i f(λx1+(1−λ)x2) 6 λf(x1)+(1−λ)f(x2). Znaqi da je grafik funk
ije ispod
du�i koja spaja taqke (x1, f(x1)) i (x2, f(x2)).

• konkavna ako va�i f(λx1+(1−λ)x2) > λf(x1)+(1−λ)f(x2). Znaqi da je grafik funk
ije iznad
du�i koja spaja taqke (x1, f(x1)) i (x2, f(x2)).

Pretpostavimo da je f ′′(a) > 0. To znaqi da u okolini taqke
a (nagib tangente) f ′ raste - takva kriva je konveksna.

a

y′′(a)>0
y′(a)<0

a

y′′(a)>0
y′(a)>0

Pretpostavimo da je f ′′(a) < 0. To znaqi da u okolini taqke
a (nagib tangente) f ′ opada - takva kriva je konkavna.

a

y′′(a)<0
y′(a)>0

a

y′′(a)<0
y′(a)<0

Teorema 3.10. Neka funk
ija f ima drugi izvod na (a, b). Tada za x ∈ (a, b) va�i

• f ′′(x) > 0 ⇔ f je konveksna; • f ′′(x) 6 0 ⇔ f je konkavna;

• f ′′(x) > 0 ⇒ f je strogo konveksna; • f ′′(x) < 0 ⇒ f je strogo konkavna.

Defini
ija 3.4. Neka je funk
ija f neprekidna u taqki x0 i ima konaqan ili beskonaqan izvod

f ′(x0). Ako postoji δ > 0 takvo da je na jednom od intervala (x0 − δ), (x0 + δ) funk
ija f strogo

konveksna a na drugom strogo konkavna, tada taqku (x0, f(x0)) zovemo prevojnom taqkom funk
ije f .

Pretpostavimo jox da funkcija f ima drugi izvod f ′′ u nekoj okolini taqke x0 osim moжda u
samoj taqki x0. Ako f ′′ meǌa znak prolaze�i kroz taqku x0, tada je x0 prevojna taqka funkcije f .

Primer 3.7. Posmatrajmo funk
iju f(x) = 3
√
x.

Ve� smo videli da ona ima beskonaqan prvi izvod u nuli, jer je

f ′(x) = x−2/3/3. Da	e je f ′′(x) = −2x−5/3/9. Za x < 0 je f ′′(x) > 0
i tu je funk
ija strogo konveskna, dok je za x > 0 je f ′′(x) < 0
i tu je funk
ija strogo konkavna. Dakle, nula je prevojna taqka

funk
ije f .

x

y

Teorema 3.11. Ako za funk
iju f postoji drugi izvod u taqki x0 i ako je x0 prevojna taqka funk
ije

f , tada je f ′′(x0) = 0.

Primer 3.8. Neka je data funk
ija y = x3 − 3x2 + 3. Nalazimo
y′ = 3x2 − 6x i y′′ = 6x− 6, pa je y′′ = 0 za x = 1 i tu f ′′

me�a znak.

Dakle, taqka (1, 1) je prevojna u taqka funk
ije f (u toj taqki se

kriva i �ena tangenta seku).
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3.5 Zada
i

Primer 3.9. Izraqunati lim
x→0

arcsinx− arctgx

x3
.

Uzastopnom primenom Lopitalovog pravila raqunamo:

lim
x→0

arcsinx− arctgx

x3
= lim

x→0

(1− x2)−1/2 − (1 + x2)−1

3x2

= lim
x→0

− 1
2 (1− x2)−3/2(−2x) + (1 + x2)−22x

6x
=

1

2
.

Primer 3.10. Izraqunati L = lim
x→0

(

tgx

sinx

)1/ tg2x

.

L = lim
x→0

(

1

cosx

)1/ tg2x

= lim
x→0

e
1

tg2x
ln 1

cos x = e
limx→0 −

ln cos x
tg2x .

Primenom Lopitalovog pravila na posled�i limes dobijamo

e
limx→0

sin x/ cos x

2 tgx/ cos2 x =
√
e.

Primer 3.11. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije y = (2x− 1)e−1/x
.

Domen je R \ {0}; nula funk
ije je N(1/2, 0); y < 0 za x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1/2) i y > 0 za x ∈ (1/2,∞).
Prava x = 0 je vertikalna asimptpta sa leve strane, jer je

lim
x→0+

y(x) = 0 i lim
x→0−

y(x) = −∞.

Kad x → ±∞ mo�emo koristiti Makolrenov razvoj et = 1 + t+ o(t) kad t → 0:

lim
x→±∞

(2x− 1)e−1/x = lim
x→±∞

(2x− 1)

(

1− 1

x
+ o

(

1

x

))

= lim
x→±∞

(2x− 3 + o(1)),

pa je prava y = 2x− 3 kosa asimptota kad x → ±∞.

Daǉe je y′(x) = e−1/x 2x2+2x−1
x2 .

• y ր za x ∈ (−∞,−(1 +
√
3)/2) ∪ ((

√
3− 1)/2,∞);

• y ց za x ∈ (−(1 +
√
3)/2, 0) ∪ (0, (

√
3− 1)/2).

Taqka (−(1+
√
3)/2, y(−(1+

√
3)/2)) je lokalni maksimum funkcije,

a taqka ((
√
3− 1)/2, y(

√
3− 1)/2)) je lokalni minimum funkcije.

Drugi izvod je y′′ = e−1/x 4x−1
x4 , pa je y konkavna za x ∈ (−∞, 0) ∪

(0, 1/4) i konveksna za x ∈ (1/4,∞). Funkcija ima prevoj u taqki
(1/4, y(1/4)).

y=(2x−1)e−
1
x

Primer 3.12. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije

y =
ln2(x− 2)

x− 2
, y =

√
x+ 2

ln2(x+ 2)
, y =

x+ 1√
x2 + 2

, y =
x

3
√
x2 − 1

, y = x− 1−
√

x2 − x.
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