Pada Mymasyuh Byxuh

4 TejropoB MOJMHOM

4.1 TejaopoB u MakJiIOpeHOB MOJINHOM

Hexka je f mudepennujabuirna GpyHKIUja y HEKOj OKOJIMHU Tadke a. Tana je jeduawuna manzenme
f(@) = f(a)+ f'(a)(z - a)
3aIPABO AUHEAPHA ANPOKCUMAYUJe QYHEKIUje f Y OKOJIMHU TAYKE a.
Ti(e) = (@) + f(a) (@ — a),

fla) =Ti(a), f'(a) =Ti(a) u f(z) ~ Ti(x) 3a x U3 OKOJNUHE TauKe q.
Honuuowm Ty (x) je Tejaopos noaurom OpBOT CTENeHA 3a GYHKOU]Y f Y OKOJIUHU TAUKE a.

AKo o3HaUMMO

Taga je

CnuyHO, MOKEMO HOMKEJIUTU na OBa MyTa JudepeHIujabuany QyHKuUjy f y OKOJIWHU TadyKe @ alpOK-
CAMUPaAMO KBAAPATHUM MOJIUHOMOM T5(T) Tako ma Basku

fla) =Ty(a), f'(a) =Ts(a) u f"(a) = Ty/(a).

Tana je "(a
By() = f(@) + @) — )+ T o ap

Tejnopos monmHOM Apyror cremeHa 3a (YHKIX]y f ¥y OKOJIMHN Tadke q.

Hedunuruja 4.1. Heka je byukuuja f(x) nedunucana Ha UHTEPBALY KOjU CAJAPKU TadKy @ y yHYTDAIl-
IbOCTH U N IMyTa AudepeHInjabuIHa y TA9Ka a.

Tejropos nosurom peda n 3a GyHKUUjy f y OKOJIMHE TadKe @ j€ IOJHHOM

Tn(.’ﬂ):f(a)+#(ﬂf*a)+%($*Q)2+@(x—a)3+...+

Axo je a =0, momuroMm T),, HazuBamMo MaKxA0peHoO8UM NOAUHOMOM.

IIpumep 4.1. Hahu Maxkioperos noauHoM crenena n € N 3a dbyukuujy f(z) = e®.

TparkeHn moMHOM je OOIHKA

! " (n)
T, (x) =f(0)+¥x+f2—(!0)x2+...+fT!(0)xn'
Kako je f(a:) — f’(l‘) _ f”(l') S f(n)(x) — f(O) — 1, noGujano
ZZJ2 " n Ik
T”L(‘r):1+x+§+mz R
' k=0

Y ropmoj dopmymn cmo kopucrmin ga je 0! = 1 u f(O = f.

IIpumep 4.2. Hahn Tejmopos nommuom crenena 3 3a dynkmmjy f(r) = 23 y okommnn Taduxe a = 2.
Oggze je f'(x) = 322, f"(x) = 6x, f"”'(z) = 6 (npumeTnmo 1a cy cBu uU3BOMM peja Beher o 3 jeHAKH HYJIH,
na je f(z) = Ts3(x)). Jakae, f(2) =8, f/(2) = f"(2) =12, f"(2) = 6 u 3amenom y dopmyu
f/ 2 f// 2 f/// 2
Ty(2) = £(2) + L2 2 2

n06ujanmo Ty(z) = 8+ 12(z — 2) + 6(z — 2)2 + (z — 2)%.



4.2 MakaopeHOBH pPa3BOju HEKUX OCHOBHUX (PYyHKIHja

MakisnopenoBu pa3Boju cy MAaKIOPEHOBU MOJMHOMU MPOU3BOJHPHOT CTEIEHA, Tj. CTEHEHU PEeNOBU. 3a
¢yuEmujy f KOja mMa cBe M3BOAE y TAUYKU  Taj Pa3BOj je o0IuMKa
f0)  f70) 5 f7(0) 5

F@) = f0) + e + e + gt

xT

IIpumep 4.3. Hahu Maxkiopenos pa3eoj dbyukunje f(z) = e®.

Ha ocnoBy npumepa 4.1 MakiiopeHOBOI' IOJIMHOMA CTEleHa 7, BUAUMO Ja je Tpaxkenu (6eCKOHAYHU) Pa3BOj

o0 n

z Lo 15 _ z
e Nl—i—x—f—ix —|—§x +“._ZF'

n=0

IIpumep 4.4. Haliu Maksiopenos pa3soj dbyukiuje f(z) = sinx.

Onze je f'(x) = cosz, f"(x) = —sinz, f"(z) = —cosx, f¥(z) =sinz = f(z), ma je f(0) =0, f/(0) =1,
f(0) =0, f(0) = =1, fW(0) = 0. Tlpumehyjemo ma je fUF) = f, fORFL — pr fURF2) — gy pARES) — prr

k€ N. ,
e i dwere R AN VI i
3l 5T P 2n+ 1)

Canuno ce nobujajy u cienehin MakinopenoBu paspoju:

.132 334 336 oo xQn
COS“M_E‘LZ_EJ“'”:;(_D (2n)!’
a a a 2 a 3 o - a n
(1+2) ~1+<1)x+(2>x +(3>x +—7;)<n)x ,
22 23 gt = z"
In(1 Nr—- 4= N D —
n(l+x)~z st3 -t Z( ) -

n=1

IMpumep 4.5. Anpokcuvmparu byskimjy In(1 + 2 — 22) MakTOpeHOBHM MOJHHOMOM YeTBPTOT CTEleHa.
Kopucrumo nosuaru passoj In(l +¢) =¢ — % + % - % + o(t*) xam t — 0:
(x—2%)?  (z—2) (z—a?)"

In(14+z—2*) =z — 2% — 5 + 3 - 1 +o((x—2%)"

2 1o 3 4 L3 4 at 4
:x—x—i(as — 2z +x)+§(a: —3x)—z—|—0(x)
3 4 7
=x— 5372 + §x3 - 11‘4 + o(z?).



4.3 Ilpomena rpeiike

IIpr ampokcumarmju n nyTta HenpekuAHO nudepennujadbmnne ¢yarnuje [ TejumopoBuM HOIMHOMOM
CTENeHa N Yy OKOJUHU TAYKE «:

f(x) = T(x) + Rn(z)
jaBma ce rpemka R,, npu uemy Baxu R, = o(a™).

Cunenehe onmre TBpheme je mokazao Jlarpamk, a y qokasy ce kopuctu PomoBa Teopema.

Teopema 4.1. Heka je dbyaknuja f n 4+ 1 nyra gudepeHujabuina y WHTEPBALY KOjU CAAPKA TAYKe @ U b
u Heka je T, (z) mwen TejIOpOB NOJMHOM CTENeHa n Yy OKOJUHU Tadke a. Taga 3a rpemky R, (x) Baxu

f("‘H)(C) (b a)"+1

Rulb) = 1) = Tu(b) = 0

rie je ¢ neka (HenosHara) tauka usMehy a u b.

Joxas. Ouekyjemo na R, (b) Gyne pena semmunne caeneher unana y Tejmoposom passojy, Tj. O((b — a)™t1).
Jakmne, meka je R, (b) = k- (b — a)"*! 3a mekn peanan 6poj k.
ITocmarpajmo GyHKIH]Y
g(x) = f(a) = Tn(z) — k(z — a)" .

IomceTnmo ce ma 3a noguHoM 1), BaXKh Ti* ( )= f®¥)(a) 3a k =0,1,...,n, mTo 3naun 1a je

gla)=g'(a)=g"(a)=--=g"(a)=0 u g(b)=0.
Cana kopucrumo PosoBy Teopemy.
Kako je g(a) = g(b) = 0, nmocroju rtauka x; € (a,b) Taksa na je ¢'(x1) = 0.
2) =

Kako je ¢'(a) = ¢'(x1) = 0, mocroju Tauka x2 € (a,x1) Takea aa je g’ (z

Kako je g™ (a)=¢g" (x,)=0, nocroju tauxa z,.1 € (a,z,) raxsa xa je g (z,,1)=0.

O3Ha9nMO ¢ = Tp41. JacHo je 1a je a < 41 < b. Kako je T,(L"H)(x) = 0 (u3BOx pesa n + 1 mojmHOMA CTENEHA,
n je HyJa), UMaMo

9" (e) = F V() — k- (n+ 1)),

onakmne je k = f 1 (c). Tipema Tome, R, (b) = mf("“)(c)(b —a)"tL. O

1
(n+1)!

IIpumep 4.6. Ilporenntn rpemky ampokcumaimje dbyuakunje f(z) = cosz MakIOPeHOBUM MOJINHOMO IPYTOr
crenena 3a r = 0, 6.

Ouxrosapajyhu Maknopenos nojmuom je To(z) =1 — % rpemKka je obamka

"
Ro(x) = ! 350) 23, 3a HeKo ¢ m3mely 0 u 0, 6.
Caza mpomeHnMo ancoayTHy BpegaHoct rperike 3a ¢ = 0, 6:
0,6°
|R2(0,6)| = |Smc|o 6" < ==~ = 0,036.



4.4 HcuutuBame acCUMIITOTHKE (PYHKIIHje

Baskna npumena TejnopoBor nonuaoma je y onpebuBamy acumuroruke ¢yHkmuje. Pazmorpumo cie-
nehe mpumepe.

IIpumep 4.7. 3padynaru rpaHudHe BPEIHOCTH
1 —cos*z 1 sin x
. o 2 . e . 7
2) zlggo (z -2 In(1+1/2)), ©6) :ll—r% xsin3z ’ 2 allg%) x? In x

a) Ako uckopuctumo Maksoperos pa3eoj 3a bynknujy In(1+t) =t — % + o(t?) kan t — 0 (Man0 ,0” o1
f(t) je dynxmmja 3a kojy Baxku o(f(t))/f(t) — 0 xam t — 0 1j. o(f(¢t)) je 3aHemapspuBo Maza y nopehemy ca

f(t)) nmamo ) L (1 1 1 . 1 ) 1
A\t zraetel))) = r et o) =5

AnrepraTuBHO, 3a1aTaK ce MoxKe pentutu npuMenoM Jlonurasosor npasusia. AKo yBegemo cmeny ¢ = 1/t,t — 0,
JaTu JIIMeC ce CBOJIU Ha

1 In(l+t t—1In(141t R 1 1
lim(t_n(t;_ )>=limn( 1) an. L =

=1 = _.
t—0 12 (0/0) t=0 2t 50 2(14+¢t) 2

6) Kopucrumo Maxksiopenose passoje cost =1 — % +o(t?) usint =t + o(t?) xan t — O:

— cogt _ 2 1—(1—2 2
lim 1 cosTT _ (I —cosz)(1 —i—.cosx)(l + cos® x) — 4 lim ( 5 +o(x?)) _ g
=0 xsin3x 0 x sin 3z =0 z(3x + o(x?)) 3

B) Kopucrnmo MakisiopeHoBe paspoje sint =t — % +o(t®) un(l+1t) =t+o(t) xag t — O

3
1 i 1, z—Z +o(a? 1 2
lim — In 227 — i —1n6—() =lim —-In{1- m——i—o(:lcg)
z—0 22 T z—0 22 T x—0 12 6
1 a? 5 1
ﬁ%&(‘a“(m )> =5

3
IIpumep 4.8. Hahn nomen n acnmmiToTe OyHKIH]jE 4/ ajr 1 +ax—1.
x

’”31 >0, 1j. (—00,—1)U[0,00). IIpaBa z = —1 je BepTUKaTHA ACAMOTOTA, jEP je

Homen ose dbyunkuuje je 5

3

lim +x—1=o00.
rz——1— x+1

Jla 6ucmo oxpeauiu nmoHaImame GyHKIHje Kaa T — +£00, MOKEeMO KOpUCTUTH MaKI0peHOB MOAuHOM (DYHKITH]je
(I+t)* =1+ at+ o(t) xag t — 0:

. x3 , 1
lim +x—1|=1lim [(zy/1—- —+2—1
. 1 1 . 3

ma je npasa y = 2x — % KOCA acuMIToTa Kaj x — 0o. CandHo,

. x3 ) 1

lim +zx—1]=1lm | -ay/1———+2z-1
= 1i 1 ! ! 1) = 1 1 1
N _2(I+1)+0 z+1 tre = ammoo _§+0() ’

ma je mpasa y = —% XOPHU30HTAJIHA ACUMIITOTA KaJ T — —00.




4.5 3agmamu

1. Amopokcumuparu ¢GpyHKIU]Y
y=(a®—1)e >

MaxrnopeHOBUM IOJIMHOMOM YETBPTOI CTENEHA U IPOIEHUTH I'PEIIKY alpOKCUMAallje Ha MHTEPBAIY

0, 1].

[psux net ussoga cy ¥ (z) = —2e 2% (22 — 2 — 1), y"'(x) = 2e72%(22% —dx — 1), y'"'(x) = —4de 2% (222 —
6z +1), y(z) = 16e2%(2? — 4z +2) u y®)(z) = —32e2%(2? — 5z +4). Hame je y(0) = —1, y/(0) = 2,

y"(0) = =2, ¥ (0) = —4 u ¥y (0) = 32, ma je MakIOPEHOB MOJUHOM YETBPTOI CTEIEHA
"0 (0 "o 4 0 2 4
Ty(z) = y(0) + yl(! )x—l— y2(! )xQ +Y 3(! )x3 y4(! )x4, 1j. Ty(z) = —1+2x — 2% — gx?’ + §x4.
I'pemka anpokcumanuje je
() (¢
Ry(x) = ny)xs, 3a te€(0,x), unpuuemy je x€[0,1].
3a omeny rpemke, zabumo mMakcumyM dyurnuje |y (t)| 3a t € (0,1) u y3umamo ma je x=1:
16
max | —32e % (1?2 — 5t +4)| < 32¢" -4 =128, maje |Ry(1)|<-— 3a xc][0,1].
t€(0,1) 15

2. Anpokcumuparu GyHKIU]Y

y=+v2r—1

TejmopoBuM monmmHOMOM cTemeHa 3 y okojuHU Tauke ¢ = 1. Kopucrehu oBaj moanaoM mpubiamkHO
n3pauyyHaTu /1,2 ¥ IPONEHUTU TPEIIKY.

IIpBa wermpwm m3Boma cy ' (z) = %(2;10 — 1)*4/5, y'(x) — %(2.% — 1)*9/5, Y (z) = %(Qx — 1)*14/5 u

y@® (x) = —8064/625(2x — 1)~ 19/5. Tejnopos monumom Tpeher cremena y Tausu a = 1 je
/ 1 7 1 " 1
Ty(z) = y(1) + yl(, Jw—1)+ yT(')(x 124 yg—(,)(x ~ 13, 1.
2 8 , 48 ,
T3(x) =1+ 5(I 1) 25(x 1)°+ 125 (x —1)°.

Hame je y(1,1) ~ T5(1,1) =1,037184. 3a 1 <t < 1,1 je (2t —1)71%/5 < 1, ma je
1 8064

1,1 ——
IR(1,1)] < 3

.0,1* ~5,4-1075.

3. Ompenutu MakiIOpeHOB HOJMHOM APYror CcTeneHa 3a GpyHKOUjy y = y(r) mary jeaHaduHoM  + y =

arctg(zy).
IIpso mpumerumo na je y = 0 3a z = 0. dupepenmupamem nate jennaunae (mo x) mobujamo
y+ay
Ly =220
ST T @y
omakie 3a x =y = 0 mobujamo y'(0) = —1. Hawum nudepennupameM qo06ujaMo

g = WAy ey )L+ (@9)’) — (y + 2y)2eyly + 2y')
(1+ (zy)?)? ’
omakne 3a x = y = 0 u 3/(0) = —1 mobujamo y”(0) = —2. Tpaskenm MaKIOPEHOB TOIUHOM je
Ty(z) = —2x — 22



