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4 Tejlorov polinom

4.1 Tejlorov i Maklorenov polinom

Neka je f diferencijabilna funkcija u nekoj okolini taqke a. Tada je jednaqina tangente

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a)
zapravo linearna aproksimacija funkcije f u okolini taqke a.

Ako oznaqimo
T1(x) = f(a) + f ′(a)(x− a),

tada je
f(a) = T1(a), f

′(a) = T ′1(a) i f(x) ≈ T1(x) za x iz okoline taqke a.
Polinom T1(x) je Tejlorov polinom prvog stepena za funkciju f u okolini taqke a.

Sliqno, mo�emo po�eliti da dva puta diferencijabilnu funkciju f u okolini taqke a aprok-
simiramo kvadratnim polinomom T2(x) tako da va�i

f(a) = T2(a), f
′(a) = T ′2(a) i f ′′(a) = T ′′2 (a).

Tada je
T2(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a)

2!
(x− a)2

Tejlorov polinom drugog stepena za funkciju f u okolini taqke a.

Definicija 4.1. Neka je funkcija f(x) definisana na intervalu koji sadr�i taqku a u unutrax-
�osti i n puta diferencijabilna u taqki a.

Tejlorov polinom reda n za funkciju f u okolini taqke a je polinom

Tn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + f ′′(a)

2!
(x− a)2 + f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n.

Ako je a = 0, polinom Tn nazivamo Maklorenovim polinomom.

Primer 4.1. Na�i Maklorenov polinom stepena n ∈ N za funkciju f(x) = ex.

Tra�eni polinom je oblika

Tn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn.

Kako je f(x) = f ′(x) = f ′′(x) = · · · = f (n)(x) = ex i f(0) = 1, dobijamo

Tn(x) = 1 + x+
x2

2!
+
xn

n!
=

n∑
k=0

xk

k!
.

U gor�oj formuli smo koristili da je 0! = 1 i f (0) = f .

Primer 4.2. Na�i Tejlorov polinom stepena 3 za funkciju f(x) = x3 u okolini taqke a = 2.

Ovde je f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, f ′′′(x) = 6 (primetimo da su svi izvodi reda ve�eg od 3 jednaki nuli,
pa je f(x) ≡ T3(x)). Dakle, f(2) = 8, f ′(2) = f ′′(2) = 12, f ′′′(2) = 6 i zamenom u formuli

T3(x) = f(2) +
f ′(2)

1!
(x− 2) +

f ′′(2)

2!
(x− 2)2 +

f ′′′(2)

3!
(x− 2)3

dobijamo
T3(x) = 8 + 12(x− 2) + 6(x− 2)2 + (x− 2)3.
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4.2 Maklorenovi razvoji nekih osnovnih funkcija

Maklorenovi razvoji su Maklorenovi polinomi proizvoǉnog stepena, tj. stepeni redovi. Za
funkciju f koja ima sve izvode u taqki a taj razvoj je oblika

f(x) ≈ f(0) + f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·

Primer 4.3. Na�i Maklorenov razvoj funkcije f(x) = ex.

Na osnovu primera 4.1 Maklorenovog polinoma stepena n, vidimo da je tra�eni (beskonaqni) razvoj

ex ≈ 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 + · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
.

Primer 4.4. Na�i Maklorenov razvoj funkcije f(x) = sinx.

Ovde je f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cosx, f (4)(x) = sinx = f(x), pa je f(0) = 0, f ′(0) = 1,
f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −1, f (4)(0) = 0. Prime�ujemo da je f (4k) = f , f (4k+1) = f ′, f (4k+2) = f ′′ i f (4k+3) = f ′′′

za k ∈ N. Dakle,
sinx ≈ x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
.

Sliqno se dobijaju i slede�i Maklorenovi razvoji:

cosx ≈ 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
,

(1 + x)a ≈ 1 +

(
a

1

)
x+

(
a

2

)
x2 +

(
a

3

)
x3 + · · · =

∞∑
n=0

(
a

n

)
xn,

ln(1 + x) ≈ x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
.

Primer 4.5. Aproksimirati funkciju ln(1 + x− x2) Maklorenovim polinomom qetvrtog stepena.

Koristimo poznati razvoj ln(1 + t) = t− t2

2 + t3

3 −
t4

4 + o(t4) kad t→ 0:

ln(1 + x− x2) = x− x2 − (x− x2)2

2
+

(x− x2)3

3
− (x− x2)4

4
+ o

(
(x− x2)4

)
= x− x2 − 1

2

(
x2 − 2x3 + x4

)
+

1

3

(
x3 − 3x4

)
− x4

4
+ o(x4)

= x− 3

2
x2 +

4

3
x3 − 7

4
x4 + o(x4).
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4.3 Procena grexke

Pri aproksimaciji n puta neprekidno diferencijabilne funkcije f Tejlorovim polinomom
stepena n u okolini taqke a:

f(x) = Tn(x) +Rn(x)

javǉa se grexka Rn, pri qemu va�i Rn = o(xn).

Slede�e opxte tvr�eǌe je dokazao Lagran�, a u dokazu se koristi Rolova teorema.

Teorema 4.1. Neka je funkcija f n+ 1 puta diferencijabilna u intervalu koji sadr�i taqke a i b
i neka je Tn(x) �en Tejlorov polinom stepena n u okolini taqke a. Tada za grexku Rn(x) va�i

Rn(b) = f(b)− Tn(b) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(b− a)n+1,

gde je c neka (nepoznata) taqka izme�u a i b.

Dokaz. Oqekujemo da Rn(b) bude reda veliqine slede�eg qlana u Tejlorovom razvoju, tj. O((b − a)n+1).
Dakle, neka je Rn(b) = k · (b− a)n+1 za neki realan broj k.

Posmatrajmo funkciju
g(x) = f(x)− Tn(x)− k(x− a)n+1.

Podsetimo se da za polinom Tn va�i T
(k)
n (a) = f (k)(a) za k = 0, 1, . . . , n, xto znaqi da je

g(a) = g′(a) = g′′(a) = · · · = g(n)(a) = 0 i g(b) = 0.

Sada koristimo Rolovu teoremu.

Kako je g(a) = g(b) = 0, postoji taqka x1 ∈ (a, b) takva da je g′(x1) = 0.

Kako je g′(a) = g′(x1) = 0, postoji taqka x2 ∈ (a, x1) takva da je g
′′(x2) = 0.

. . .

Kako je g(n)(a)=g(n)(xn)=0, postoji taqka xn+1 ∈ (a, xn) takva da je g
(n+1)(xn+1)=0.

Oznaqimo c = xn+1. Jasno je da je a < xn+1 < b. Kako je T
(n+1)
n (x) = 0 (izvod reda n+1 polinoma stepena

n je nula), imamo
g(n+1)(c) = f (n+1)(c)− k · (n+ 1)!,

odakle je k = 1
(n+1)!f

(n+1)(c). Prema tome, Rn(b) =
1

(n+1)!f
(n+1)(c)(b− a)n+1.

Primer 4.6. Proceniti grexku aproksimacije funkcije f(x) = cosx Maklorenovim polinomo drugog
stepena za x = 0, 6.

Odgovaraju�i Maklorenov polinom je T2(x) = 1− x2

2 , a grexka je oblika

R2(x) =
f ′′′(c)

3!
x3, za neko c izme�u 0 i 0, 6.

Sada procenimo apsolutnu vrednost grexke za x = 0, 6:

|R2(0, 6)| =
| sin c|
3!

0, 63 6
0, 63

6
= 0, 036.
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4.4 Ispitiva�e asimptotike funkcije

Va�na primena Tejlorovog polinoma je u odre�ivaǌu asimptotike funkcije. Razmotrimo sle-
de�e primere.

Primer 4.7. Izraqunati graniqne vrednosti

a) lim
x→∞

(
x− x2 ln (1 + 1/x)

)
, b) lim

x→0

1− cos4 x

x sin 3x
, v) lim

x→0

1

x2
ln

sinx

x
.

a) Ako iskoristimo Maklorenov razvoj za funkciju ln(1 + t) = t − t2

2 + o(t2) kad t → 0 (malo ,,o" od
f(t) je funkcija za koju va�i o(f(t))/f(t) → 0 kad t → 0 tj. o(f(t)) je zanemar	ivo mala u pore�e�u sa
f(t)) imamo

lim
x→∞

(
x− x2

(
1

x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

)))
= lim
x→∞

(
x− x+

1

2
+ o(1)

)
=

1

2
.

Alternativno, zadatak se mo�e rexiti primenom Lopitalovog pravila. Ako uvedemo smenu x = 1/t, t→ 0,
dati limes se svodi na

lim
t→0

(
1

t
− ln(1 + t)

t2

)
= lim
t→0

t− ln(1 + t)

t2
l.p.
===
(0/0)

lim
t→0

1− 1
1+t

2t
= lim
t→0

1

2(1 + t)
=

1

2
.

b) Koristimo Maklorenove razvoje cos t = 1− t2

2 + o(t2) i sin t = t+ o(t2) kad t→ 0:

lim
x→0

1− cos4 x

x sin 3x
= lim
x→0

(1− cosx)(1 + cosx)(1 + cos2 x)

x sin 3x
= 4 lim

x→0

1− (1− x2

2 + o(x2))

x(3x+ o(x2))
=

2

3
.

v) Koristimo Maklorenove razvoje sin t = t− t3

6 + o(t3) i ln(1 + t) = t+ o(t) kad t→ 0:

lim
x→0

1

x2
ln

sinx

x
= lim
x→0

1

x2
ln
x− x3

6 + o(x3)

x
= lim
x→0

1

x2
ln

(
1− x2

6
+ o(x2)

)
= lim
x→0

1

x2

(
−x

2

6
+ o(x2)

)
= −1

6
.

Primer 4.8. Na�i domen i asimptote funkcije

√
x3

x+ 1
+ x− 1.

Domen ove funkcije je x3

x+1 > 0, tj. (−∞,−1) ∪ [0,∞). Prava x = −1 je vertikalna asimptota, jer je

lim
x→−1−

√
x3

x+ 1
+ x− 1 =∞.

Da bismo odredili ponaxa�e funkcije kad x→ ±∞, mo�emo koristiti Maklorenov polinom funkcije
(1 + t)α = 1 + αt+ o(t) kad t→ 0:

lim
x→∞

(√
x3

x+ 1
+ x− 1

)
= lim
x→∞

(
x

√
1− 1

x+ 1
+ x− 1

)

= lim
x→∞

(
x

(
1− 1

2(x+ 1)
+ o

(
1

x+ 1

))
+ x− 1

)
= lim
x→∞

(
2x− 3

2
+ o(1)

)
,

pa je prava y = 2x− 3
2 kosa asimptota kad x→∞. Sliqno,

lim
x→−∞

(√
x3

x+ 1
+ x− 1

)
= lim
x→∞

(
−x
√
1− 1

x+ 1
+ x− 1

)

= lim
x→−∞

(
−x
(
1− 1

2(x+ 1)
+ o

(
1

x+ 1

))
+ x− 1

)
= lim
x→−∞

(
−1

2
+ o(1)

)
,

pa je prava y = − 1
2 horizontalna asimptota kad x→ −∞.
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4.5 Zadaci

1. Aproksimirati funkciju
y = (x2 − 1)e−2x

Maklorenovim polinomom qetvrtog stepena i proceniti grexku aproksimacije na intervalu
[0, 1].

Prvih pet izvoda su y′(x) = −2e−2x(x2−x− 1), y′′(x) = 2e−2x(2x2− 4x− 1), y′′′(x) = −4e−2x(2x2−
6x+1), y(4)(x) = 16e−2x(x2− 4x+2) i y(5)(x) = −32e−2x(x2− 5x+4). Daǉe je y(0) = −1, y′(0) = 2,
y′′(0) = −2, y′′′(0) = −4 i y(4)(0) = 32, pa je Maklorenov polinom qetvrtog stepena

T4(x) = y(0) +
y′(0)

1!
x+

y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
x3 +

y4(0)

4!
x4, tj. T4(x) = −1 + 2x− x2 − 2

3
x3 +

4

3
x4.

Grexka aproksimacije je

R4(x) =
y(5)(t)

5!
x5, za t ∈ (0, x), pri qemu je x ∈ [0, 1].

Za ocenu grexke, na�imo maksimum funkcije |y(5)(t)| za t ∈ (0, 1) i uzimamo da je x=1:

max
t∈(0,1)

| − 32e−2t(t2 − 5t+ 4)| < 32e0 · 4 = 128, pa je |R4(1)| <
16

15
za x ∈ [0, 1].

2. Aproksimirati funkciju
y = 5
√
2x− 1

Tejlorovim polinomom stepena 3 u okolini taqke a = 1. Koriste�i ovaj polinom pribli�no
izraqunati 5

√
1, 2 i proceniti grexku.

Prva qetiri izvoda su y′(x) = 2
5 (2x − 1)−4/5, y′′(x) − 16

25 (2x − 1)−9/5, y′′′(x) = 288
125 (2x − 1)−14/5 i

y(4)(x) = −8064/625(2x− 1)−19/5. Tejlorov polinom tre�eg stepena u taqki a = 1 je

T3(x) = y(1) +
y′(1)

1!
(x− 1) +

y′′(1)

2!
(x− 1)2 +

y′′′(1)

3!
(x− 1)3, tj.

T3(x) = 1 +
2

5
(x− 1)− 8

25
(x− 1)2 +

48

125
(x− 1)3.

Daǉe je y(1, 1) ≈ T3(1, 1) = 1, 037184. Za 1 < t < 1, 1 je (2t− 1)−19/5 < 1, pa je

|R3(1, 1)| <
1

4!

8064

625
· 0, 14 ≈ 5, 4 · 10−5.

3. Odrediti Maklorenov polinom drugog stepena za funkciju y = y(x) datu jednaqinom x+ y =
arctg(xy).

Prvo primetimo da je y = 0 za x = 0. Diferenciraǌem date jednaqine (po x) dobijamo

1 + y′ =
y + xy′

1 + (xy)2
,

odakle za x = y = 0 dobijamo y′(0) = −1. Daǉim diferenciraǌem dobijamo

y′′ =
(y′ + y′ + xy′′)(1 + (xy)2)− (y + xy′)2xy(y + xy′)

(1 + (xy)2)2
,

odakle za x = y = 0 i y′(0) = −1 dobijamo y′′(0) = −2. Tra�eni Maklorenov polinom je
T2(x) = −x− x2.
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