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Elementi analiticke mehanike

Generalisane koordinate

Ako se posmatra sistem od n materijalnih taCaka, ¢iji polozaj je odreden sa 3n
Dekartovih koordinata x;, y, i z; (i=1,2,...,n) i ako na sistem deluje k holonomnih,
nestacionarnih, zadrzavaju¢ih veza f_(X;,Y;,z;,,t)=0, (a=1,2,...,k), tada je polozaj
sistema odreden sa S=3n-k nezavisnih koordinata. Nezavisni parametri koji u
potpunosti odreduju polozaj materijalnog sistema u prostoru nazivaju se generalisane
koordinate, a njihov broj jednak je broju stepeni slobode sistema. Generalisane
koordinate obelezavaju se sa ¢; (j=1,2,...,8). Njihove dimenzije mogu biti razliCite:
duzina, ugao, povrsina,... Postoje jednoznacne veze izmedu generalisanih koordinata i
nekih drugih, npr. Dekartovih: F, = F(q,,q,,..,0,,t) = F (q;,t) (=1.2,...0) (=1.2,....9),
t. X =X (qj,t), y, = yi(qj,t), zZ, = zi(qj,t). Zamenom prethodnih jednacina u
jednaine veza moraju se dobiti identiteti, tj. fa(xi(qj,t), yi(qj,t)zi(qj,t)t)so,
(a=1,2,....,k). Ukoliko se ne bi dobili identiteti, to bi znacilo da generalisane
koordinate - q; (J=1,2,...,5) nisu medusobno nezavisne.

Generalisane brzine

Pod konfiguracijom materijalnog sistema podrazumeva se ukupnost polozaja i oblika
koje materijalni sistem zauzima u prostoru tokom kretanja. Neka je konfiguracija
materijalnog sistema odredena generalisanim koordinatama q; (j=1,2,...,8). Kretanje

tog sistema odredeno je jednaCinama kretanja q, =q,(t), g, =q,(t),...,q, =0q,(t).
Pod generalisanom brzinom podrazumeva se izvod generalisane koordinate po
vremenu, tj. (. =

T
Ako je materijalni sistem izlozen dejstvu holonomnih nestacionarnih veza, tada je
brzina i-te tacke odredena sa

- . oo o or, . o, o . O
Vi=h=—"0+_—0+ +_—CG+—_-=2 —0;+—,
0q, 0q, oq, ot =Faq; ot
- S : X L O
a odgovarajuce projekcije na ose Dekartovog sistema su npr. X; = aq j +E .U
i=1 o4

J
s

.- . . : . . T or, |
sluc¢aju holonomnih stacionarnih veza izraz za brzinu tacke je V, = Z—'q ;- [zvod
j=t ¥Hj
brzine, po generalisanoj brzini, na osnovu prethodnih izraza, jednak je izvodu vektora

polozaja po generalisanoj koordinati, tj.

o
aq;  oq,
Izvod brzine \7I po generalisanoj koordinati ¢; je
N, o (dﬁ} o’r, . 0'f | o’f, . O°F,
—=—|—"|= L+ 4, +-+ g, + .
oq; oq;\ dt 09,04 09,04 99,09 otoq
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—

Sa druge strane, parcijalni izvod —- zavisi od generalisanih koordinata i vremena, t;j.
i

or. ~
N _ f.(9,,0,5..,0,,t), tako da sledi
aq;
d|( or o't . o't o't . o’
T = q, + O +--+ gs + )
dt{ oq; 09,04 09,04 09,09 otoq
odakle sledi zakljuak o komutativnosti operatora % i a, t].
i

%_ﬂ[d_f?j_i an,
oq, oq;\dt) dt\aoq; )
Varijacija koordinata

Neka je data funkcija q = q(t). Ako se formira funkcija G(t) = q(t) + en(t), gde je ¢ -
proizvoljno mala veli¢ina, a 7(t) diferencijabilna funkcija,

q tada razlika q(t) —q(t) predstavlja promenu oblika funkcije
6g q(t) nezavisnu od vremena i naziva se varijacija funkcije
B g(t), oznacava se sa i, tj.
& =q®)—qt) = en(t).
0 oIz prethodne definicije uocava se da se vreme ne menja, tj.

ot=0, zbog cega se ove varijacije nazivaju izohrone
(sinhrone). Na osnovu prethodnog sledi da je &4 = q(t)—¢(t). Imajuéi u vidu da je

— & =q(t)—q(t), sledi zakljutak o komutativnosti diferenciranja i variranja, tj.

dt

dg . d

5{&} =& =—-(o).

Ako se pri promeni funkcije q(t) vr$i i promena argumenta t funkcije, takva varijacija
se naziva ukupna ili asinhrona i oznacava se sa & (. Kada se nezavisno promenljiva t
promeni za Jt, funkcija q(t) dobija priraStaj ¢ Jt, a ukupna varijacija je tada

Sg=a+qa,
1 za nju ne vazi komutativnost variranja i diferenciranja

(dg) d /..

5 [E] " E(5 a).

Virtualna pomeranja holonomnog sistema
Stvarno pomeranje materijalnog sistema predstavlja promenu koordinata sistema po
stvarnim putanjama zavisno od dejstva aktivnih sila i veza kojima je podvrgnut

sistem. Ova pomeranja odredena su
diferencijalima koordinata dr,. Moguce

ili virtualno pomeranje materijalnog
sistema je svako zamiSljeno beskonacno
malo pomeranje njegovih tac¢aka, koje u
datom trenutku dopustaju veze. Ako se
tacka krece po holonomnoj, stacionarnoj,
zadrzavajucoj vezi f(x,y,z)=0, virtualnih pomeranja &r tacke, u trenutku t, ima oo
mnogo i sva ta pomeranja pripadaju tangetnoj ravni na tu povrs. Samo jedno od njih
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¢e biti 1 stvarno pomeranje dr . Ako se tacka kre¢e po holonomnoj, nestacionarnoj,
zadrzavajucoj vezi f(x,y,z,t)=0, virtualno pomeranje o, koje se odreduje pri
zaustavljanju vremena, i dalje pripada tangencijalnoj ravni, a stvarno pomeranje dr
ne poklapa se ni sa jednim od virtualnih pomeranja oF . Ako je kretanje tacke zadato u
vektorskom obliku r =r(t), tada pri stvarnom pomeranju tacke, vektor pomeranja

df je diferencijal funkcije F =F(t), tj. dF = dxi +dy j +dzk . Varijacija pomeranja
oF je varijacija funkcije r=r(t), tj. elementarna promena oblika funkcije pri
konstantnoj vrednosti argumenta t. Analogno sa prehodnim je &F = Xi + dy | + &z k.
Neka se tacka M u nekom trenutku t nalazi u polozaju M(X,y,z), na vezi
f(x,y,z) =0. Ako se tacki zada virtualno pomeranje tada ¢e se ona naci u polozaju
M(X+ X, Y+&,2+0Z) na vezi, tj. f(X+X y+0dy,z+02)=0. Razvijanjem ove
funkcije u Tejlorov red i zadrzavajuéi se na linearnim ¢lanovima varijacija, dobija se

f(X,y,Z)+i5x+i§y+ﬂ52:O, ﬂ5x+—5y+ﬂ52—0, gradf -or =0.
OX oy oz OX oy

Za istu vezu, 1 stvarno pomeranje, je

f(x,y,z)+ﬂdx+idy+ﬁdz:oj ﬂdXJrgderﬂdZ:O’ gradf -df =
OX oy 0z OX oy oz

Ponavljaju¢i prethodni postupak za nestacionarnu vezu f(X,y,z,t)=0, dobija se

of of

&§X+aﬁy +a—§z =0 1 gradf -or =0, tj. nestacionarnost veze ne uti¢e na uslove
yA

koji moraju da zadovolje varijacije. Za slucaj stvarnog pomeranja, koordinate tacke
moraju da zadovolje relaciju f(x+dx,y+dy,z+dz,t+dt)=0,tj.

idx+§dy+idz +gdt =0, gradf-dr = —gdt ,
OX oy oz ot ot

odakle se zakljucuje da stvarno pomeranje dr nije u tangencijalnoj ravni i ne poklapa
se sa virtualnim pomeranjima.

Virtualno pomeranje materijalnog sistema moze biti izrazeno i preko generalisanih
koordinata. U tom slucaju, vektor polozaja i-te materijalne tacke sistema je
F=F(0,,0,,05,t) = F(a;,t) (=1,2,...0) (7=1,2,...,5). Tada je

o, or,

o, r or, or, or, o,
dr, =—-dq, +—-dg, +---+—-d +—'dt,8fi=—' +—q, + - +—X,
i aql q, + aqz q, aqs 0, aql a:ll aqz &-12 6q5 é‘q

o, = Z

aq i
a odgovarajuce projekcije na ose npr. Dekartovog sistema su
>\ OX; ay 2 0z,
é‘xi = _xj > 5)/ z J > é‘zi :Z_&j .
j=1 aqj j= l J j=1 q]

Rad sila na virtualnom pomeranju sistema
Neka je IfI rezultanta svih sila koje deluju na i-tu tacku materijalnog sistema. Rad te
sile na virtualnom pomeranju of;, tacke u odredenom poloZaju sistema, koji zauzima u
posmatranom trenutku, je

oA =F, -oF
Rad svih sila, koje deluju na n tacaka materijalnog sistema, na virtualnom pomeranju
sistema je
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Idealne veze
Veze kod kojih je zbira radova reakcija veza na virtualnom pomeranju jednak nuli,

nazivaju se idealne veze. Ako su F, reakcije veza koje deluju na i-tu tacku sistema, a

o, odgovarajuca virtualna pomeranja, tada vazi
n
D Fy, & =0.
i=1

Ako se tacka nalazi na realnoj vezi tada je ukupna reakcija veze IfW = IfN +F ,paje
5AI :lfW 5ﬁ:|fN 5ﬁ+|f,u§ﬁ :ﬁpéﬁ
Generalisane sile

Posmatra se materijalni sistem od n tacaka koji je podvrgnut dejstvu k idealnih,
stacionarnih, holonomnih, zadrzavaju¢ih veza. Ovaj sistem ima s=3n-Kk stepeni

—

slobode. Rad sila na virtualnom pomeranju, koris¢enjem izraza o¥; = Za—'&qj ,je
i1 0

=D A = Z o = Z ! ia_ =z[2ﬁ 851}&1

n
i=1 i=1 i=1 j=1 qj

0

= O
Uvodenjem oznake Q; = Z F -8—', virtualni rad je
i=1 i

&:iQ]‘mj :Ql 5q1 +Q25C]2+"'+Qsa:]s,
j=1

a koeficijenti Q; (j=1,2,...,8) uz varijacije generalisanih koordinata nazivaju se

generalisane sile. U odnosu na Dekartov koordinatni sistem, izraz kojim se definiSe
generalisana sila, ima oblik

Q=3 x, Ky, Mz |
=) aq; aq; aq;
Generalisane sile moguce je odrediti na vise nacina.

1. Direktnom primenom izraza Q; ZF Z X‘ Y, ay‘ +Z, , .

i=1 aqj i=l aq] aqj 5q,
2. Ako se sistemu zadaju takva virtualna pomeranja pri ¢emu su varijacije svih
koordinata, osim jedne, jednake nuli. Neka je npr. &, #0, &, =&, =---=, =0.

Tada je oA =Q, &,, odakle se dobija generalisana sila Q,. Na isti na¢in odreduju se i

ostale generalisane sile.
3. Ako na sistem deluju konzervativne sile tada je izraz za potencijalnu energiju
sistema E(x;,,,2;) (iF1,2,...,0), §. E (4,) = Ex(0,,0,....,0,) . Kako je dA=—cE

tada je

p)

B iaEpgq By B %E, o
i=1 aqj : 8q] 1 8qz ’ B

paje Q, =-
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LagranZev princip virtualnih pomeranja. OpSsta jednacina statike
Def. Ako se materijalni sistem, izloZen dejstvu idealnih, holonomnih i stacionarnih
veza nalazi u ravnotezi, rad svih aktivnih sila na virtualnom pomeranju sistema jednak

n
jenuli, tj. D F*-&F =0.
i=1
Potrebnost: Neka su sve tacke sistema u ravnotezi. Na i-tu tacku sistema deluje

aktivna sila F* i reakcija idealne veze N, a vazi F*+N, =0. Rad ovih sila na
virtualnom pomeranju je F*-dF + N, -oF, =0. S obzirom prethodna relacija treba da

n n
vazi za sve tacke sistema, tada je ZFia - O, +Z N, - =0. Imajuci u vidu da za

i=1 i=1

idealne veze vazi da je z N, - &F =0, dobija se z F2.oF =0.
i=1 i=1

Dovoljnost: Polaze¢i od Zlfia-é'ﬁ =0, treba pokazati da je ispunjen uslov
i=1

Ifia + Ni =0. Ako se uvede suprotna pretpostavka, tj. da za samo jednu tacku sistema
vazi F*+N, #0, pa je tada md, =F*+N, #0. To znadi da ée sistem iz stanja
mirovanja pre¢i u kretanje. U ovom slu€aju veze su stacionarne pa ¢e se stvarno
pomeranje poklopiti sa jednim od virtualnih. Zbog kretanja u smeru rezultante sila F?

n
1 N,, ove sile ¢e izvr§iti pozitivan rad, tj. Z:(Fia + N, ) or, > 0. Kako su veze idealne,
i=l

tada je z Ifia -of; >0, §to je suprotno polaznom uslovu, pa je pretpostavka pogresna,
=)

tj. za svaku tacku sistema mora da vazi F* + N, =0.
Ovaj princip moze se izraziti i u generalisanim koordinatama. S obzirom da za sistem

sa S stepeni slobode vazi 5A=ZQ ;&;, onda je uslov ravnoteZe ZQ?&} ; =0.
j=1

j=1

jo°

Varijacije generalisanih kordinata &j; medusobno su nezavisne, pa da bi bila

zadovoljena prethodna relacija mora biti Q' =Q; =---QJ =0. Za konzervativni

‘ , oE, OE, oE, .

sistem uslovi ravnoteze su = == =0. Ovaj princip moze se
a0, o, a0,

primeniti i kada materijalni sistem ¢iji je broj stepeni slobode jednak nuli.

Lagranz-Dalamberov princip. OpSta jednacina dinamike

Def. Zbir virtualnih radova svih aktivnih sila koje deluju na mehanicki sistem i svih
uslovno pridodatih sila inercije jednak je nuli.

Za i-tu taCku materijalnog sistema, primenom Dalamberovog principa, vazi
Ifia + Ni + Ifiin = 0. SaopStavajudi sistemu virtualno pomeranje i koriste¢i Lagranzev
princip, dobija se



Kako je F" =-m.d,, a veze idealne, t;. ZN =0, tada je Z(F —miéi)-éﬁ =0.
i=1 i=1

Ovaj princip, izrazen u Dekartovim koordinatama ima oblik

Zn:[(x;"‘ —mix‘i)cixi +(Yia _miyi)@’i +(Zia _mi.z.i)&i]:(),

or,
a u generalisanim koordinatama, koriste¢i of, = Z—dq i »Je
i=1

S+ F)Y T, = z[zFﬁ—r SEN. %}qj:o.

=) im0, A aq; T

S
5
1]
M=
_Th
L
‘ )
=
-
&
o
1Y)

Ako se uvedu oznake Qf ZFa 6q je
i=l j

Z(Qf +Q;n)5qj =0, 4. Qf +Q}n =0, (j=1,2,...,9).
=1
Lagranzeve jednacine II vrste

1 -
Kineticka energija materijalnog sistema je E, :Ezmivi V, = EK(qj,qj,t), pa je

Ex -y mV - N Kakoj e Vi O egi Ex =S my,-

oq; T aqj' aqj' aq; aq; o Y aq;

Diferenciranjem prethodnog izraza po vremenu, dobija se

d [ OB, nodV, oF & - dfér
el =y m——= mV, . —| —-|.
dt(aqj] le dt aq.+i§‘ b dt(aqjj

J

av,
Osnovna jednacina kretanja tacke je m, F F + N,, a ve¢ je pokazano da vazi
dfor Y Qe
dt 8q g, o P

%[GE'KJ S ()L Smy,

aq j i=1 qj i=1 aq j
Prvi ¢lan na desnoj strani prethodnog izraza predstavlja zbir odgovaraju¢ih

generalisanih sila
S Y L R
Z‘ 6q, Z‘ ‘

a drugi ¢lan je parcijalni izvod kineticke energl_]e po generalisanoj koordinati, t;.

E, & - oV, . d [ oE,
=)>» mV,-—-, pa je sada — Q} +Q]
oq; ,ZZI: aq, dt(@qJ J

i

o, =2Ni ai_o jer je pravac vektora %
aq] j=1 aq] qJ

odreden pravcem vektora \7i, pri cemu je Vi 1 Ni. Tada su Lagranzeve jednacCine 11

idealnih veza je Q ZN

j=1

vrste



A | % _
dt\ ag, ) aq, '

oE
Za sisteme koji su izlozeni dejstvu konzervativnih sila je Q; = _8_p’ pa prethodna
i
jednacina postaje

i{aEK ]_ OE,  OE,
dt\ aq, ) oa,  aq,
U slucaju stacionarnih konzervativnih sistema vazi da je E, =E_(q;), pa se dobija
i[a(EK_Ep)J_a(EK_Ep)_O d(@LJ 8L
dt aq aq, " dtlaq. | aq. J
gdeje L=E, —E, - Lagranzeva funkcija ili kineticki potencijal.

i

Ako Lagranzeva funkcija L = E, — E, ne zavisi od neke od generalisanih koordinata,

npr. od koordinate q, , tada j " aqK =0, paje
aEF =C, =const.,
o,

Sto predstavlja prvi integral jedne od diferencijalnih jednacina kretanja i naziva se
ciklicni integral. U tom slucaju generalisana koordinata ¢, naziva se cikli¢na
koordinata.

Kineticka energija sistema izraZena u generalisanim koordinatama

Kako je

TR DU DU PR A L . |
i i a 1 1 8q2 2 6qs S 5’[ = qj j 8’[ ’
tada je
~ - N2
=12miv - Z ( ' iq2+'”+ﬁQS+%j =
23 i1 aql aq, aq, ot
1 [ .Jz (aﬁ.f OF OF . oF OF . .
2. +eoot| Qg | +2——QqQ, +---+2 - Uls
243 aq, aq, aq, aq, aq,, g,
. — —\2
26_I‘8_rq1 i Bl I or, %qs +(%j .
0q, ot oq, ot ot
Uvodenjem oznaka, za j=1,2,....s i k=1,2,...,S,
" OF o o oF ar n ?
a, =a;=) m——>-, b =>m_—"- m( )
i 00 aqk i 0g, ot =)

izraz za kineticku energiju moze se napisati kao

ZZa,kq Gy +Zbqu +— c

]lkl
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Koeficijenti a; =a, nazivaju se inercioni koeficijenti (koeficijenti metrickog

i
tenzora).

: . : .o C o : :
U slucaju stacionarnog sistema je EI =0, odakle sledi daje b, =0 i ¢, =0. Tada je
kineti¢ka energija odredena sa

1 S S o
E« :Ezzajkqjqk .

j=1 k=1



