
Rada Mutav
i� �uki�

1 Redovi

1.1 Defini
ija i osobine limesa niza

Niz realnih brojeva je funkcija an : N 7→ R. Primeri nizova su:

1◦ aritmetiqki niz (an+1 − an = d za svako n ∈ N);

2◦ geometrijski niz
(

an+1

an
= q za svako n ∈ N

)

;

3◦ harmonijski niz an = 1
n .

Defini
ija 1.1. (Limes niza) Ka�emo da je

lim
n→∞

an = L

ako za svako ε > 0 postoji prirodan broj N takav da, kad god je n > N va�i |an − L| < ε.

Drugim reqima, za svako dovoǉno veliko n vrednost an je proizvoǉno blizu L.

Primer 1.1. lim
n→∞

1

n
= 0 (koliko god malu okolinu nule da izaberemo, postoji broj N tako da je za sve

n > N vrednost

1
n u toj okolini nule). Formalno, za proizvo	no ε > 0 treba da naÆemo broj N tako da

za sve n > N va�i

∣

∣

1
n − 0

∣

∣ < ε. Dakle, treba da bude n > 1
ε za sve n > N , pa je dovo	no da izaberemo neko

N za koje va�i N > 1
ε (npr. N =

[

1
ε

]

+ 1).

Primer 1.2. Limes geometrijskog niza:

lim
n→∞

qn =



















0, |q| < 1,

1, q = 1,

+∞, q > 1,

ne postoji, q 6 −1.

Ako limes niza postoji, kaжemo da on(a) konvergira, a u suprotnom da divergira.

Defini
ija 1.2. (Koxijev niz) Niz an je Koxijev, ako va�i

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) (∀m,n ∈ N) (m,n > n0 ⇒ |am − an| < ε).

U skupu R vaжi da je niz konvergentan akko je Koxijev.

Teorema 1.1. (Teorema o monotonom i ograniqenom nizu) Monotono rastu�i niz koji je ograniqen

odozgo ima konaqnu graniqnu vrednost.

1.2 Uvod o redovima

Neka je {an}∞n=1 niz brojeva. Tada se beskonaqna suma

S =

∞
∑

n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · (1.1)

naziva (beskonaqni) red, a an je ǌegov opxti qlan. Parcijalna suma reda je

Sn =

n
∑

k=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an.

Ako niz parcijalnih suma {Sn}∞n=1 konvergentan, tada kaжemo da je red (1.1) konvergentan:

∞
∑

n=1

an = L ako je lim
n→∞

Sn = L.

U suprotnom kaжemo da je red (1.1) divergentan.
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Primer 1.3. Ispitati konvergen
iju geometrijskog reda

∑∞
n=1 q

n−1
.

Za q = 1 je Sn = n, pa je limn→∞ Sn = ∞.

Za q 6= 1 je Sn = 1+ q + · · ·+ qn−1
i qSn = q + q2 + · · · qn, pa je Sn − qSn = 1− qn, odakle je Sn = 1−qn

1−q .

Konaqno, niz Sn ima konaqan limes za |q| < 1 i va�i S = limn→∞ Sn = 1
1−q .

Primer 1.4. Za |q| < 1 na�i sumu reda

∑∞
n=1 nq

n
.

Dati red se mo�e zapisati u obliku

q

∞
∑

n=1

nqn−1 = q

∞
∑

n=1

(qn)′ = q

(

∞
∑

n=1

qn

)′

.

Na osnovu prethodnog primera je

∑∞
n=1 q

n =
∑∞

n=1 q
n−1 − 1 = 1

1−q − 1 = q
1−q . Dakle, tra�ena suma je

q
(

q
1−q

)′
= q

(1−q)2 .

Primer 1.5. Ispitati konvergen
iju reda

∑∞
n=1

1
n(n+1) .

Primetimo da je

1
n(n+1) =

1
n − 1

n+1 , pa je m-ta par
ijalna suma reda

Sm =
1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
.

Dakle, suma reda je limn→∞ Sn = limn→∞

(

1− 1
n+1

)

= 1.

Primer 1.6. (Doma�i) Ispitati konvergen
iju reda a)

∑∞
n=1

1
(n+k)(n+k+1) , b)

∑∞
n=1

2n+1
n2(n+1)2 .

Posmatrajmo sada ostatak reda (1.1)

Rm =

∞
∑

n=m+1

an. (1.2)

Kako je razlika sume (1.1) i (1.2) konaqna kao zbir konaqno sabiraka, vaжi naredna teorema.

Teorema 1.2. Redovi (1.1) i (1.2) istovremeno konvergiraju i divergiraju.

Teorema 1.3. Ako red (1.1) konvergira, tada je limm→∞ Rm = 0.

Dokaz. Kako je Sm +Rm = S, to je limm→∞ Rm = limm→∞(S − Sm) = S − limm→∞ Sm = S − S = 0.

Teorema 1.4. (Test opxteg qlana) Ako je red (1.1) konvergentan, tada opxti qlan reda an → 0 kad

n → ∞.

Dokaz. Kako je an = Sn − Sn−1, va�i limn→∞ an = limn→∞(Sn − Sn−1) = 0.

Obratno tvr�eǌe ne vaжi. Primera radi, opxti qlan harmonijskog reda an = 1
n teжi nuli, a

red je divergentan, xto �e biti pokazano kasnije.
Ekvivalentno tvr�eǌe prethodnoj teoremi je da ako limn→∞ an 6= 0 ili ovaj limes ne postoji,

tada je red (1.1) divergentan.

Neka su
∑∞

n=1 an = A i
∑∞

n=1 bn = B dva konvergentna reda i neka je λ realna konstanta. Tada
vaжi

∞
∑

n=1

(an + bn) = A+B i
∞
∑

n=1

λan = λA.

Primer 1.7. Ispitati konvergen
iju reda

∑∞
n=1

n
√
2.

Primetimo da je limn→∞ an = limn→∞ 21/n = 1, pa kako opxti qlan ne te�i nuli, red divergira.

Teorema 1.5. (Koxijev opxti kriterijum konvergen
ije) Red (1.1) je konvergentan akko za svako

ε > 0 postoje prirodni brojevi k i n0 = n0(ε), tako da za svako n > n0 va�i |Sn+k − Sn| < ε.

Primer 1.8. Ispitati konvergen
iju reda

∑∞
n=1

1
n .

Primetimo da je |S2n − Sn| = 1
n+1 + 1

n+2 + ·+ 1
2n > n · 1

2n = 1
2 , pa je red divergentan.
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1.3 Redovi sa pozitivnim qlanovima

Posmatrajmo sada red (1.1), pri qemu je an > 0. Tada je niz parcijanih suma monotono rastu�i
i na osnovu teoreme o monotonom i ograniqenom nizu vaжi naredno tvr�eǌe.

Teorema 1.6. Red (1.1) sa pozitivnim qlanovima konvergira akko je niz �egovih par
ijalnih suma

ograniqen sa gor�e strane.

Teorema 1.7. (Koxijev integrali kriterijum) Neka je f(x) neprekidna, opadaju�a i pozitivna funk-

ija za x ∈ [1,∞). Tada su nesvojstveni integral

∫∞
1

f(x)dx i red

∑∞
n=1 f(n) ekvikonvergentni.

y = f(x)

∫
n

1
f(x)dx < Sn−1

f(1)

f(2)

f(3)

f(n−1)f(n)
f(4)

1 2 3 4 n−1 n

y = f(x)

∫
n

1
f(x)dx > Sn − f(1)

f(1)

f(2)

f(3)

f(n)
f(4)

1 2 3 4 n−1 n

Dokaz. Povrxina omeÆena krivom y = f(x), x-osom i pravama x = 1 i x = n jednaka je odreÆenom

integralu

∫ n

1
f(x)dx. Da	e, par
ijalna suma Sn−1 = f(1)+f(2)+ · · ·+f(n−1) jednaka je zbiru povrxina

pravougaonika xirina 1 i du�ina f(1), . . . , f(n − 1) (slika levo). Oqigledno va�i

∫ n

1
f(x)dx < Sn−1,

pa je

∫ n

1 f(x)dx < Sn. Sliqno, vrednost Sn − f(1) predstav	a zbir povrxina pravougaonika xirina 1 i

du�ina f(2), . . . , f(n) (slika desno), pa je Sn − f(1) <
∫ n

1 f(x). Dakle

∫ n

1

f(x)dx < Sn < f(1) +

∫ n

1

f(x)dx.

Na osnovu desne (leve) nejednakosti va�i da ako je integral

∫∞
1

kovergentan (divergentan), takav je i

polazni red.

Primer 1.9. Ispitati konvergen
iju reda

∑∞
n=1

1
np za p > 0.

Funk
ija f(x) = 1
xp je neprekidna, opadaju�a i pozitivna na intervalu [1,∞), pa mo�emo da prime-

nimo Koxijev integrlni kriterijum, tj. da posmatramo nesvojstveni integral

∫∞
1

dx
xp .

Za p 6= 1 je

∫ ∞

1

dx

xp
= lim

b→∞

∫ b

1

dx

xp
= lim

b→∞

(

x1−p

1− p

)

∣

∣

∣

b

1
=

1

1− p
lim
b→∞

(

1

bp−1
− 1

)

=
1

p− 1
za p > 1.

Za p = 1 je
∫ ∞

1

dx

x
= lim

b→∞
(lnx)

∣

∣

b

1
= ∞.

Dakle, red

∑∞
n=1

1
np konvergira za p > 1, a divergira za 0 < p 6 1.

Primer 1.10. Ispitati konvergen
iju reda

∑∞
n=3

1
n lnn ln lnn .

Funk
ija f(x) = 1
x ln x ln lnx zadovo	ava uslove Teoreme 1.7, pa posmatramo nesvojstveni integral

lim
b→∞

∫ b

3

dx

x ln x ln lnx
=

[

ln lnx = t,
dx/(x ln x) = dt

]

= lim
b→∞

∫ b

ln ln 3

dt

t2
= lim

b→∞

(

−1

t

) ∣

∣

∣

∣

b

ln ln 3

=
1

ln ln 3
< ∞,

pa kako je ovaj integral konvergentan, takav je i polazni red.
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Teorema 1.8. (Prvi poredbeni kriterijum) Ako za date redove sa pozitivnim qlanovima

∑∞
n=1 an i

∑∞
n=1 bn postoji prirodan broj n0 takav da va�i an 6 bn za svako n > n0, va�i:

• ako je red

∑∞
n=1 bn konvergentan, tada je i red

∑∞
n=1 an konvergentan;

• ako je red

∑∞
n=1 an divergentan, tada je i red

∑∞
n=1 bn divergentan.

Primer 1.11. Ispitati konvergen
iju reda a)

∑∞
n=1

1
n2+n+2 , b)

∑∞
n=1

e
1
n

n2 .

a) Kako je

1
n2+2n+2 < 1

n2 za n ∈ N, a red
∑∞

n=1
1
n2 je konvergentan, takav je i polazni red.

b) Primetimo da je e
1
n 6 e za n > 1, pa je

∞
∑

n=1

e
1
n

n2
6

∞
∑

n=1

e

n2
= e

∞
∑

n=1

1

n2
,

a poxto je red

∑∞
n=1

1
n2 konvergentan, prema prvom poredbenom kriterijumu takav je polazni red.

Teorema 1.9. (Drugi poredbeni kriterijum) Ako za date redove sa pozitivnim qlanovima

∑∞
n=1 an

i

∑∞
n=1 bn postoji konaqna graniqna vrednost limn→∞

an

bn
= l, l 6= 0, tada su dati redovi istovremeno

konvergenti, odnosno divergentni (ekvikonvergentni su).

Primer 1.12. Ispitati konvergen
iju reda

∑∞
n=1

1
n
√
n+1

.

Red

∑∞
n=1

1

n
3
2

je konvergentan i

lim
n→∞

1
n
√
n+1
1

n
3
2

= 1,

pa prema drugom poredbenom kriterijumu polazni red je takoÆe konvergentan.

Primer 1.13. Ispitati konvergen
iju reda

∑∞
n=1 sin(

√
n3 + 1−

√
n3).

Primetimo da je

√
n3 + 1 −

√
n3 = 1√

n3+1+
√
n3
. Kako je sin t ∼ t kada t → 0, to je prema drugom

poredbenom kriterijumu polazni red ekvikonvergentan redu

∑∞
n=1

1√
n3+1+

√
n3
. Da	e je

1√
n3+1+

√
n3

6

1
2n3/2 , a kako je red

∑∞
n=1

1
2n3/2 konvergentan, takav je i polazni red.

Teorema 1.10. (Dalamberov kriterijum) Ako za red sa pozitivnim qlanovima

∑∞
n=1 an postoji ko-

naqna graniqna vrednost limn→∞
an+1

an
= l, tada za l < 1 red konvergentan, a za l > 1 divergentan.

Primer 1.14. Ispitati konvergen
iju reda

∑∞
n=1

(n!)2

(2n)! .

Prema Dalamberovom kriterijumu, raqunamo narednu graniqnu vrednost

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(

((n+ 1)!)2

(n!)2
· (2n)!

(2n+ 2)!

)

=
1

4
< 1,

pa je dati red konvergentan.

Teorema 1.11. (Koxijev koreni kriterijum) Ako za red sa pozitivnim qlanovima

∑∞
n=1 an postoji

konaqna graniqna vrednost limn→∞
n
√
an = l, tada je za l < 1 red konvergentan, a za l > 1 divergentan.

Primer 1.15. Ispitati konvergen
iju reda

∑∞
n=1

nn

23n+1 .

Na osnovu Koxijevog korenog kriterijuma,

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n

23 · 2 1
n

= ∞,

dati red je divergentan.

Primer 1.16. Ispitati konvergen
iju reda

∑∞
n=1

(n+1

n )
n2

3n .

Na osnovu Koxijevog korenog kriterijuma

lim
n→∞

n
√
an =

1

3
lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

=
e

3
< 1

dati red je konvergentan.
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2 Alterniraju�i redovi

Defini
ija 2.1. (Alterniraju�i redovi) Red qiji znakovi naizmeniqno me�aju znak

∞
∑

n=1

(−1)n−1an, an > 0 (2.1)

zovemo alterniraju�im ili naizmeniqnim redom.

Teorema 2.1. (Lajbni
ov test) Red (2.1) konvergira ako niz an (apsolutnih vrednosti �egovog opxteg
qlana) monotono opada i te�i nuli

Primer 2.1. Red

∑∞
n=1(−1)n−1 1

n ima opxti qlan (−1)n−1an, pri qemu an = 1
n monotono te�i nuli kad

n → ∞, pa dati red konvergira.

U Lajbnicovom test konvergencije dati su dovoǉni uslove za konvergenciju, ali ne i neophodni.
Primer naizmeniqnog reda koji nije monoton a konvergira je

∞
∑

n=2

(−1)n

n+ (−1)n
.

Teorema 2.2. (Pro
ena alterniraju�eg reda) Ako je L suma reda (2.1), tada par
ijalna suma

Sm =

m
∑

n=1

(−1)n−1an

aproksimira L sa grexkom koja je ograniqena slede�im izostav	enim qlanom:

|Sm − L| 6 |Sm − Sm+1| = am+1.

2.1 Apsolutno konvergentni redovi

Defini
ija 2.2. Red

∑∞
n=1 an je apsolutno konvergentan, ako je red

∑∞
n=1 |an| konvergentan.

Ako konvergencija reda nije apsolutna, zovemo je uslovnom konvergencijom.

Teorema 2.3. Ako je red

∑∞
n=1 |an| konvergentan, tada je i red

∑∞
n=1 an konvergentan.

Orbunuto tvr�eǌe ne mora da vaжi: setimo se primera
∑∞

n=1(−1)n−1 1
n .

Primer 2.2. Ispitati konvergen
iju (apsolutnu i uslovnu) reda

∑∞
n=1

(−1)n

2n+1n! .

Proverimo da li red konvergira apsolutno, tj. da li konvergira red

∑∞
n=1 an, an = 1

2n+1n! . Koristimo

Dalamberov kriterijum, tj. posmatramo limes

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1

2(n+ 1)
= 0 < 1,

pa polazni red konvergira apsolutno (odakle sledi da konvergira i red

∑∞
n=1(−1)n−1an).
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3 Beskonaqni proizvod

Za dati niz brojeva {pn}∞n=1 definixemo beskonaqni proizvod

Π∞
n=1pn 6= 0.

Element pn je opxti qlan, a parcijalni proizvod je Pm = Πm
n=1pn. Potreban uslov za konvergenciju

beskonaqnog proizvoda je da ǌegov opxti qlan teжi jedinici.
Kako je ln(p1 · p2 · · · pn) = ln p1 + ln p2 + · · ·+ ln pn, vaжi naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.1. Beskonaqni proizvod Π∞
n=1pn, pn > 0 i red

∑∞
n=1 ln pn su ekvikonvergentni.

Primer 3.1. Ispitati konvergen
iju beskonaqnog proizvoda Π∞
n=1

(

1 + 1
n2

)

.

Na osnovu prethode teoreme, posmatramo red

∑∞
n=1 ln

(

1 + 1
n2

)

. Kako je ln
(

1 + 1
n2

)

∼ 1
n2 , tj.

lim
n→∞

ln
(

1 + 1
n2

)

1
n2

= 1,

a red

∑∞
n=1

1
n2 je konvergentan, prema drugom poredbenom kriterijumu takav je i polazni red.
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