Pada Mymasuuh Byxuh

1 PenoBnu

1.1 Hdedununuja u ocobune Jmmeca HU3a
Hwu3z peannux Opojesa je ¢yurmumja a, : N +— R. IIpumepu HU30Ba Cy:!
1° apurmerwurn HU3 (Gp4+1 — an = d 3a cBaro n € N);

2° reoOMeTpUjCKU HU3 (% = @ 3a CBaKO N € N);
n

o . _ 1
3° XapMOHWjCKM HU3 Ay = ;.

Hedbununuja 1.1. (JIumec nusa) Kaxkemo ma je

lim a, =L
n—oo

ako 3a cmako ¢ > 0 mocroju mpuponan 6poj N Takap 1a, kaj rof je n > N Baxn |a, — L| < e.

IlpyruMm peumMa, 3a CBaAKO HOBOJLHO BEJIUKO N BPETHOCT dy j€ MPOU3BOJLHO Osm3y L.

1
IIpumep 1.1. lim — = 0 (koJuMKO roj Masy OKOJIMHY HyJe Ja uzabepemo, mocroju 6poj N tako ga je 3a cBe
n—oo n

n > N BpemHOCT % y T0j okosmuu Hyse). Popmasno, 3a npoussosbHO £ > 0 Tpeba ma mahemo 6poj N Tako ma
3a cBe n > N Baxn ‘% - 0‘ < e. laxkye, Tpeba na Oyme n > % 3a cBe n > N, ma je J0BOJBHO Ja W3aDepeMo HEKO
N 3a koje Bazxkn N > 1 (mmp. N = [1] +1).

ITpumep 1.2. JIumec reomeTpujckor HI3a:

0, lg] <1,

1 =1
lim ¢" = ’ q ’
n—oo +oo, q> 1,

He nocToju, q < —1.

AKO nmMec HU3a IIOCTOjU, KaskeMO Ha OH(a) koneepzupa, a y CYIPOTHOM Aa Ju6epzupa.

Hedbununuja 1.2. (Komwnjes uu3) Hus a, je Komujes, ako Baxu

(Ve > 0) (Ing € N) (Vm,n € N) (m,n > no = |am — an| < €).

Y cryny R Baku ma je HU3 KOHBepPreHTaH akko je Komwujes.

Teopema 1.1. (Teopema o moHOTOHOM U Orpanmdenom Husy) Monorono pacryhin Hu3 Koju je orpanuven
0/103r0 UMa KOHAYHY TMPAHUTIHY BPEIHOCT.

1.2 VYBoa o pegoBuMa

Hera je {a,}52, Hus 6pojesa. Tana ce GeckoHauHA CyMa

S:Zan:a1+a2+---+an+--- (1.1)

n=1

HasuBa (OeCKOHAUHU) pend, a a, je HEeroB ONINTHU YiaH. [lapruujanna cyma pena je

n
Snzzan:al +ag+ -+ an.
k=1
Ako uu3 napuujanuux cyma {S,}°° ; kouBeprenran, tana kaskemo na je pex (1.1) komsBeprenran:

oo
> a,=L axoje lim S,=L.
n—l n— 00

Y cynporaoM kaskemo nxa je pex (1.1) museprenramn.



IIpumep 1.3. Vcnuratn KOHBEPTEHIIN]Y T€OMETPHjCKOT peia Zzozl g L
Bag=1je S, =n,najelim, . S, = oco.

Bag#1ljeSy=1+q+ +¢" ' ngSy=q+¢+---¢", maje S, — ¢S, = 1 —¢", onaxie je S, = L=L-.
1

= —17(] .

Konauno, uu3 S, nva konadan jumec 3a |¢| < 1 n Baxkn S = lim, 00 Sy,

IMpumep 1.4. Ba |g| < 1 mahin cymy pexa Y., ng™.
JlaTu pes ce MOXKe 3aIMCATH Y OOIHUKY

o0 o0 o0 /
g ng" P =q> (¢") =q ( q”) :
n=1 n=1 n=1
Ha ocroBy mperxommor mpumepa je Y o0, ¢" = > o0 ¢" 7t -1 = ;=
/
1(15) =
1

IIpumep 1.5. UcnuraTtn KOHBEPTEHIIN]Y pena Zzozl D)

_ g ;
i 1= T Jlakye, TpaxKeHa cyma je

[Ipumernmo 1a je m = 1 — 5, ma je m-Ta mapuujajiEa cyma peia
RS NS DS TS SN S S
122 03 n n+l = n4+l

Hakme, cyma pema je lim, o0 Sy = limy, oo (1 — %H) =1.

oo 2n+1

IIpumep 1.6. (Jomahu) Mcnuraru Kouseprenuujy pega a) » .- m, 6) > ICERIEE

IMocmarpajmo cama ocratak pega (1.1)
(o]
Rp= Y an. (1.2)
n=m-+1

Kako je paszmuka cyme (1.1) u (1.2) komauna kao 30up KOHAYHO cabuUpaka, BaKU HAPEIHA TEOPEMA.

‘TeopeMa 1.2. Pegosu (1.1) u (1.2) ucroBpemeHo KOHBEPrupajy U JAUBEPrUpajy. ‘

‘ Teopema 1.3. Axo pen (1.1) xouseprupa, taga je lim,,_ . R, = 0. ‘

[oxas. Kaxko je Sy, + Ry, = S, 10 je limy, 00 Ry = limy, 00 (S — Spn) = 5 — limyy 00 Sy =5 — 5 = 0. O

Teopema 1.4. (Tecr ommrer unana) Axo je pex (1.1) kouBeprenran, Taja ONINTH WiaH peaa a, — 0 kas
n — oo.

Aoxas. Kaxo je a, = S, — Sp—1, Bakn limy, 00 @y, = limy, 00 (Sp, — Sp—1) = 0. O

O6patuo tBpheme He Basku. Ilpumepa panm, OnmTu YgaH XapMOHUjCKOT pena a, = % TeXRU HYyJIH, &

pem je mMBepreHTaH, mMTO Ne OUTU MOKA3aHO KACHUjE.

ExBuBasientno TBpheme mpeTxomHoj Teopemu je ma ako lim, o a, # 0 win oBaj JuMec He TOCTOjU,
tana je pen (1.1) nuseprenran.

Heka cy Y .- a, =Amu > >~ b, =B IBa KOHBepreHTHa pela U HEKa je A peasHa KoHCTaHTa. Tazna
BaKN

i(anJan):AJrB u i)\an:)\A.
n=1 n=1

IIpumep 1.7. VcnuraTn KOHBEPTeHIWM)y pesa » ., /2.

IIpumerumo ma je limy, o0 @y = limy, o0 ol/n — 1, ma Kako OMITITH WJIaH He TeXKW HYJIN, PeJl INBeprupa.

Teopema 1.5. (Kommjes ommru kpurepujym kouseprennuje) Pex (1.1) je KOHBepreHTan akkO 3a CBAKO
£ > 0 mocroje mpupoaHn 6pojesn k n ng = ng(e), Tako Ja 3a CBaKO N = ng BaXKM |S, 1 — Sy| < €.

IIpumep 1.8. Vcnuratn KOHBEPreHIMjy pea » . o L

n=1n"

IMpumerumo na je |S2, — Sp| = n+r1 + n+r2 + -+ % >n- % = %, ma je pej AWBepPreHTaH.



1.3 PepoBu ca NO3UTUBHUM YJaHOBUMA

IMocmatpajmo cana pen (1.1), mpu yemy je a, > 0. Taga je HU3 mapuujaHux CyMa MOHOTOHO pacTyhn
1 Ha OCHOBY Te€OPEeMe O MOHOTOHOM M OT'DAHUYEHOM HU3Y BayKM HapemqHO TBpDeme.

Teopema 1.6. Pex (1.1) ca mo3uruBHUM 4IaHOBAMA KOHBEPIUPA AKKO je HU3 HETOBUX MAPIHUJATHUAX CyMa
OTPAHUYEH Ca FOPHHE CTPaHe.

Teopema 1.7. (Komwjes unrerpasnu kpurepujym) Heka je f(x) nenpekuana, onagajyha u nosurusna yHK-
nuja 3a x € [1,00). Taza cy HecBojcrBeHU MHTErpas floo f(z)dz u pen 377 | f(n) exBuKOHBEpreHTHH.

[ f(z)de < Sp—1 [ f(z)dz > Sn — f(1)

Joxas. Toepumna omehena kpusom y = f(x), x-ocom u npasama © = 1 u x = n jeguaka je oapeheHom
UHTerpaJy fln f(x)dx. Jamwe, napuujanua cyma S,—1 = f(1)+ f(2)+---+ f(n—1) jennaka je 36upy nospruuaa
r[paBoyraOHI/IKa mmprra 1w gyxnaa f(1),..., f(n — 1) (cmka xeso). Ounrneapo Baxkn [ f(z)dz < Sp_1,
ma je fl x)dx < S,. Canuno, Bpexnoct S, — f (1) HpeILCTaBJ'ba 36I/Ip MOBPITUHA TPABOYTAOHUKA, IMTUPUHA 1 U
Ly 2KIHA, f( ), ..., f(n) (cimuka mecHo), na je S, — f(1) < fl ). Jakie

/f Ydx < S, < f(1 /f

. . o0 .
Ha ocroBy jecre (7eBe) HejeIHAKOCTH BazKH Ja ako je HHTerpan [, KOBEPreHTaH ([IMBEPIeHTAH), TAKAB je i
TIOJTA3HA Pel. [l

IIpumep 1.9. Vcnurarn KOHBEPTEHIH]Y pena ZZO 1 ﬁ 3ap > 0.

Dynkimja f(z) = 1 = je HempekwaHa, onanajyha n mosuTueHa Ha WHTEpBATY [1,00), r[a MOYKEMO Ja IpuMe-
anvo Kommjen I/IHTeI‘pJ'IHI/I KPUTEPUjyM, Tj. Ta TTOCMATPAMO HECBOJCTBEHN WHTETPA f1

Bap#1je

> dx . b de . x1=P\ b 1 . 1 1
— = lim — = lim ‘ — lim —1 =—— 3a p>1.
1 2P booo )y 2P b \1—p/) 1 1—pb—>oo br— p—1

Bap=1je

ITJ

/ d_J:: lim (lnx)‘i:oo.
1

x b—o0
Haxke, pen fo:l an KOHBeprupa 3a p > 1, a auBeprupa 3a 0 < p < 1.

IIpumep 1.10. VcrnuraTn KOHBEPTEHIU]y pea » .- L

n=3 nlnnilnlnn"
1

Oynxnyja f(2) = — s 3ad0Bosbasa yciose Teopeme 1.7, ma mocMarpamMo HECBOjCTBEHH HHTEIDAJl

b

hm/bdiz Inlnz=t | _ , ' ﬁzlim 1
b—oo J3 zlnzlnlnax dz/(xlnz)*dt b=00 finig 2 booo \

Ima Kako je OBaj MHTerpaJ KOHBEPreHTaH, TAKaB je U MOJa3HU Pe/I.

= < o0,
Inln3 Inln3



TeopeMa 1.8. (IIpsu mopenbenu Kpurepujym) AKo 3a Jare pesoBe Ca MO3UTUBHUM UIaHOBHMA Z

a
=1 n
> > n—1 bn mOCTOju HIpUpPOAAH OPOj N TaKaB Ja BaxXKn a, < b, 3a cBaxo n > ng, BaxKM:

® ako je pex y -, b, KOHBeprenTam, Taja je n pes Zf}o 1 Gn KOHBEPTCHTAH

® aKo je pen 22021 a,, JTUBEPTEHTAH, TaJa je W pes Zf}o 1 by, IuBeprenTan

1
0 en
n=1 n2 "

IIpumep 1.11. Ucnuraru KoHBEpreHuujy pea a) ZZO 1 m, 6) >
a) KaKojem< - 3an €N, aperd -

> | 73 je KOHBEPTEHTAH, TAKAB je M TOTAa3HU PeJl.
6) IIpumerumo na je ew <eszan>

1, ma je

(oo} oo o0 1
nESw S

a TIOIITO je pej )~ | =3 KOHBEPIeHTAH, IPeMa IPBOM MOPEI0EeHOM KPUTEPUjyMy Takap je IIOIa3HH Pejl

@
L\D 3=

Teopema 1.9. (pyru nopenbenun kpurepujym) AKo 3a jare peaoBe ca MO3UTUBHUM UJIAHOBAMA, Y Qnp,
o] .
— n

oo
n=1

. wn

u Zn 1 by, mOCTOjE KOHAYHA MPAHUIHA BPEAHOCT limy, o0 = l, 1 # 0, rama cy Jaru pejioBU UCTOBPEMEHO

KOHBEPIeHTHU, OJJHOCHO JMBEPreHTHU (€KBUKOHBEPIEHTHH CY )

IMpumep 1.12. VcnuTaTn KOHBEPTeHIHU]y pea » .. L

n=1 ny/n+1"
00 1 .
Pen > <, ~y Je xoupeprentai i )
. VTl
lim /il _ g
n—r oo

-3
Ma, MpeMa, IPyroM mopea0eHOM KPUTEPU]YMY TOJIa3HU Tf)(zm je Takohe KOHBepTreHTaH
IIpumep 1.13. Ucnuraru KOHBepFeHHI/ij pena ZOO

o sin(vn? +1—+vn3).
IMpumernmo nma je vnd3 +1 — vn3 = ﬁ— Kako je sint ~ t xkama t — 0, TOo je mpema Apyrom
TopeIGeHOM KPHTepHjyMy TOJa3HU el eKBUKOHBEPTeHTaH ety » oo ﬁ Hame je ————= <
2n+/2, a Kako je pej 22021 %;3/2 KOHBEPreHTaH, TAKAB je U IMOJIA3HU PeJ

HaYHa, TPAHUTHA BPETHOCT lim, oo a;“

Teopema 1.10. (JanamGepos kpurepujym) AKO 3a pej Ca MO3UTUBHUM WIAHOBUMA » | d, IOCTOJH KO-

=1, Tama 3a | < 1 pex koHBepreHTaH, a 3a [ > 1 iI/IBepFeHTaH

2
IIpumep 1.14. Vcnuratnn KOHBEPTEHITH]Y PeIa Zzozl E;;l)),
IIpema /TaaMbepoOBOM KPUTEPHjYMY, PAUYHAMO HAPEIHY TPAHUYIHY BPETHOCT

im i (((n—i—l)!)Q. (2n)! ): 1

- <1,
n—oo Gy n—o0 (n!)? (2n +2)! 4

ma je JIaTh peJi KOHBEPreHTaH.

Teopema 1.11. (Komujes kopenu kpurepujym) AKo 3a peJ| ca IO3UTUBHEM 9IAHOBUMA, » -~ | G, MOCTOjA

oo .
KOHATHA TPAHUTHA BpeTHOCT lim, o /a, = [, Taga je 3a [ < 1 pea KOHBepreHTaH, a 3a [ > 1 quBeprenTaHn

IIpumep 1.15. Vcnurarn KOHBepreHuujy peaa y . 23’;11

Ha ocroBy KommjeBor KopeHor Kpurepmjyma

lim /a, = lim

n—oo n—o0 23 . 2n

= OO,
JATU peJl je TUBepreHTaH.

nt1)\n
Ipumep 1.16. Vcnurartn KOHBepreHIujy peaa » .. ()

n=1 3n .
Ha ocrory KommjeBor KopeHOT KpUTEpHjyMa

n—oo n—r oo

1 1\"
lim a,, = 3 lim (1 + —> = ;
n

JATH peJl, je KOHBEPTEeHTAaH.




2 Anarepuupajyhu pemoBu

Hedununumja 2.1. (Aunrepuupajyhiu pegosu) Pes unju 3HaKOBU HAM3MEHUYHO MEHajy 3HAK

Z(—l)”‘lan, anp >0
n=1

30BEMO aJTepHupajyNuM Win Han3MEeHNIHIM DEeIOM.

(2.1)

Teopema 2.1. (JIajouunos recr) Pex (2.1) kouBeprupa ako HU3 @, (aCoayTHUX BPEIHOCTU HErOBOT OIIITEr
YJIaHa) MOHOTOHO OTIAJIa U TEKU HYJIH

Ipumep 2.1. Pex > 7 (—1)" 'L yva onwrn wran (—1)"~'a,, npu vemy a, = L mMonorono Texu mynu xas
n — 00, Ma JATH peJ] KOHBepTHpa.

Y JlajOoHUIoBOM TECT KOHBEPTEHIMj€e TATU Cy HOBOJLHU YyCJIOBE 38 KOHBEPIEHIN]Y, aJll HE 1 HEOIXO,IHU.
IIpumep HamsaMeHWYHOT pena KOju HUje MOHOTOH a KOHBEPrupa je

oo

—1)"
Z()

n=2 n+ (_1)71

Teopema 2.2. (IIponena anrepuupajyher pena) Ako je L cyma pema (2.1), taga napiujaina cyma

Sm = i(l)”lan

ampokcuMupa L ca TpemKkoM Koja je orpaHutdeHa ciaeaenuM n30CTaBHEHUM TITAHOM:

|Sm - L| < |Sm - m+1| = Qm+1-

2.1 AmncoayTHO KOHBEPT€HTHU PEIOBU

Hed ja 2.2. Pen 3 7 an j j > et lan]
ebununuja 2.2. Pen )~ a, je alIcomyTHO KOHBEPreHTaH, ako je ped ) -~ |a,| KonBepreaTam.

Axo0 KOHBepremiuja pena HUje alncoJyTHA, 30BEMO je YCIOBHOM KOHBEPTEHIU]OM.

. o0 - o]
‘ Teopema 2.3. Axo je pex )~ |a,| KOHBeprenTan, Taja je u pei » .~ | G, KOHBEPreHTAH.

Opb6ynryTo TBpheme HE MOpa ma BayKU: CETUMO CE€ MPUMEPA anl(—l)"*%.
IIpumep 2.2. Ucnurarn KoHBepreniujy (amcosyTHy U yCIOBHY) peaa » . - 2(;—11):;

ITpOBEPMMO 113 I PeJ; KOHBEPTHPA ATICOTYTHO, Tj. 14 JI KOHBEPTHPA PEIL Y | G, (n = - Koprernyo
JlanamM6epoB KpUTEPHjyM, Tj. TOCMATPAMO JTUMEC

. An+1
lim 2+

im ——— =0<1,

oo n—1
IIa. [OJIA3HN PeJ] KOHBePrupa ancomyTHo (ogaxie cieau ja KoHseprupa u pex » = (—1)"""ay)



3 DBeckoHayHu mpom3BO/I

3a nartu Hu3 6pojeBa {p,}oo, mepuHMUIIEMO GECKOHAYUHN IPOU3BOL

I 1 pn # 0.

Enement p,, je onmru winan, a napuujasasan npounssorn je P, = 1" p,. [lorpeban ycioB 3a KOHBEPTEHIN]Y
GECKOHAYHOT TPOM3BOAA j€ Na HerOB ONINTU YJIaH TEKU jeTUHUIN.
Kako je In(py -p2---pn) =Ilnp; +Inpy + - - -+ Inp,, Basku mapenso repheme.

Teopema 3.1. Beckonaunun mponsson 1102 py,, pn > 0 n pex Zzozl In p,, cy EKBUKOHBEPTeHTHH.

IIpumep 3.1. Hcnuraru KouBeprennujy 6ecKoHaIHOT npoussoia 1197, (1 + #)

Ha ocrosy mperxoze Teopeme, mocmarpamo peg, .- In (14 23). Kako je In (14 %) ~ &, =j.
In(1+ %
lim M =1,

a pen, Zzozl # j€ KOHBEpPreHTaH, TpeMa JIPyroM MOPEI0EHOM KPUTEPHUjyMy TAKaB je U TMOJA3HU Pesl.



