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2 Matrice i determinante

2.1 Matrice

Matrica formata m× n je pravougaona tabela brojeva sa m vrsta i n kolona. Zapisujemo je u
obliku 

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 .
Element aij se nalazi u i-toj vrsti i j-toj koloni date matrice.

Ako je m = n, matricu zovemo kvadratnom.

Kvadratna matrica dimenzije n je a) dijagonalna, b) gorǌe-trougaona ili v) doǌe-trougaona,
ako je oblika

a)


a11 0 · · · 0
0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

 , b)


a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

 ili v)


a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 .

Sabira�e matrica

Mo�emo sabirati matrice istih formata tako xto sabiramo elemente na odgovaraju�im po-
zicijama, tj. ako su date matrice A = [aij ]m×n i B = [bij ]m×n, tada je A+B = [aij + bij ]m×n.

Za matrice A, B, C i nula matricu O istih formata va�i: (A+B) +C = A+ (B +C), A+O =
O +A = A, B +A = A+B.

Mno�e�e matrice brojem

Matrica se mno�i brojem tako xto se svi elementi matrice pomno�e tim brojem, tj. α[aij ]m×n =
[αaij ]m×n.

Za matrice A i B istih formata i konstante α i β va�i: (α+β)A = αA+βA, α(A+B) = αA+αB,
α(βA) = (αβ)A.

Mno�e�e matrica

Matrice A i B se tim redom mogu mno�iti, ako je Am×n i Bn×p. Tada je A · B = Cm×p. Ako je
A = [aij ], B = [bij ] i C = [cij ], tada je cij =

∑p
k=1 aikbkj, tj. matrice se mno�e tako xto se za svaku

poziciju skalarno pomno�e vrsta iz prve matrice sa kolonom iz druge matrice.

Jediniqna matrica E ili I je kvadratna matrica oblika
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 .
Ako je A proizvoǉna kvadratna matrica iste dimenzije kao E, tada je AE=EA=A.

Za matrice A, B, C i D odgovaraju�ih formata i konstantu α va�i: (AB)C = A(BC), (A+D)B =
AB +DB, (αA)B = A(αB) = α(AB).

Primetimo da u opxtem sluqaju mno�eǌe matrica nije komutativno, tj.AB 6=BA. Xtavixe, ako
je AB definisano, onda to ne mora biti i BA.

1



Stepenova�e matrice

Za kvadratnu matricu A i broj n ∈ N matricu An definixemo induktivno: A1 = A, An+1 = AnA.

Primer 2.1. Na�i A3, ako je A =

[√
3/2 1/2

−1/2
√
3/2

]
.

Prvo raqunamo A2=A ·A=
[

1/2
√
3/2

−
√
3/2 1/2

]
, a zatim A3=A2 ·A=

[
0 1
−1 0

]
.

2.2 Determinante

Determinanta je broj koji pridru�ujemo kvadratnoj matrici. Znamo da raqunamo determinante
do tre�eg reda:

|a11| = a11,∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a21a22,∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − (a31a22a13 + a32a23a11 + a33a21a12).

Neka je data kvadratna matrica A = [aij ] dimenzije n.

Definicija 2.1. (i) Minor Mij elementa aij je determinanta reda n− 1 koja se dobija izostav	a-
�em i-te vrste i j-te kolone iz matrice A.

(ii) Algebarski kofaktor (komplement) Aij elementa aij je broj (−1)i+jMij .

Va�i naredna teorema.

Teorema 2.1. (Laplasov razvoj determinante)

detA =
∑n

j=1 aijAij za i = 1, 2, . . . , n (razvoj po i-toj vrsti);

detA =
∑n

i=1 aijAij za j = 1, 2, . . . , n (razvoj po j-toj koloni).

Pravila za rad sa determinantama.

1. Ako su u determinanti D dve vrste (kolone) proporcionalne, tada je D = 0.
2. Zamenom mesta dve vrste (kolone) determinanta meǌa znak.
3. Determinanta se mno�i brojem α tako xto se elementi jedne vrste (kolone) pomno�e sa α.
4. Determinanta se ne meǌa ako elementima jedne vrste (kolone) dodamo elemente neke druge

vrste (kolone) pomno�ene brojem α.
5. Vrednost determinante gorǌe trougaone matrice jednaka je proizvodu elemenata na glavnoj

dijagonali.

Va�i det(AB) = detA · detB.

Primer 2.2. Izraqunati vrednost determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 2 3
4 0 2 4
1 0 1 1
4 −1 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Oznaqimo i-tu vrstu (kolonu) matrice sa Vi (Ki), zamenu mesta i-te i j-te vrste sa Vi↔Vj , mno�e�e sa k

i-te vrste sa kVi i operaciju dodava�a j-te vrste pomno�ene sa k i-toj vrsti sa Vi+kVj . Tada determinantu
mo�emo izraqunati na slede�i naqin:∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 2 3
4 0 2 4
1 0 1 1
4 −1 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
V4+V1====

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 2 3
4 0 2 4
1 0 1 1
7 0 2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1(−1)1+2

∣∣∣∣∣∣
4 2 4
1 1 1
7 2 8

∣∣∣∣∣∣
K2−K1
K3−K1==== −

∣∣∣∣∣∣
4 −2 0
1 0 0
7 −5 1

∣∣∣∣∣∣ = −2.
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2.3 Inverzna matrica

Definicija 2.2. Transponovana matrica matrice A, u oznaci AT nastaje kada u matrici A vrste
zamene mesta sa odgovaraju�im kolonama.

Va�i detA = detAT i (AB)T = BTAT .
Neka je Aij algebarski kofaktor elementa aij u kvadratnoj matrici A.

Definicija 2.3. Adjungovana matrica adjA matrice A je matrica
A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

...
...

. . .
...

An1 An2 · · · Ann


T

(transponovana matrica kofaktora).

Definicija 2.4. Inverzna matrica A−1 matrice A (ako postoji) je matrica za koju va�i A−1A =
AA−1 = E.

Ako inverzna matrica postoji, matricu zovemo regularnom. Inaqe je matrica singularna.

Teorema 2.2. Inverzna matrica postoji ako i samo ako determinanta matrice nije nula.

Kada inverzna matrica postoji, nalazimo je po formuli

A−1 =
1

detA
adjA.

Va�i (A−1)−1 = E i (AB)−1 = B−1A−1.

Matriqne jednaqine oblika AX = B i XA = B, gde su A i B poznate matrice, a X nepoznata
matrica, rexavamo mno�eǌem sa A−1 sa leve, odnosno sa desne strane redom. Tada je rexeǌe
oblika X = A−1B, odnosno X = BA−1.

Primer 2.3. Na�i A−1, ako je A =

1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

.
det(A) = 2, adjA =

 1 0 1
−2 2 −2
−3 2 −1

 , pa je A−1 =

 1/2 0 1/2
−1 1 −1
−3/2 1 −1/2

 .
2.4 Rang matrice

Podmatrica matrice A je matrica koja nastaje izostavǉaǌem nekih vrsta ili kolona iz ma-
trice A.

Definicija 2.5. Rang matrice je dimenzija �ene najve�e kvadratne regularne podmatrice.

Rang matrice je zapravo dimenzija prostora koji generixu ǌene kolone. To odgovara maksimal-
nom broju ǌenih linearno nezavisnih kolona, za xta se ispostavǉa da je isto xto i maskimalan
broj ǌenih linearno nezavisnih vrsta.

Rang matrice raqunamo korix�eǌem elementarnih transformacija matrice:

1. zamena mesta dve vrste (kolone);
2. mno�eǌe elemenata jedne vrste (kolone) nenula brojem;
3. mno�eǌe elemenata jedne vrste (kolone) nenula brojem i dodavaǌe na odgovaraju�e elemente

neke druge vrste (kolone).

Primenom elementarnih transformacija dobijaju se ekvivalente matrice - one koje imaju isti

rang. Prilikom nala�eǌa ranga matricu svodimo na kvazi-trougaonu matricu oblika
[
P Q
O O

]
,

gde je P (regularna) gorǌe trougaona matrica i O nula matrica. Tada je rang matrice jednak
dimenziji matrice P .

3



Primer 2.4. U zavisnosti od parametra a na�i rang matrice A =

2 1 −a
1 3 −1
3 −a −1

.
Prvo raqunamo detA = a2 + 7a − 8 = (a − 1)(a + 8). Sledi da je za a 6= −8 i a 6= 1 matrica A

regularna, pa je �en rang r(A) = 3. Inaqe posmatramo (vode�u) podmatricu

[
2 1
1 3

]
koja je regularna

(�ena determinanta je 5), pa je r(A) = 2.

2.5 Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori matrice

Definicija 2.6. Karakteristiqni polinom ili karakteristiqna jednaqina kvadratne matrice A
je

χA(λ) = det(A− λE).

Definicija 2.7. Sopstvene vrednosti matrice A su nule �enog karakteristiqnog polinoma.

Sopstveni vektor matrice A koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ je bilo koja kolona matrica v (koja
nije nula matrica) za koju va�i Av = λv.

Primer 2.5. Na�i sopstvene vrednosti i jedan sopstveni vektor matrice A =

[
−6 3
4 5

]
.

Sopstvene vrednosti su rexe�a jednaqine det(A− λE) = 0, tj.∣∣∣∣−6− λ 3
4 5− λ

∣∣∣∣ = 0,

odakle dobijamo jednaqinu λ2 + λ− 42 = 0. Dakle, sopstvene vrednosti su −7 i 6.

Na�imo sada sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ = 6. Neka je v =

[
x
y

]
. Treba da

va�i [
−6 3
4 5

] [
x
y

]
= 6

[
x
y

]
, tj.

[
−12x+ 3y
4x− y

]
=

[
0
0

]
.

Obe jednaqine se svode na y = 4x, pa je sopstveni vektor bilo koji vektora oblika c

[
1
4

]
(c 6= 0).

2.6 Zadaci

1. Na�i A−1, ako je A =

[
1 2
3 4

]
.

Rexeǌe. Kako je detA=

∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣=− 26=.0, postoji A−1, koju nalazimo po formuli

A−1 =
1

detA
adjA = −1

2

[
4 −3
−2 1

]
=

[
−2 3/2
1 −1/2

]
.

2. Rexiti matriqnu jednaqinu AX = A+ E + 2X, gde je A =

 2 0 1
−1 3 −0
0 2 1

.
Rexeǌe. Datu jednaqinu mo�emo napisati u obliku (A− 2E)X = A+E, odakle je X =M−1N ,
gde je M = A− 2E i N = A+ E. Dakle,

M =

 0 0 1
−1 1 −0
0 2 −1

 i N =

 3 0 1
−1 4 −0
0 2 2

 .
Daǉe nalazimo detM = −2,

adjM =

−1 2 −1
−1 0 −1
−2 0 0

 i X =
1

2

−1 2 −1
−1 0 −1
−2 0 0

 ·
 3 0 1
−1 4 −0
0 2 2

 =

5/2 −3 3/2
3/2 1 3/2
3 0 1

 .

4



3. Rexiti matriqnu jednaqinu (A+X)−1 = BX−1, gde su date matrice

A =

1 0 1
2 1 1
0 −1 0

 i B =

1 3 0
0 0 1
1 0 1

.
Rexeǌe. Mno�eǌem date jednaqine sa A+X sa leve i sa X sa desne strane dobijamo jednaqinu
X = (A+X)B, tj. X(E −B) = AB. Ako uvedemo oznake M = E −B i N = AB, tada je tra�eno
rexeǌe X = NM−1. Prvo nalazimo matrice

M =

 0 −3 0
0 1 −1
−1 0 0

 i N =

2 3 1
3 6 2
0 0 −1

 .
Daǉe je detM = −3,

adjM =

0 0 3
1 0 0
1 3 0

 i X =

−4/3 −1 −2
−8/3 −2 −3
1/3 1 0

 .
4. Rexiti matriqnu jednaqinu AXB = AX + E, gde su date matrice

A =

 1 2 −2
1 2 −1
−1 0 3

 i B =

−1 0 2
0 2 −1
0 1 2

.
Rexeǌe. Data jednaqina se mo�e napisati u obliku AX(B − E) = E, odakle se mno�eǌem sa
A−1 sa leve i sa (B − E)−1 sa desne strane dobija X = A−1(B − E)−1 = ((B − E)A)−1. Neka je

M = (B − E)A =

−2 0 2
0 1 −1
0 1 1

 ·
 1 2 −2

1 2 −1
−1 0 3

 =

−4 −4 10
2 2 −4
0 2 2

 = 2P,

gde je P =

−2 −2 5
1 1 −2
0 1 1

. Tada je detP = 1,

adjP =

 3 7 −1
−1 −2 1
1 2 0

 i X =
1

2
P−1 =

 3/2 7/2 −1/2
−1/2 −1 1/2
1/.2 1 0

 .

5. Izraqunati vrednost determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 1 1
1 3 1 1 1
1 1 4 1 1
1 1 1 5 1
1 1 1 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexeǌe. Raqunamo:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 1 1
1 3 1 1 1
1 1 4 1 1
1 1 1 5 1
1 1 1 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
V2−V1
V3−V1====
V4−V1
V5−6V1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 1 1
−1 2 0 0 0
−1 0 3 0 0
−1 0 0 4 0
−11 −5 −5 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 0 0
−1 0 3 0
−1 0 0 4
−11 −5 −5 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣
K2+2K1====

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0 0
−1 −2 3 0
−1 −2 0 4
−11 −27 −5 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣=−
∣∣∣∣∣∣
−2 3 0
−2 0 4
−27 −5 −5

∣∣∣∣∣∣=−
(
−2
∣∣∣∣ 0 4
−5 −5

∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣ −2 4
−27 −5

∣∣∣∣)

=394.

6. Izraqunati vrednost determinante D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a4 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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Rexeǌe.

D =abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
a b c d
a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣
K2−K1
K3−K1
K4−K1====abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
a b− a c− a d− a
a2 b2 − a2 c2 − a2 d2 − a2
a3 b3 − a3 c3 − a3 d3 − a3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=abcd(b− a)(c− a)(d− a)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

b+ a c+ a d+ a
b2 + ba+ a2 c2 + ca+ c2 d2 + da+ a2

∣∣∣∣∣∣
K2−K1
K3−K1====abcd(b− a)(c− a)(d− a)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

b+ a c− b d− b
b2 + ba+ a2 (c− b)(a+ b+ c) (d− b)(a+ b+ d)

∣∣∣∣∣∣
=abcd(b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)

∣∣∣∣ 1 1
a+ b+ c a+ b+ d

∣∣∣∣
=abcd(b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d− c).

7. Na�i rang matrice A =


2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5

.
Rexeǌe. Primenom elementarnih transformacija nalazimo

A
V1↔V2∼


1 −2 1 −4 2
2 −4 3 1 0
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5

 V2−2V1
V4−4V1∼


1 −2 1 −4 2
0 0 1 9 −4
0 1 −1 3 1
0 1 0 12 −3


V2↔V3∼


1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
0 0 1 9 −4
0 1 0 12 −3

 V4−V2∼


1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
0 0 1 9 −4
0 0 1 9 −4


V4−V3∼


1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
0 0 1 9 −4
0 0 0 0 0

 .
Dakle, r(A) = 3 (jednak broju nenula elemenata na glavnoj dijagonali).

8. U zavisnosti od parametara α i β na�i rang matrice

A =


1 2 3 −1 4
3 −1 0 2 −1
−1 5 6 1 10
3 6 α β 3

.
Rexeǌe. Raqunamo

A

V2−3V1
V3+V1
V4−3V1∼


1 2 3 −1 4
0 −7 −9 5 −13
0 7 9 0 14
0 0 α− 9 β + 3 −9

 V3+V2∼


1 2 3 −1 4
0 −7 −9 5 −13
0 0 0 5 1
0 0 α− 9 β + 3 −9


K3↔K5∼


1 2 4 −1 3
0 −7 −13 5 −9
0 0 1 5 0
0 0 −9 β + 3 α− 9

 V4+9V3∼


1 2 4 −1 3
0 −7 −13 5 −9
0 0 1 5 0
0 0 0 β + 48 α− 9

 .
Dakle, za β = −48 i α = 9 je r(A) = 3, a inaqe je r(A) = 4.
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