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3 Sistemi linearnih jednaqina

Posmatrajmo sistem od m linearnih jednaqina sa n nepoznatih x1,x2,. . . , xn:

a11x1 +a12x2 +· · ·+a1nxn = b1
a21x1 +a22x2 +· · ·+a2nxn = b2
...

...
...

...
am1x1+am2x2+· · ·+amnxn=bm,

(3.1)

ili, u matriqnom obliku

AX = B, A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 , B =


b1
b2
...
bn

 , X =


x1

x2

...
xn

 ,
gde je A matrica sistema, B kolona slobodnih qlanova i X kolona nepoznatih.

Rexeǌe ovog sistema je ure�ena n-torka brojeva (x1, x2, . . . , xn), qijom zamenom u polazni sistem
jednaqine sistema postaju taqne jednakosti. Ka�emo da je sistem:
(1) saglasan (rexiv), ako ima bar jedno rexeǌe;

(1a) odre�en, ako ima jednistveno rexeǌe;

(1b) neodre�en, ako ima beskonaqno mnogo rexeǌa;
(2) nesaglasan (nerexiv), ako nema rexeǌa.

Ako je b1 = b2 = · · · = bn = 0, sistem zovemo homogenim i takav sistem uvek ima (trivijalno)
rexeǌe (x1, x2, . . . , xn) = (0, 0, . . . , 0).

Pored matrice sistema A, posmatra se jox i proxirena matrica sistema:

[A|B] =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm

 .

3.1 Rexava�e sistema jednaqina matriqnom metodom

Ako kvadratni sistem linearnih jednaqina zapixemo u obliku matriqne jednaqine AX = B,
tada je u sluqaju da je detA 6= 0 rexeǌe sistema jednaqina X = A−1B.

Primer 3.1. Matriqnom metodom rexiti sistem jednaqina
x− y + 2z = 8

−2x+ y + z = −5
4x− y − 3z = 7.

Napiximo polazni sistem u obliku matriqne jednaqine AX = B. Tada je

A =

 1 −1 2
−2 1 1

4 −1 −3

 , X =

xy
z

 i B =

 8
−5

7

 .
Inverzna matrica matrice A je A−1 =

1

4

2 5 3
2 11 5
2 3 1

 , pa je X = A−1B =

 3
−1

2

 .
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3.2 Gausov metod eliminacije

Gausov metod eliminacije se sastoji u primeni transformacija koje ne meǌaju rexeǌe sistema
(prevode ga u ekvivalentan sistem) da bi eliminisali jednu po jednu promenǉivu iz sistema.
Transformacije koje ne meǌaju rexeǌe sistema su:

(1) zamena mesta dve jednaqine sistema;

(2) mno�eǌe jedne jednaqine sistema nenula brojem;

(3) mno�eǌe jedne jednaqine sistema nekim brojem i dodavaǌe nekoj drugoj jednaqini sistema.

Primenom navedenih transformacija proizvoǉan sistem se mo�e svesti na neki sistem u ka-
nonskom obliku. tj. sistem kod koga je proxirena matrica kvazi-trougaona:

α11 α12 · · · α1n β1

0 α22 · · · α2n β2

...
...

...
...

0 0 · · · αrn βr
0 0 · · · 0 βr+1

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0


Ovakav sistem �e imati rexeǌe ako i samo ako je βr+1 6= 0 (inaqe �e postojati jednaqina

oblika 0 = 1). U tom sluqaju promenǉive xi nalazimo ,,vra�aǌem unazad”, tako xto prvo izrazimo
promenǉivu iz posledǌe jednaqine, zatim tu vrednost ubacimo u pretposledǌu itd.

Primer 3.2. Rexiti sistem jednaqina
x− y + 2z = 8

−2x+ y + z =−5
4x− y − 3z = 7

Gausovim metodom.

Transformacije sistema �emo pratiti na proxirenoj matrici sistema (transformacije su samo nad
vrstama da se ne bi promenilo rexe�e sistema). Oznaqimo i-tu vrstu matrice sa Vi, zamenu mesta i-te i
j-te vrste sa Vi↔Vj , mno�e�e sa k i-te vrste sa kVi i operaciju dodava�a j-te vrste pomno�ene sa k i-toj
vrsti sa Vi+kVj . Raqunamo 1 −1 2 8

−2 1 1 −5
4 −1 −3 7

 V2+2V1
V3−4V1∼

 1 −1 2 8

0 −1 5 −11

0 3 −11 −25

 V3+3V2∼

 1 −1 2 8

0 −1 5 −11

0 0 4 8

 .
Iz tre�e jednaqine dobijamo da je z = 2. Ako to uvrstimo u drugu jednaqinu dobijamo −y + 5 · 2 =
−11, odakle je y = −1. Konaqno, kada dobijene vrednosti za z i y uvrstimo u prvu jednaqinu dobijamo
x− (−1) + 2 · 2 = 8, odakle je x = 3. Dakle, rexe�e sistema je (x, y, z) = (3,−1, 2).

2



3.3 Kroneker-Kapelijev stav

U sistemu jednaqina (3.1) oznaqimo sa r(A) rang matrice sistema, sa r([A|B]) rang proxirene
matrice sistema i neka je n broj nepoznatih. Kriterijum za rexivost sistema linearnih jednaqina
nam daje naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.1. (Kroneker-Kapelijev stav) Sistem linearnih jednaqina je saglasan ako i samo ako je
r(A) = r([A|B]). Da	e, ako je r(A) = r([A|B]) = n sistem ima jedinstveno rexe�e, a ako je r(A) =
r([A|B]) = k < n, k ∈ N, sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a (n− k promen	ivih uzima proizvo	ne
vrednosti, a ostale promen	ive se izra�avaju preko �ih).

Primer 3.3. Ispitati saglasnost sistema jednaqina
x+m2y = −m−m3

x+m3y =−m2 −m3

x+ my = −m2 −m.
Prvo svodimo proxirenu matricu sistema na kvazi-trougaonu:1 m2 | −m−m3

1 m3 | −m2 −m3

1 m | −m2 −m

 V2−V1
V3−V1∼

1 m2 | −m−m3

0 m3 −m2 | m−m2

0 m−m2 | m3 −m2

 V2↔V3
V3+mV2∼

1 m2 | −m−m3

0 m−m2 | m3 −m2

0 0 | m(m− 1)2(m+ 1)

 .
Posled�i korak va�i pod uslovom da je m 6= 0. Razlikujemo qetiri sluqaja.

(1) Ako je m 6= 0 i m 6= ±1 rang matrice sistema je 2, a rang proxirene matrice sistema je 3, pa sistem
nema rexe�a.

(2) Ako je m = 0 proxirena matrica sistema se svodi na1 0 | 0
0 0 | 0
0 0 | 0

 ,
pa je rang matrice sistema 1 i jednak je rangu proxirene matrice seistema, pa sistem ima rexe�e.
Kako je taj broj ma�i od broja nepoznatih 2, sistem ima beskonaqo mnogo rexe�a.

(3) Ako je m = 1 proxirena matrica postaje 1 1 | −2
0 0 | 0
0 0 | 0

 ,
pa je odgovor isti kao u prethodnom sluqaju.

(4) Ako je m = −1 proxirena matrica je 1 1 | 2
0 −2 | −2
0 0 | 0

 .
Vidimo da se rang matrice sistema poklapa sa rangom proxirene matrice sistema i da je u ovom
sluqaju taj broj jednak broju nepoznatih (2), pa sistem ima jedinstveno rexe�e.
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3.4 Kramerovo pravilo

Kvadratne sisteme (kod kojih je broj jednaqina jednak broju nepoznatih) mo�emo rexati pomo�u
Kramerovog pravila. Dakle, neka je dat sistem jednaqina oblika (3.1) pri qemu je m = n. Treba
izraqunati determinantu sistema

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i determinante promenǉivih

∆x1
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 · · · a1n

b2 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

bn an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , ∆x2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 · · · a1n

a21 b2 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , ... , ∆xn
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · b1
a21 a22 · · · b2
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Razlikujemo tri sluqaja.

(1) Ako je ∆ 6= 0 sistem ima jedinstveno rexeǌe (x1, x2, . . . , xn) =
(

∆x1

∆ ,
∆x2

∆ , . . . ,
∆xn

∆

)
.

(2) Ako je ∆ = 0 i bar jedna od determinanti ∆x1 ,∆x2 , . . . ,∆xn nije nula, sistem nema rexeǌa.

(3) Ako je ∆ = ∆x1
= ∆x2

= · · · = ∆xn
= 0, sistem ili ima beskonaqno mnogo rexeǌa ili nema

rexeǌa (pomo�u Kramerovog pravila ne mo�emo dobiti precizniji odgovor). Tada sistem
rexavamo Gausovim metodom eliminacije.

Primer 3.4. Rexiti sistem jednaqina
x+ ay + z = −2
ax+ y + z = 1
x− 4y − z = 8.

Sistem mo�emo rexiti pomo�u Kramerovog pravila. Na�imo potrebne determinante:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 a 1
a 1 1
1−4−1

∣∣∣∣∣∣ = (a− 1)(a− 2), ∆x =

∣∣∣∣∣∣
−2 a 1

1 1 1
8−4−1

∣∣∣∣∣∣ = 9(a− 2),

∆y =

∣∣∣∣∣∣
1−2 1
a 1 1
1 8−1

∣∣∣∣∣∣ = 6(a− 2), ∆z =

∣∣∣∣∣∣
1 a−2
a 1 1
1−4 8

∣∣∣∣∣∣ = −(a− 2)(8a+ 7).

(1) Ako je a 6= 1 i a 6= 2 sistem ima jedinstveno rexe�e (x, y, z) =
(

9
a−1 ,

6
a−1 ,

8a+7
1−a

)
.

(2) Ako je a = 1 sistem nema rexe�a.

(3) Ako je a = 2 sistem rexavamo Gausovim metodom eliminacije: 1 2 1−2
2 1 1 1
1 −4−1 8

 V2−2V1
V3−V1∼

 1 2 1 −2

0 −3 −1 5

0 −6 −2 10

 V3−2V2∼

 1 2 1 −2

0 −3 −1 5

0 0 0 0

 .
Rexe�e sistema je (x, y, z) = (3 + t, t,−5− 3t), t ∈ R.
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3.5 Zadaci

1. Rexiti sistem jednaqina
−x+ y − az + u = 0
x− y + z − au= 0

2x + y + z = 1
.

Rexeǌe. Ako prvu jednaqinu dodamo drugoj, a zatim prvu jednaqinu pomno�imo sa dva i
dodamo tre�oj jednaqini, dobijamo (ekvivalentan) sistem

−x + y − az + u= 0

(1− a)z + (1− a)u= 0

3y + (1− 2a)z + 2u = 1

.

(1) Ako je a 6= 1, promenǉive x, y i z su vezane, a promenǉiva u je slobodna, pa je u = t, t ∈ R.
Iz druge jednaqine izra�avamo z, iz tre�e y, a iz prve x i dobijamo rexeǌe (x, y, z, u) =(

1
3 + t

3 (a+ 2), 1
3 −

t
3 (2a+ 1),−t, t

)
, t ∈ R.

(2) Ako je a = 1, promenǉive x i y su vezane, a promenǉive z i u su slobodne. Uzimamo da je
z = t, u = s, t, s ∈ R i nalazimo rexeǌe (x, y, z, u) =

(
1
3 −

2
3 t+ 1

3s,
1
3 + 1

3 t−
2
3s, t, s

)
, t, s,∈ R.

2. U zavisnosti od parametara a i b rexiti sistem jednaqina

2x− y + 3z = 2
x+ 2y + z = −1

4x+ 3y + az = 0
x− 3y + bz = a− 2

.

Rexeǌe. Sistem rexavamo Gausovim metodom eliminacije:
2−1 3 2
1 2 1 −1
4 3 a 0
1−3 b a− 2

 V2↔V1∼


1 2 1 −1
2 −1 3 2
4 3 a 0
1 −3 b a− 2


V2−2V1
V3−3V1
V4−V1∼


1 2 1 −1

0 −5 1 4

0 −5 a− 4 4
0 −5 b− 1 a− 1


V3−V2
V4−V2∼


1 2 1 −1

0 −5 1 4

0 0 a− 5 0
0 0 b− 2 a− 5


(1) Za a 6= 5 nastavǉamo proces eliminacije tako xto mno�imo tre�u jednaqinu sa 2−b

a−5 i
dodajemo je qetvrtoj jednaqini. Tada se sistem svodi na stepenasti sistem

x + 2y + z = −1

−5y + z = 4

(a− 5)z = 0

0 = a− 5

.

Posledǌa jednaqina sistema je u kontradikciji sa pretpostavkom a 6= 5, pa u ovom sluqaju
sistem nema rexeǌa.

(2) Za a = 5 sistem je ekvivalentan sistemu
x + 2y + z =−1

−5y + z = 4

(b− 2)z = 0

.

Daǉe razlikujemo dva podsluqaja.

(2a) Ako je b 6= 2 sistem ima jedinstveno rexeǌe (x, y, z) =
(

3
5 ,−

4
5 , 0
)
.

(2b) Ako je b = 2 promenǉiva z je slobodna: z = t, t ∈ R, a ostale promenǉive se izra�avaju
preko ǌe. Rexeǌe je (x, y, z)=

(
3
5 −

7
5 t,−

4
5 + 1

5 t, t
)
, t ∈ R.

3. Rexiti sistem jednaqina

x+ ay + z = −2
ax+ y + z = 1
x− 4y − z = 8

7x+ 8y + 5z =−2a

.
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Rexeǌe. U primeru 3.4 smo naxli rexeǌe sistema koji qine prve tri jednaqine ovog sistema
i preostaje da vidimo da li to rexeǌe zadovoǉava qetvrtu jednaqinu sistema.

Za a 6= 1 i a 6= 2 sistem koju qine prve tri jednaqine polaznog sistema ima jedinstveno
rexeǌe (x, y, z) =

(
9

a−1 ,
6

a−1 ,
8a+7
1−a

)
. Kada to rexǌe uvrstimo u qetvrtu jednaqinu dobijamo

7 · 9
a−1 + 8 · 6

a−1 + 5 · 8a+7
1−a = −2a, tj. a2 − 21a+ 38 = 0, odakle je a = 19 (pretpostavili smo da je

a 6= 2).

Dakle, za a = 19 rexeǌe sistema je (x, y, z) =
(

1
2 ,

1
3 ,−

53
6

)
.

Neka je a = 2. Kada rexeǌe prve tri jednaqine (x, y, z) = (3 + t, t,−5 − 3t), t ∈ R uvrstimo u
qetvrtu jednaqinu dobijamo 7(3 + t) + 8t+ 5(−5− 3t) = −4, tj. 0 = 0, pa sistem ima beskonaqno
mnogo rexeǌa: (x, y, z) = (3 + t, t,−5− 3t), t ∈ R.
Za a = 1 sistem koji qine prve tri jednaqine datog sistema nema rexeǌa, pa i ceo sistem
nema rexeǌa. Dakle, za a 6= 2 i a 6= 19 sistem nema rexeǌa.

4. Ispitati saglasnost sistema jednaqina

x− 2y − z = 3
2x− y + z =−a
3x+ (a− 1)y + 3z = 1
ax+ y + 2z = 2

.

Rexeǌe. Mo�emo koristiti Kroneker-Kapelijev stav, pa na�imo rang matrice sistema A i
proxirene matrice sistema [A|B]. Kako raqunamo samo rang, mo�emo vrxiti i transfor-
macije nad kolonama. Oznaqimo i-tu kolonu matrice sa Ki, a i-tu vrstu i transformacije
matrice kao u prethodnim primerima. Raqunamo

1 −2 −1 3
2 −1 1−a
3 a− 1 3 1
a 1 2 2

K3↔K1∼


−1 −2 1 3

1 −1 2−a
3 a− 1 3 1
2 1 a 2


V2+V1
V3+3V1
V4+2V1∼


−1 −2 1 3

0 −3 3 3− a
0 a− 7 6 10
0 −3 a+ 2 8


V3+ a−7

3 V2

V4−V2∼


−1 −2 1 3

0 −3 3 3− a
0 0 a− 1 1

3 (−a2 + 10a+ 9)
0 0 a− 1 a+ 5

 V4↔V3∼


−1 −2 1 3

0 −3 3 3− a
0 0 a− 1 a+ 5
0 0 a− 1 1

3 (−a2 + 10a+ 9)

 .
Za a = 1 je r(A) = 2 i r([A|B]) = 3, pa sistem nema rexeǌa.

Za a 6= 1 nastavǉamo postupak svo�eǌa matrice na kvazi-trougaonu oduzimaǌem tre�e vrste
od qetvrte i dobijamo matricu

−1 −2 1 3

0 −3 3 3− a
0 0 a− 1 a+ 5

0 0 0 − 1
3 (a− 1)(a− 6)

 .
Ovde je r(A) = 3, a r([A|B]) je 3 za a = 6 i sistem tada ima jedinstveno rexeǌe, odnosno 4 za
a 6= 6 i sistem tada nema rexeǌa.

5. Rexiti sistem jednaqina
2x− (a− 1)y + 2z = 1
x− y − az = 2
x+ 3y + z = a.

Rexeǌe. Sistem mo�emo rexiti pomo�u Kramerovog pravila. Raqunamo determinante
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∆ =

∣∣∣∣∣∣
2 −a+ 1 2
1 −1 −a
1 3 1

∣∣∣∣∣∣ = a2 + 6a+ 5 = (a+ 1)(a+ 5),

∆x =

∣∣∣∣∣∣
1 −a+ 1 2
2 −1 −a
a 3 1

∣∣∣∣∣∣ = a3 − a2 + 7a+ 9 = (a+ 1)(a2 − 2a+ 9),

∆y =

∣∣∣∣∣∣
2 1 2
1 2 −a
1 a 1

∣∣∣∣∣∣ = 2a2 + a− 1 = (a+ 1)(2a− 1),

∆z =

∣∣∣∣∣∣
2 −a+ 1 1
1 −1 2
1 3 a

∣∣∣∣∣∣ = a2 − 5a− 6 = (a+ 1)(a− 6).

(1) Ako je ∆ 6= 0, tj. ako je a 6= −1 i a 6= −5 sistem ima jedinstveno rexeǌe (x, y, z) =(
a2−2a+9

a+5 , 2a−1
a+5 ,

a−6
a+5

)
.

(2) Ako je a = −5 sistem nema rexeǌa.

(3) Ako je a = −1 sistem rexavamo Gausovim metodom eliminacije2 2 2 1
1−1 1 2
1 3 1−1

 V2↔V1∼

 1 −1 1 2
2 2 2 1
1 3 1−1

 V2−2V1
V3−V1∼

 1 −1 1 2

0 4 0−3
0 4 0−3

 V3−V2∼

 1 −1 1 2

0 4 0−3
0 0 0 0

 .
Mo�emo uzeti da je promenǉiva z slobodna: z = t, t ∈ R. Iz druge jednaqine je y = − 3

4 , a
iz prve x = 5

4 − t. Dakle, sistem je (jednostruko) neodre�en i ǌegovo rexeǌe je (x, y, z) =(
5
4 − t,−

3
4 , t
)
, t ∈ R.
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