
Rada Mutav
i� �uki�

1 Brojni redovi - dopuna

Teorema 1.1. (Ocena ostatka za integralni test) Neka je f(k) = ak, gde je f neprekidna, opadaju�a i
pozitivna funkcija za x > n i red

∑
an je konvergentan. Tada za ostatak reda Rn = S − Sn va�i∫ ∞

n+1

f(x)dx 6 Rn 6
∫ ∞
n

f(x)dx. (1.1)

Primer 1.1. (a) Aproksimirati sumu reda
∑∞

n=1
1
n3 pomo�u prvih 10 qlanova. Proceniti grexku te

aproksimacije.
(b) Koliko qlanova je potrebno da bi aproksimacija bila taqna do na 0.0005?

(a) Funkcija f(x) = 1
x3 zadovo	ava uslove za integralni test, pa posmatramo integral

∫∞
n

dx
x3 = 1

2n2 .
Tra�ena aproksimacija je

S10 =
1

13
+

1

23
+ · · ·+ 1

103
≈ 1.1975,

a na osnovu teoreme 1.1 je

R10 6
∫ ∞
10

dx

x3
=

1

200
,

pa je grexka najvixe 0.005.

(b) Taqnost 0.0005 znaqi da treba na�i n za koje je Rn 6 0.0005. Kako je

Rn 6
∫ ∞
n

dx

x3
=

1

2n2
,

treba da va�i
1

2n2
< 0.0005, tj. n2 >

1

0.001
= 1000, pa je n >

√
1000 = 31.6.

Dakle, treba uzeti 32 qlana da bi se postigla taqnost 0.0005.

Ako na svakoj strani nejednakosti (1.1) dodamo Sn dobijamo

Sn +

∫ ∞
n+1

f(x)dx 6 S 6 Sn +

∫ ∞
n

f(x)dx. (1.2)

Na ovaj naqin se dobija taqnija aproksimacija sume S(x) od one dobijene parcijalnom sumom Sn(x).

Primer 1.2. Koriste�i formulu (1.2) za n = 10 proceniti sumu reda
∑∞

n=1
1
n3 .

Koristimo procenu

S10 +

∫ ∞
11

dx

x3
6 S 6 S10 +

∫ ∞
10

dx

x3
, tj. S10 +

1

2 · 112
6 S 6 S10 +

1

2 · 102
.

Kako je S10 ≈ 1.197532 dobijamo 1.201664 6 S 6 1.20253. Ako procenimo S sredinom ovog intervala,
grexka nije ve�a od polovine intervala, pa je

∞∑
n=1

1

n3
≈ 1.2021 sa grexkom R < 0.0005.

Primer 1.3. Aproksimirati sumu reda
∑∞

n=0
(−1)n

n! tako da bude taqna na tri decimale (R < 0.001).

Red konvergira po Lajbnicovom kriterijumu, jer je niz 1
n! opadaju�i ( 1

n! > 1
(n+1)! ) i te�i nuli kad

n → ∞. Da bismo videli koliko qlanova reda treba uzeti da bi se dobila tra�ena aproksimacija,
koristimo svojstvo da je

|Rn| = |S − Sn| 6 |an+1| =
1

(n+ 1)!
.

Dakle, treba da va�i 1
(n+1)! < 0.001, tj. (n+1)! > 1000. Kako je 6! = 720 i 7! = 5040, treba aproksimirati

red sa S6 = 1−1+ 1
2−

1
6+

1
24−

1
120+

1
720 ≈ 0.368056 i tada za grexku aproksimacije va�i |R6| 6 1

7! < 0.0002.
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2 Funkcionalni redovi

Neka je dat niz funkcija {fn(x)}∞n=1 definisanih na intervalu [a, b]. Tada se beskonaqna suma
∞∑

n=1

fn(x) (2.1)

naziva funkcionalni red.
Za funkcionalni red ka�emo da je konvergentan u taqki x0, ako je brojni red

∑∞
n=1 f(x0) konver-

gentan, a skup svih takvih taqaka predstavǉa oblast konvergencije funkcionalnog reda. Red (2.1) je
apsolutno konvergentan na nekom intervalu, ako je na tom intervalu konvergentan red

∑∞
n=1 |fn(x)|.

m-ta parcijalna suma i m-ti ostatak su Sm(x) =
∑m

n=1 fn(x) i Rm(x) =
∑∞

n=m+1 fn(x). Ako je red
konvergentan na intervalu [a, b], va�i da je limx→∞Rm(x) = 0 za svako x ∈ [a, b].

Definicija 2.1. (Uniformna konvergencija) Funkcionalni red (2.1) je uniformno konvergentan
na intervalu [a, b], ako za svako ε > 0 postoji prirodan broj n0 = n0(ε) (nezavisno od taqke x) tako da
va�i

|Rn(x)| = |S(x)− Sn(x)| < ε, tj. S(x)− ε < Sn(x) < S(x) + ε.

za svako n > n0 i svako x ∈ [a, b].

Naredna teorema obezbe�uje dovoǉan uslov za uniformnu konvergenciju.

Teorema 2.1. (Vajerxtrasova teorema) Ako za svako x ∈ [a, b] i svako n > n0 va�i

|fn(x)| 6 an,

gde je brojni red
∑∞

n=1 an konvergentan, tada je funkcionalni red (2.1) apsolutno i uniformno kon-
vergentan na [a, b].

Primer 2.1. a) Pokazati da je red
∑∞

n=1
1
n! konvergentan; b) Ispitati uniformnu konvergenciju reda∑∞

n=1
sinnx
n! na intervalu (−∞,∞).

a) Primetimo da je
1

n!
=

1

1 · 2 · 3 · · ·n
6

1

1 · 2 · 2 · · · 2
=

1

2n
,

xto je opxti qlan konvergentnog geometrijskog reda, pa je takav i polazni red prema prvom poredbenom
kriterijumu.

b) Kako je
∣∣ sinnx

n!

∣∣ 6 1
n! za svako n ∈ N i svako x ∈ (−∞,∞), a red

∑∞
n=1

1
n! je konvergentan na osnovu dela

pod a), to polazni red uniformno konvergira na osnovu Vajerxtrasovog kriterijuma za x ∈ (−∞,∞).

Teorema 2.2. Neka je red S =
∑∞

n=1 fn(x) uniformno konvergentan na intervalu [a, b], pri qemu su
elementi fn(x) neprekidne funkcije. Tada va�i

� suma S je tako�e neprekidna funkcija na intervalu [a, b];

�

∫ x

x0

S(t)dt =

∫ x

x0

[ ∞∑
n=1

fn(t)

]
dt =

∞∑
n=1

∫ x

x0

fn(t)dt, tj. red se mo�e integraliti qlan po qlan od x0

do x za svako x0, x ∈ [a, b].

Teorema 2.3. Ako svi qlanovi fn konvergentnog reda
∑∞

n=1 fn(x) imaju neprekidne izvode i ako
je red

∑∞
n=1 f

′
n(x) uniformno konvergentan na intervalu [a, b], tada u svakoj taqki x ∈ [a, b] va�i[ ∞∑

n=1

fn(x)

]′
=

∞∑
n=1

f ′(x), tj. red se mo�e diferencirati qlan po qlan.
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2.1 Stepeni redovi

Stepeni red je red oblika
∞∑

n=0

cnxn = c0 + c1x+ c2x
2 + · · · , (2.2)

gde je x promeǉiva, a konstante cn su koeficijenti reda. Za svako fiksirano x, stepeni red je
brojni red i mo�emo ispitivati ǌegovu konvergenciju.

Suma reda je funkcija
S(x) = c0 + c1x+ c2x

2 + · · · ,

qiji je domen skup svih taqaka x za koje red (2.2) konvergira.
Primera radi, ako je cn = 1 za svako n, stepeni red (2.2) je geometrijski red

∞∑
n=0

xn,

koji je konvergentan za x ∈ (−1, 1), a divergentan inaqe.

Opxtije, red oblika

∞∑
n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + · · · (2.3)

je stepeni red u okolini taqke a. Primetimo da su za x = a svi qlanovi reda nula za n > 1, pa je
stepeni red (2.3) uvek konvergentan za x = a.

Primer 2.2. Ispitati za koje x je stepeni red
∑∞

n=0 n!x
n konvergentan.

Za x 6= 0 je

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)|x| =∞,

pa je red konvergentan samo za x = 0.

Primer 2.3. Ispitati za koje x je stepeni red
∑∞

n=0
(x−2)n

n konvergentan.

Za x 6= 0 je

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|x− 2|,

pa je red konvergentan za |x− 2| < 1, tj. za x ∈ (1, 3). Za |x− 2| > 1 red je divergentan, a sluqajeve x = 1
i x = 3 moramo tretirati odvojeno.

Za x = 1 red se svodi na
∑∞

n=0
(−1)n

n , koji je konvergentan prema Lajbnicovom pravilu, a za x = 3 red
se svodi na harmonijski red

∑∞
n=0

1
n , koji je divergentan.

Dakle, dati stepeni red je konvergentan za x ∈ [1, 3).

Teorema 2.4. Za dati stepeni red
∑∞

n=0 cn(x− a)n postoje samo tri mogu�nosti:

(i) red konvergira samo za x = a;

(ii) red konvergira za svako x;

(ii) postoji pozitivan broj R tako da red konvergira za |x− a| < R, a divergira za |x− a| > R.

Broj R iz prethodne teoreme se naziva radijus konvergencije. U sluqaju (i) je R = 0, a u sluqaju
(ii) je R = ∞. Interval konvergencije stepenog reda je x ∈ (a − R, a + R). U sluqaju (iii) treba
dodatno ispitati krajeve intervala konvergencije x = a±R.

Primer 2.4. Na�i radijus i interval konvergencije stepenog reda
∑∞

n=0
(−3)nxn

√
n+1

.

Posmatramo koliqnik ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−3x

√
n+ 1

n+ 2

∣∣∣∣∣→ 3x, kada n→∞.
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Dakle, red je konvergentan za 3|x| < 1, tj. za |x| < 1
3 , pa je radijus konvergencije R = 1

3 . Znamo da
je dati red konvergentan za x ∈ (− 1

3 ,
1
3 ), ali moramo proveriti taqke x = ± 1

3 . Za x = − 1
3 red se svodi

divergentan red
∑∞

n=0
1√
n+1

(red
∑∞

n=0
1
np za p 6 1). Za x = 1

3 red postaje
∑∞

n=0
(−1)n
n+1 , koji je konvergentan

prema Lajbnicovom kriterijumu. Sledi da je interval konvergencije datog stepenog reda (− 1
3 ,

1
3 ].

Na osnovu prethodnog primera, jasno je da se radijus konvergencije mo�e na�i po formuli

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ .
Sliqno, na osnovu Koxojevog korenog kriterijuma, va�i

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

.

Teorema 2.5. Stepeni red
∑∞

n=0 cn(x − a)n polupreqnika konvergencije R konvergira apsolutno i
uniformno za x ∈ [a− r, a+ r], gde je 0 < r < R.

2.2 Predstav	a�e funkcija u obliku stepenih redova

Odre�eni tipovi funkcija mogu se predstaviti u obliku stepenog reda korix�eǌem geome-
trijskih redova, ili diferenciraǌem ili integracijom takvih redova. Ovaj metod predstavǉaǌa
funkcija je koristan za integrale koji nisu elementarno izraqunǉivi (kada se primitivna funk-
cija ne mo�e izraziti preko elemetarnih funkcija), za rexavaǌe diferencijalnih jednaqina i za
aproksimaciju funkcije polinomima.

Podsetimo se geometrijskog reda

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · · =

∞∑
n=0

xn, |x| < 1. (2.4)

Primer 2.5. Izraziti 1/(1 + x2) kao sumu stepenpg reda i na�i interval konvergencije.

Ako u jednaqini (2.4) zamenimo −x sa x2 dobijamo

1

1 + x2
=

1

1− (−x2)
=

∞∑
n=0

(−x2)n =

∞∑
n=0

(−1)nx2n = 1− x2 + x4 − x6 + · · ·

i ovaj red je konvergentan za | − x2| < 1, tj. za |x| < 1. Dakle, interval konvergencije je (−1, 1).

Primer 2.6. Predstaviti u obliku stepenog reda funkciju f(x) = x3/(x+ 2).

x3

x+ 2
=

x3

2

1

1− (−x/2)
=

x3

2

∞∑
n=0

(
−x

2

)n
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
xn+3 =

∞∑
n=3

(−1)n−1

2n−2
xn.

Diferencira�e i integracija stepenog reda

Znamo da je za konaqne sume izvod (odnosno integral) sume jednak sumi izvoda (odnosno inte-
grala). U narednoj teoremi dati su uslovi kada isto va�i za beskonaqnu sumu, u sluqaju stepenih
redova.

4



Teorema 2.6. Neka je dat stepeni red
∑∞

n=0 cn(x − a)n polupreqnika konvergencije R. Tada je zbir
stepenog reda

S(x) =

∞∑
n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + · · ·

diferencijabilna (i zato neprekidna) funkcija na intervalu (a−R, a+R) i va�i

S′(x) =

∞∑
n=1

ncn(x− a)n−1 = c1 + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + · · · ,

∫
S(x)dx = C +

∞∑
n=0

cn
(x− a)n+1

n+ 1
= C + c0(x− a) + c1

(x− a)2

2
+ c2

(x− a)3

3
+ · · ·

(stepeni red se unutar intervala konvergencije mo�e diferencirati i integraliti qlan po qlan).
Radijusi konvergencija ovih stepenih redova su tako�e R.

Iako prema prethodnoj teoremi radijus konvergencije ostaje isti kada se stepeni red dife-
rencira ili integrali, ne mora ostati isti interval konvergencije - treba proveriti krajeve
intervala.

Primer 2.7. Predstaviti funkciju 1/(1− x)2 u obliku stepenog reda i na�i radijus konvergencije.

Diferencira�em obe strane jednakosti (2.4) dobijamo

1

(1− x)2
= 1 + 2x+ 3x2 + · · · =

∞∑
n=1

nxn−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn,

a radijus konvergencije R je isti kao radijus konvergencije polaznog reda, dakle R = 1.

Primer 2.8. Predstaviti funkciju f(x) = ln
(

1+x
1−x

)
u obliku stepenog reda.

Primetimo da je f(x) = ln(1 + x) − ln(1 − x), i da je f ′(x) = 1
1+x + 1

1−x . Iintegracijom obe strane
jednakosti (2.4) dobijamo∫

dx

1− x
=

∫ ∞∑
n=0

xndx = C +

∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
= C +

∞∑
n=1

xn

n
= C + x+

x2

2
+

x3

3
+ · · · .

Da bismo naxli vrednost konstante C zamenimo x = 0 u prethodnu jednaqinu, odakle je − ln |1− 0| = C,
pa je C = 0. Sliqno je∫

dx

1 + x
= C +

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
= C + x− x2

2
+

x3

3
− · · · , i C = 0.

Dakle,

f(x) =

∫
dx

1 + x
+

∫
dx

1− x
= 2x+ 2

x3

3
+ · · · =

∞∑
n=0

2x2n+1

2n+ 1
, R = 1.

Primer 2.9. Razviti funkciju f(x) = arctg x u stepeni red.

U primeru 2.5 je razvijena funkcija 1
1+x2 = (arctg x)′, pa �emo rexe�e dobiti integracijom tog

razvoja:

arctg x =

∫
dx

1 + x2
=

∫
(1− x2 + x4 − x6 + · · · )dx = C + x− x3

3
+

x5

5
− · · · .

Zamenom x = 0 u prethodnoj jednaqini dobijamo C = arctg 0 = 0, pa je tra�eni razvoj

arctg x =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

2n+ 1
.

Primer 2.10. Izraziti integral
∫

dx
1+x7 u obliku stepenog reda, a zatim iskoristiti taj razvoj za

aproksimaciju integrala
∫ 0.5

0
dx

1+x7 sa taqnox�u 10−7.
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1

1− (−x7)
=

∞∑
n=0

(−1)nx7n = 1− x7 + x14 − · · ·

Integracijom prethodne jednakosti qlan po qlan dobijamo∫
dx

1 + x7
= C +

∞∑
n=0

(−1)n x7n+1

7n+ 1
= C + x− x8

8
+

x15

15
− · · · .

Ovaj red konvergira za | − x7| < 1, tj. za |x| < 1.

Primenom �utn-Lajbnicove formule dobijamo∫ 1/2

0

dx

1 + x7
=

[
x− x8

8
+

x15

15
− · · ·

] ∣∣∣∣1/2
0

=
1

2
− 1

8 · 28
+

1

15 · 215
− · · ·+ (−1)n

(7n+ 1) · 27n+1
+ · · · .

Kako je ovaj red alterniraju�i, mo�emo ga procenti korix�e�em qi�enice da parcijalna suma Sn takvog
reda aproksimira sumu S slede�im izostav	enim qlanom. Za n = 3 grexka je ma�a od qlana za n = 4:

1

29 · 229
= 6.4 · 10−11.

Dakle, ∫ 0.5

0

1

1 + x7
≈ 1

2
− 1

8 · 28
+

1

15 · 215
− 1

22 · 222
≈ 0.49951374

Tejlorov i Maklorenov polinom

Neka je f diferencijabilna funkcija u nekoj okolini taqke a. Tada je jednaqina tangente

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a)

zapravo linearna aproksimacija funkcije f u okolini taqke a.
Ako oznaqimo

T1(x) = f(a) + f ′(a)(x− a),
tada je

f(a) = T1(a), f ′(a) = T ′1(a) i f(x) ≈ T1(x) za x iz okoline taqke a.
Polinom T1(x) je Tejlorov polinom prvog stepena za funkciju f u okolini taqke a.

Sliqno, mo�emo po�eliti da dva puta diferencijabilnu funkciju f u okolini taqke a aprok-
simiramo kvadratnim polinomom T2(x) tako da va�i

f(a) = T2(a), f ′(a) = T ′2(a) i f ′′(a) = T ′′2 (a).

Tada je
T2(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2

Tejlorov polinom drugog stepena za funkciju f u okolini taqke a.

Definicija 2.2. Neka je funkcija f(x) definisana na intervalu koji sadr�i taqku a u unutrax-
�osti i n puta diferencijabilna u taqki a.

Tejlorov polinom reda n za funkciju f u okolini taqke a je polinom

Tn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n.

Ako je a = 0, polinom Tn nazivamo Maklorenovim polinomom.

Primer 2.11. Na�i Maklorenov polinom stepena n ∈ N za funkciju f(x) = ex.

Tra�eni polinom je oblika

Tn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn.

Kako je f(x) = f ′(x) = f ′′(x) = · · · = f (n)(x) = ex i f(0) = 1, dobijamo

Tn(x) = 1 + x+
x2

2!
+

xn

n!
=

n∑
k=0

xk

k!
.

U gor�oj formuli smo koristili da je 0! = 1 i f (0) = f .
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Maklorenovi razvoji su Maklorenovi polinomi proizvoǉnog stepena, tj. stepeni redovi. Za
funkciju f koja ima sve izvode u taqki a taj razvoj je oblika

f(x) ≈ f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·

Primer 2.12. Na�i Maklorenov razvoj funkcije f(x) = ex i �egov radijus konvergencije.

Na osnovu primera 2.11 Maklorenovog polinoma stepena n, vidimo da je tra�eni (beskonaqni) razvoj

ex ≈ 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 + · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
.

Da bismo naxli radijus konvergencije, za an = xn

n! raqunamo∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = |x|
n+ 1

→ 0 < 1 kada n→∞,

pa red konvergira za svako x - radijus konvergencije je R =∞.

Primer 2.13. Na�i Maklorenov razvoj funkcije f(x) = sinx.

Ovde je f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cosx, f (4)(x) = sinx = f(x), pa je f(0) = 0, f ′(0) = 1,
f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −1, f (4)(0) = 0. Prime�ujemo da je f (4k) = f , f (4k+1) = f ′, f (4k+2) = f ′′ i f (4k+3) = f ′′′

za k ∈ N. Dakle,
sinx ≈ x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
.

Sliqno se dobijaju i slede�i Maklorenovi razvoji:

cosx ≈ 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
,

(1 + x)a ≈ 1 +

(
a

1

)
x+

(
a

2

)
x2 +

(
a

3

)
x3 + · · · =

∞∑
n=0

(
a

n

)
xn,

ln(1 + x) ≈ x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
.

Primer 2.14. Napisati integral
∫
e−x

2

dx u obliku beskonaqnog stepenog reda, a zatim izraqunati∫ 1

0
e−x

2

dx sa taqnox�u 0.001.

e−x
2

=

∞∑
n=0

(−x2)n

n!
= 1− x2

1!
+

x4

2!
− · · · .

Integracijom prethodne jednakosti qlan po qlan dobijamo∫
e−x

2

dx = C + x− x3

3 · 1!
+

x5

5 · 2!
− · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)n!
+ · · · .

Ovaj red konvergira za svako realno x, jer tada konvergira polazni red za e−x
2

.

Da	e je ∫ 1

0

e−x
2

dx =

[
x− x3

3 · 1!
+

x5

5 · 2!
− · · ·

] ∣∣∣∣1
0

= 1− 1

3
+

1

10
− 1

42
+ · · · ,

Ako posmatramo parcijalnu sumu

S4 = 1− 1

3
+

1

10
− 1

42
+

1

216
= 0.7475,

grexka kojom ona aproksimira polazni integral je ma�a od (apsolutne vrednosti) prvog izostav	enog
qlana (qlana sume za n = 5):

1

11 · 5!
=

1

1320
< 0.001.
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