Pada Mymasuuh Byxuh

5 Ilojam dbynknuje. JInmecu - Teopuja

5.1 Tlojam dbyHKHUje; mperJen eJIeMeHTapHUX (PYyHKIIHIja

Hedununuja 5.1. Heka cy X u Y asa menpassa ckyna. IIpaBuio Koje CBAKOM ejleMeHTy cKymna X IIpu-
JIPYZKyje TagHo jeJlaH eJleMeHT cKyla Y ce HazuBa DyHKIHUja Wi npeciukaBambe ckyna X (momen dyHKImje)
y ckyn Y (komomen (yHKImjE).

Heka je mara ¢pymrnuja f: X — Y. Cryn cBux ravaka {(z, f(z))|x € X} nasusa ce rpadur dpyuruuje
f.

e dyuruuja f: X — Y je ,1—1” ako 3a cBe x1,29 € X TakBe na je x1 # xo Basku f(x1) # f(x2).

e Oymrmmja f: X — Y je ,ma” aro 3a cBako y € Y nocroju xz € X Takso na je f(z) =y.

o dynrmuja f : X — Y je 6ujexmmja axo je ,1 — 17 u ,ma”’. Tanma mocroju mEBep3Ha (yHEmMja f !

dyurmaje f. Baxu f~1(f(z)) = 3a cako x € X u f(f'(y)) =y 3a crako y € Y.

Axo cy ckymosu X m Y moumckymoBu ckymna R peasHux O6pojeBa, Tana je f peanna GyHKIUja peasHe
IPOMEHJLUBE.

Hera je f peamna ¢yurmuja peasse mpomenmuse un 1,2 € S C X. Pynrkumja f je va ckymy S
e cmpozo pacmyha axo 3a x1 < 29 Baskn f(z1) < f(x2);

e pacmyha axo 3a x1 < xo Bakn f(x1) < f(x2);

e cmpozo onadajyha axo 3a v < xo Bawku f(x1) > (r2);

e onadajyhia axo 3a w1 < xo Basku f(x1) = f(x2).
dynrnuja [ je Monomona aKO 3a00BOJbABa jelaH O IIPETXOIHa YeTUPU cIydaja.

Cuenie rpa¢uIy OCHOBHUX e€JI€MEHTapHUX (yHKIUja:

- nuHeapHe QYHEIUje y = ar + b,

- KBaJapaTHe QyHKIUje Yy = ax? + bx + c,

- eknoHeHnujajgHe ¢pyHEIUje y =a” 3a 0<a<lwma>1,

- smorapuramcke ¢pyuruuje y =log,x 3a 0<a<lwma>1 (z>0),

- TPUTCOHOMETPUjCKUX QYHKIUja Yy = sinx, y =cosx, y =tgx u y = ctg x,

- MHBEP3HUX TPUTOHOMETPUjCKUX (PYHKIUja y = arcsinx, y = arccosz, y = arctg x n y = arcctg z,

- xunepbosnukux Qpyuruuja y = shz = (¥ — e %) /2 (cunyc runepboruuru) u y = chax = (e +e7%)/2

(kocunyc runepbosuuru). Baxu ch?2 —sh?z = 1. Oxrosapajyhe uaBep3HE ¢byHEKIUIjE Cy
- apea-cunyc xunepbosuuky arshz = In(z + V22 +1) (r €R) n

- apea-rKocunyc runepbosuury archx = In(z + vVa? — 1) (x > 1).
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5.2 edunumnuja u ocobumHe JimmMeca

Hwu3s peasnnux 6pojesa je ¢pyurnuja a, : N — R. IIpumepu Huzona cy:

1° apurmerwurn HU3 (Gp4+1 — an = d 3a cBaro n € N);

2° TeOMEeTpUjCKM HU3 (“Z“ = ¢ 3a CBaKO n € N);
n

o : _ 1
3° XapMOHM]CKM HU3 dp = .

Hedbununuja 5.2. (JIumec nusa) Kaxkemo ma je

lim a, =L
n—oo

ako 3a cmako ¢ > 0 mocroju mpuponan 6poj N Takap 1a, kaj rof je n > N Baxn |a, — L| < e.

Hpyrum peunma, 3a CBAKO JOBOJLHO BEJIUKO N BPEIHOCT @, j€ MPOU3BOJLHO Oam3y L.

1
IIpumep 5.1. lim — = 0 (koauKO roj Masy OKOJIMHY HyJe Ja uzabepemo, mocroju 6poj N tako ga je 3a cBe
n—,oo N

n > N BpemHOCT % y T0j okosmuu Hyie). Popmanuo, 3a npoussosbHo £ > 0 Tpeba ma nahemo 6poj N Tako xa
3a cBe n > N Baxu ‘% - 0‘ < e. laxme, Tpeba ma Oyme n > % 3a cBe n > N, ma je JOBOJ/BHO J1a n3aDePEeHo HEKO
N 3a koje Bazkn N > L (amp. N = [1] +1).

[Tox OKOIMHOM TAUKe ¢ MOAPA3YMEBAMO HEKM OTBODEH MHTEPBAJ KOJU CANDKU TAUKy @ (OKOJIMHA TAUKE
+00 je (M, +00)).

Hedburannumja 5.3. (JInmec dbynkmmje) Ipermocrasunvo na je f(z) dbynkumja nedurncana y HeKOj OKIMHH
TavdKe a, OCUM MOXKJa y camoj Tadkn a. Kaxxkemo ma je

lim f(z) =1L

Tr—a

ako 3a cako € > 0 nocroju § > 0 TakBO za, KaJ roj je |x —a| < 6 u x # a Baxu |a, — L| < ¢.

Ilpyrum pedmMa, 3a CBaKO & MOBOJLHO Oam3y Tauku a, Bpennoct f(x) je mpomssosmuo Gausy L. Axko
je a = 400, u3pas ,, H0BOBLHO OamM3y” MEHAMO MU3PA30M ,,JOBOJLHO NAJIEKO HeCHO (OMHOCHO JeBO)” u
onroBapajyny mepurunujy tpeba ToMe IPUIIATOIUTH.

Ako nuMmec HU3A WM QYHKIMje TTOCTOjU, KaskeMo na OH(a) KoHeepzupa, a y CyIPOTHOM Aa Ju6epzupd.

IIpumep 5.2. [Tocmarpajmo PYHKIH]Y CHTHYM:

-1, 3ax <0,
sgn(z) = 0, zax=0,
1, 3ax>0.

Ako npobamo ga nHaljemo numec pyHKIMje y Hyau, BUAMMO 12 je PYHKIN]a KOHCTAHTHO jeHaKa — 1 Kaja  TeXu
HyJId cJieBa, OfHOCHO 1 ako x rexku Hyau 3zaecHa. Ca apyre crpane je f(0) = 0. Kako f(x) He rexu jeanom
6pOjy, TO IUMEC KaJ & TeKW HYJIH He TMOCTOjN.

Hedunaunuja 5.4. (Jlesn n necun mmumec) Kaskemo ma je nesn (omHocHo mecun) mnmvec dyukimje f(x) kama
T TEXKU a jemHak Opojy L, ca 03HAKOM

lim f(z) =L, omuocuo lim f(x)=1L,

T—a~ z—at

aKo je 3a CBaKO T JI0BOJbHO Osin3y a u Mame (oguocHo Behie) on a speauoct f(z) npousBosbHO Giucka L.

Bumuvo na je lim f(x) = L ako u caMo ako mOCTOje U JIEBU U JECHU JIUMEC U BAKU
r—a

lim f(z) = lim f(z)=L.

T—a~ r—at



IIpumep 5.3. HaBoaumo Heke muMece y Kpajesuma obaactu 1eUHUCAHOCTH eIeMeHTapHuX GhyHKIMja (morie-
naru oarosapajylie rpaduke):

lim Inz = —o0, lim Inz = +o0o;
z—0+ r——+00
lim e* =0, lim e* = +oc;
TrT——00 r— 400
. . T
lim tgax = £o0o, lim arctgax = +—.
z—+Z r—Fo0 2

Teopema 5.1. (Ocobune mumveca) IIpernocrasumo ga nocroje mmmecn lim f(z) u lim g(z). Heka je ¢ kon-
r—a r—a

cranTa. Taga BayKku:

(1) lme=c; 2) lmz=a

(3) I [f(x) £ 9(x)) = limm f(z) £ lim g(e):  (4) lim[ef(@)] = ¢ lim f(a):
i = lim f(x) - lim g(x); im 1 (@) = iy q f(2)

(5) lim [f(z)g(x)] = lim f(z) - lim g(z); (6) lim (@)~ Ty g(2)

ako je lim g(x) # 0.
Tr—a

Teopewma 5.2. IIpernocrasumo na nocroje sumecu lim f(z) u lim g(z). Ako y okonuHu Tauke & = a BaxKu
r—ra r—ra

f(z) = h(x) =2 g(x) n lim f(x) = lim g(x) = L, ouna je n 1i£>n h(z) = L.
T—a T—a x a

. sinx
IIpumep 5.4. Oapenuru lim
r—00 I
Kako je
1 sinx 1 . 1 . 1
—— < —<— uw lim —— = lim — =0,
|| T || z—oo |x|  a—oo |z
. sinzx
crienn lim =0.
r—00 I
Heka je g(x) cTpOro mo3uTUBHO y HEKO] OKOJIUHU TAUKE d.
Axo je lim & =0, gaskemo na je f(xz) sanemapwuso mano y nopehemy ca ¢g(x) u 3a T0O KOpUCTUMO

z—a g(x)
O3HAKY MaA0 ,,07:

f(z) =o(g(x)) =wama z — a.

Takobe, ako je

[z . : .
(z) OMPAHUYEHO y OKOJUHU TadKe a, Tj. MocToju kKoHcTanta M > 0 TakBa ma y TOj
x

orosman Basku |f(z)| < M - |g(z)|, kopuctumo ozmaky seauro ,,0”:

f(z) =0(g(x)) rama z — a.

f(z)

Axko je lim ——= = 1, KOpuCTUTHU Ce O3HAKA
T—a g([l,')

f(z) ~g(x) ®rama x—a

u rkake ce na je f(x) acumnmomeru jeonaxo g(r) Kama  — a.



5.3 HenpekugaocT

Hedbununnumja 5.5. Oyuxiuja f je nenpexudna y tauku a ako je lim f(z) = f(a).
Tr—a
Dynkimja f je nenpekudna sdecka (caesa) y TA9KN a aKO je lim+ f(x) = f(a) (ommocuo lim f(x) = f(a)).
r—a r—a—

DOyukuuja [ je nenpexudna na UKMEPEaay aKO je HelPEKUIHA y CBAKO] TAYKU TOT uHTEepBasia (y KpajeBuMa
UHTEPBAJIA [0APA3yMEBAMO CAMO HEIPEKUIHOCT 3/eCHA/CIIEBA).

Hedpopmasno, HEIPEKUIHOCT (YHKIMje MOKEMO Ia MHTEPIPETUPAMO KAa0 HEIPEKUIHOCT HeHOI I'pa-
¢ura. JemHo BasKHO CBOjCTBO HenmpermmHux QyHrnuja je Lonnano-Komujera teopema o mehyBpennocTu.

Teopewma 5.3. (Teopema o meljyspennoctn) Heka je f mempekngna dbyHKIMja HA WHTEpBaty [a,b]. Axo je
f(a) = A, f(b) = B n C npousposbHa Bpeanoct n3mehy A u B, onzna mocroju ¢ € [a,b] 3a koje je f(c) =C

Joxas. Tlocmarpajmo HajMarse ¢ TakBo na je f(x) = C 3a cBe x € (¢,b]. Crakako je a < ¢ <bwu f(c) > C.
Axo je f(¢) > C, onna nocroju £ Tako na je f(c)—e > C, a n3 HenpeknaHOCTH QYHKIMjE [ CIean 1a mocToju

d TakBo Ja, Kaj rox je |x — c| < §, Baxu |f(x) — f(c)| < e. Hakie, 3a © > ¢ — 0 rakohe Baxu f(x) > C, mro je

y cynporHocTu ca Munumassoniiy 6poja c. [Ipema rome, mopa 6uru f(c) = C. O

IIpumep 5.5. IMocmarpajmo dbyukimjy ueo deo: [x] o3mauasa najsehu 1eo 6poj koju uuje Behim ox x. Ha
upumep, [1,5] = 1 [r] = 3. Buaumo na osa dbyHKImja uMa Opekuie y nejuMm OpPOjeBUMA, JIOK jé Y OCTATIUM
TavKaMa, HeTPeKNIHA. y

Bamcra, ako a Huje 11eo 6poj, byHKIMja [x] je KoHcTaHTHA (IaKe,
HenpekuHa) y okoaunu radke * = a. C apyre crpade, ako je a
1eo Opoj, oHmA je

lim [z] =a—1 w lim [2] = a,
T—a~ r—at

na lim [x] me mocroju u camuM THM HUje jenHax [a).
r—a

Teopewma 5.4. Ako cy f n g HenpekunaHe QyHKIMje Ha HEKOM WHTEpBaIy, oHna cy u dbyukunje f(z) £ g(z),
f(@)g(z) u f(x)/g(x) Henpekuate y cBOM JOMEHY.

Teopema 5.5. Ako je dynknnja f nenpeknana y Taukn b n lim g(z) = b, onga lim f(g(x)) = f(b). Ako cy
r—a

r—a
dyukuuje f u g wenpekuaue, ouja je u f(g(x)) nenpexkumHa.

Teopema 5.6. Axo je dynkimja f wenpexknnwa w 1 — 1 wa wnTepnany (a,b), OHIA je W FeHA WHBEP3HA
dbyuxmja f~! menpexnaa.

‘ Teopema 5.7. Cse enemenrtapue GpyHKIHje Cy HEMPEKUIHE Y CBOJUM JOMEHUMA.

203 — 27

2
x
IIpumep 5.6. Ogpequrn 1im1 arctg
Tr—
Kako je

21 -1 1 1 1+1 1
z @ty o wd +

lim ———— = =
2125 2 a2 D@ tatl) en2@tatl) 202+1+1) 3
U3 HempekuaHocTn dbynknmje arctg \/y cieam

. . 2 —1 o li 22 —1 . 1 T
im arctg |/ ——— = arctg lim |/ ~———— = arctg — = —.
z—1 & 223 — 2 & 203 — 2 & V3 6



5.4 Heku OCHOBHH JINMECH; 33N

Jlumec panmonanHe QyHKIUje Kam r — +00:

+00, 3an>m

i pna” 4+t prixtpo ),
im =2 zan=m
e=F00 g™ + - + 1T + Qo o
0, 3a n < m.
22 (2% — 1)2

IIpumep 5.7. Uzpauynaru zl;n;o B a1 4

Kaxko % — 0 KaJa £ — 00, Je/bebeM 6Pojuola 1 IMEHHONA ca 22 1001jaMo

2x(z% — 1)2 2(1-4)2  2(1-0)?
T ) U-g) _20-07_,
» TabJIMaan” JIMMecu
i h 1-— 1 he —1 1
lim 22—, lim 2 — 1 lim —— 2% _ ~ lim 222 _ 2
z—=0 z—=0 T z—0 2 2 z—0  x2 2
1\"* r -1 In(1
lim (1 —|—x)% =e, lim (1 + —) =e, lim & =1, lim M =1.
z—0 T—00 T z—0 X x—0 x

HpI/IMeTI/IMO Ja ce Behuna oBux JuMeca jeIIHOCTaBHO MOKEe OOKa3aTU IIPUMEHOM Jlonuramosor opa-
BUJIA.

1 —cos(1 — cosx)
1 .

IIpumep 5.8. N3paaynarm lim
z—0

x
. sint
Bamarak hiemo pemuru cBohemeM Ha MO3HATH JTUMEC %11% - = 1:
—
1 —cos(1 —cosx 1 — cos2sin® £ 2sin®sin® £ sin? £ 2sin* 2 1
lim ( ):Hm—Qzlim 2. 42_1im i:—
z—0 x4 z—0 x4 —0 x4 sin® £ z—0 94 (g) 8
2 2
z—1\*
IIpumep 5.9. U3pauynarn lim ( ) .
z—oo \ & — 2
t
Kopuctumo mosnaru mumec lim [ 1+ — ) =e:
3z r—2)=L
T — 1 1 x—2 . 3
lim = lim (1+ —— = eliMe—oo 355 — o3,
z—oo \ & — 2 T—00 xr—2
g 2941
IIpumep 5.10. Hahu acumnrore dynxkumje y = 5375
Howmen dbynxiyje je R\ {0}. Buaumo na je
27 +1
im = to0,
z—0+ 27 — 1
ma je mpaBa z = (0 BepTukagHa acumnrTora. lasme je
27 +1
lim * = -1,
z——00 2T — 1
Tj. mpaBa y = —1 je XopmM3OHTAJHA aCUMTITOTA KaJ & — —oo. Camdno je
14277
lim — 2 =1

rz—o00 | — 27 ’

mma je mpasa y = 1 XOPU30HTATHA ACUMIITOTA KaJ & — OO.



