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5 Pojam funk
ije. Limesi - teorija

5.1 Pojam funk
ije; pregled elementarnih funk
ija

Defini
ija 5.1. Neka su X i Y dva neprazna skupa. Pravilo koje svakom elementu skupa X pri-

dru�uje taqno jedan element skupa Y se naziva funk
ija ili preslikava�e skupa X (domen funk
ije)

u skup Y (kodomen funk
ije).

Neka je data funkcija f : X 7→ Y . Skup svih taqaka {(x, f(x))|x ∈ X} naziva se grafik funkcije
f .

• Funkcija f : X 7→ Y je ,,1− 1” ako za sve x1, x2 ∈ X takve da je x1 6= x2 vaжi f(x1) 6= f(x2).

• Funkcija f : X 7→ Y je ,,na” ako za svako y ∈ Y postoji x ∈ X takvo da je f(x) = y.

• Funkcija f : X 7→ Y je bijekcija ako je ,,1 − 1” i ,,na”. Tada postoji inverzna funkcija f−1

funkcije f . Vaжi f−1(f(x)) = x za svako x ∈ X i f(f−1(y)) = y za svako y ∈ Y .

Ako su skupovi X i Y podskupovi skupa R realnih brojeva, tada je f realna funkcija realne
promenǉive.

Neka je f realna funkcija realne promenǉive i x1, x2 ∈ S ⊂ X. Funkcija f je na skupu S

• strogo rastu�a ako za x1 < x2 vaжi f(x1) < f(x2);

• rastu�a ako za x1 < x2 vaжi f(x1) 6 f(x2);

• strogo opadaju�a ako za x1 < x2 vaжi f(x1) > (x2);

• opadaju�a ako za x1 < x2 vaжi f(x1) > f(x2).

Funkcija f je monotona ako zadovoǉava jedan od prethodna qetiri sluqaja.

Slede grafici osnovnih elementarnih funkcija:

- linearne funkcije y = ax+ b,

- kvadaratne funkcije y = ax2 + bx+ c,

- ekponencijalne funkcije y = ax za 0 < a < 1 i a > 1,

- logaritamske funkcije y = loga x za 0 < a < 1 i a > 1 (x > 0),

- trigonometrijskih funkcija y = sinx, y = cosx, y = tg x i y = ctg x,

- inverznih trigonometrijskih funkcija y = arcsinx, y = arccosx, y = arctg x i y = arcctg x,

- hiperboliqkih funkcija y = shx = (ex − e−x)/2 (sinus hiperboliqki) i y = chx = (ex + e−x)/2
(kosinus hiperboliqki). Vaжi ch2 x− sh2 x = 1. Odgovaraju�e inverzne funkcije su

- area-sinus hiperboliqki arshx = ln(x+
√
x2 + 1) (x ∈ R) i

- area-kosinus hiperboliqki archx = ln(x+
√
x2 − 1) (x > 1).
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5.2 Defini
ija i osobine limesa

Niz realnih brojeva je funkcija an : N 7→ R. Primeri nizova su:

1◦ aritmetiqki niz (an+1 − an = d za svako n ∈ N);

2◦ geometrijski niz
(

an+1

an

= q za svako n ∈ N

)

;

3◦ harmonijski niz an = 1
n
.

Defini
ija 5.2. (Limes niza) Ka�emo da je

lim
n→∞

an = L

ako za svako ε > 0 postoji prirodan broj N takav da, kad god je n > N va�i |an − L| < ε.

Drugim reqima, za svako dovoǉno veliko n vrednost an je proizvoǉno blizu L.

Primer 5.1. lim
n→∞

1

n
= 0 (koliko god malu okolinu nule da izaberemo, postoji broj N tako da je za sve

n > N vrednost

1
n
u toj okolini nule). Formalno, za proizvo	no ε > 0 treba da naÆemo broj N tako da

za sve n > N va�i

∣

∣

1
n
− 0

∣

∣ < ε. Dakle, treba da bude n > 1
ε
za sve n > N , pa je dovo	no da izabereno neko

N za koje va�i N > 1
ε
(npr. N =

[

1
ε

]

+ 1).

Pod okolinom taqke a podrazumevamo neki otvoren interval koji sadrжi taqku a (okolina taqke
+∞ je (M,+∞)).

Defini
ija 5.3. (Limes funk
ije) Pretpostavimo da je f(x) funk
ija definisana u nekoj oklini
taqke a, osim mo�da u samoj taqki a. Ka�emo da je

lim
x→a

f(x) = L

ako za svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da, kad god je |x− a| < δ i x 6= a va�i |an − L| < ε.

Drugim reqima, za svako x dovoǉno blizu taqki a, vrednost f(x) je proizvoǉno blizu L. Ako
je a = ±∞, izraz ,,dovoǉno blizu” meǌamo izrazom ,,dovoǉno daleko desno (odnosno levo)” i
odgovaraju�u definiciju treba tome prilagoditi.

Ako limes niza ili funkcije postoji, kaжemo da on(a) konvergira, a u suprotnom da divergira.

Primer 5.2. Posmatrajmo funk
iju signum:

sgn(x) =











−1, za x < 0,

0, za x = 0,

1, za x > 0.

Ako probamo da naÆemo limes funk
ije u nuli, vidimo da je funk
ija konstantno jednaka −1 kada x te�i
nuli sleva, odnosno 1 ako x te�i nuli zdesna. Sa druge strane je f(0) = 0. Kako f(x) ne te�i jednom

broju, to limes kad x te�i nuli ne postoji.

Defini
ija 5.4. (Levi i desni limes) Ka�emo da je levi (odnosno desni) limes funk
ije f(x) kada
x te�i a jednak broju L, sa oznakom

lim
x→a−

f(x) = L, odnosno lim
x→a+

f(x) = L,

ako je za svako x dovo	no blizu a i ma�e (odnosno ve�e) od a vrednost f(x) proizvo	no bliska L.

Vidimo da je lim
x→a

f(x) = L ako i samo ako postoje i levi i desni limes i vaжi

lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x) = L.
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Primer 5.3. Navodimo neke limese u krajevima oblasti definisanosti elementarnih funk
ija (pogle-

dati odgovaraju�e grafike):

lim
x→0+

lnx = −∞, lim
x→+∞

lnx = +∞;

lim
x→−∞

ex = 0, lim
x→+∞

ex = +∞;

lim
x→±

π

2

tg x = ±∞, lim
x→±∞

arctg x = ±π

2
.

Teorema 5.1. (Osobine limesa) Pretpostavimo da postoje limesi lim
x→a

f(x) i lim
x→a

g(x). Neka je c kon-

stanta. Tada va�i:

(1) lim
x→a

c = c; (2) lim
x→a

x = a;

(3) lim
x→a

[f(x)± g(x)] = lim
x→a

f(x)± lim
x→a

g(x); (4) lim
x→a

[cf(x)] = c lim
x→a

f(x);

(5) lim
x→a

[f(x)g(x)] = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x); (6) lim
x→a

f(x)

g(x)
=

limx→a f(x)

limx→a g(x)

ako je lim
x→a

g(x) 6= 0.

Teorema 5.2. Pretpostavimo da postoje limesi lim
x→a

f(x) i lim
x→a

g(x). Ako u okolini taqke x = a va�i

f(x) > h(x) > g(x) i lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = L, onda je i lim
x→a

h(x) = L.

Primer 5.4. Odrediti lim
x→∞

sinx

x
.

Kako je

− 1

|x| <
sinx

x
<

1

|x| i lim
x→∞

− 1

|x| = lim
x→∞

1

|x| = 0,

sledi lim
x→∞

sinx

x
= 0.

Neka je g(x) strogo pozitivno u nekoj okolini taqke a.

Ako je lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0, kaжemo da je f(x) zanemarǉivo malo u pore�eǌu sa g(x) i za to koristimo

oznaku malo ,,o”:
f(x) = o(g(x)) kada x → a.

Tako�e, ako je
f(x)

g(x)
ograniqeno u okolini taqke a, tj. postoji konstanta M > 0 takva da u toj

okolini vaжi |f(x)| 6 M · |g(x)|, koristimo oznaku veliko ,,O”:

f(x) = O(g(x)) kada x → a.

Ako je lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1, koristiti se oznaka

f(x) ∼ g(x) kada x → a

i kaжe se da je f(x) asimptotski jednako g(x) kada x → a.
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5.3 Neprekidnost

Defini
ija 5.5. Funk
ija f je neprekidna u taqki a ako je lim
x→a

f(x) = f(a).

Funk
ija f je neprekidna zdesna (sleva) u taqki a ako je lim
x→a+

f(x) = f(a) (odnosno lim
x→a−

f(x) = f(a)).

Funk
ija f je neprekidna na intervalu ako je neprekidna u svakoj taqki tog intervala (u krajevima

intervala podrazumevamo samo neprekidnost zdesna/sleva).

Neformalno, neprekidnost funkcije moжemo da interpretiramo kao neprekidnost ǌenog gra-
fika. Jedno vaжno svojstvo neprekidnih funkcija je Bolcano-Koxijeva teorema o me�uvrednosti.

Teorema 5.3. (Teorema o meÆuvrednosti) Neka je f neprekidna funk
ija na intervalu [a, b]. Ako je

f(a) = A, f(b) = B i C proizvo	na vrednost izmeÆu A i B, onda postoji c ∈ [a, b] za koje je f(c) = C

Dokaz. Posmatrajmo najma�e c takvo da je f(x) > C za sve x ∈ (c, b]. Svakako je a < c < b i f(c) > C.
Ako je f(c) > C, onda postoji ε tako da je f(c)−ε > C, a iz neprekidnosti funk
ije f sledi da postoji

δ takvo da, kad god je |x− c| < δ, va�i |f(x)− f(c)| 6 ε. Dakle, za x > c− δ takoÆe va�i f(x) > C, xto je
u suprotnosti sa minimalnox�u broja c. Prema tome, mora biti f(c) = C.

Primer 5.5. Posmatrajmo funk
iju ceo deo: [x] oznaqava najve�i 
eo broj koji nije ve�i od x. Na
primer, [1,5] = 1 [π] = 3. Vidimo da ova funk
ija ima prekide u 
elim brojevima, dok je u ostalim

taqkama neprekidna.

Zaista, ako a nije 
eo broj, funk
ija [x] je konstantna (dakle,
neprekidna) u okolini taqke x = a. S druge strane, ako je a

eo broj, onda je

lim
x→a−

[x] = a−1 i lim
x→a+

[x] = a,

pa lim
x→a

[x] ne postoji i samim tim nije jednak [a].

x

y

−3 −2 −1 0

1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

Teorema 5.4. Ako su f i g neprekidne funk
ije na nekom intervalu, onda su i funk
ije f(x)± g(x),
f(x)g(x) i f(x)/g(x) neprekidne u svom domenu.

Teorema 5.5. Ako je funk
ija f neprekidna u taqki b i lim
x→a

g(x) = b, onda lim
x→a

f(g(x)) = f(b). Ako su

funk
ije f i g neprekidne, onda je i f(g(x)) neprekidna.

Teorema 5.6. Ako je funk
ija f neprekidna i 1 − 1 na intervalu (a, b), onda je i �ena inverzna

funk
ija f−1
neprekidna.

Teorema 5.7. Sve elementarne funk
ije su neprekidne u svojim domenima.

Primer 5.6. Odrediti lim
x→1

arctg

√

x2 − 1

2x3 − 2
.

Kako je

lim
x→1

x2 − 1

2x3 − 2
= lim

x→1

(x − 1)(x+ 1)

2(x− 1)(x2 + x+ 1)
= lim

x→1

x+ 1

2(x2 + x+ 1)
=

1 + 1

2(12 + 1 + 1)
=

1

3
,

iz neprekidnosti funk
ije arctg
√
y sledi

lim
x→1

arctg

√

x2 − 1

2x3 − 2
= arctg lim

x→1

√

x2 − 1

2x3 − 2
= arctg

1√
3
=

π

6
.
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5.4 Neki osnovni limesi; zada
i

Limes racionalne funkcije kad x → +∞:

lim
x→+∞

pnx
n + · · ·+ p1x+ p0

qmxm + · · ·+ q1x+ q0
=











+∞, za n > m
pn

qm
, za n = m

0, za n < m.

Primer 5.7. Izraqunati lim
x→∞

2x(x2 − 1)2

x5 − x3 + 4
.

Kako

1
x
→ 0 kada x → ∞, de	e�em brojio
a i imenio
a sa x5

dobijamo

lim
x→∞

2x(x2 − 1)2

x5 − x3 + 4
= lim

x→∞

2(1− 1
x2 )

2

1− 1
x2 + 4

x5

=
2(1− 0)2

1− 0
= 2.

,,Tabliqni" limesi

lim
x→0

sinx

x
= 1, lim

x→0

shx

x
= 1, lim

x→0

1− cosx

x2
=

1

2
, lim

x→0

chx− 1

x2
=

1

2
,

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e, lim

x→∞

(

1 +
1

x

)x

= e, lim
x→0

ex − 1

x
= 1, lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

Primetimo da se ve�ina ovih limesa jednostavno moжe dokazati primenom Lopitalovog pra-
vila.

Primer 5.8. Izraqunati lim
x→0

1− cos(1 − cosx)

x4
.

Zadatak �emo rexiti svoÆe�em na poznati limes lim
t→0

sin t

t
= 1:

lim
x→0

1− cos(1 − cosx)

x4
= lim

x→0

1− cos 2 sin2 x

2

x4
= lim

x→0

2 sin2 sin2 x

2

x4
· sin

4 x

2

sin4 x

2

= lim
x→0

2 sin4 x

2

24
(

x

2

)4 =
1

8
.

Primer 5.9. Izraqunati lim
x→∞

(

x− 1

x− 2

)3x

.

Koristimo poznati limes lim
t→∞

(

1 +
1

t

)t

= e:

lim
x→∞

(

x− 1

x− 2

)3x

= lim
x→∞

(

1 +
1

x− 2

)(x−2) 3x
x−2

= elimx→∞

3x
x−2 = e3.

Primer 5.10. Na�i asimptote funk
ije y = 2x+1
2x−1 .

Domen funk
ije je R \ {0}. Vidimo da je

lim
x→0±

2x + 1

2x − 1
= ±∞,

pa je prava x = 0 vertikalna asimptota. Da	e je

lim
x→−∞

2x + 1

2x − 1
= −1,

tj. prava y = −1 je horizontalna asimptota kad x → −∞. Sliqno je

lim
x→∞

1 + 2−x

1− 2−x
= 1,

pa je prava y = 1 horizontalna asimptota kad x → ∞.
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