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3 Elementi teorije grexaka

3.1 Pojam i vrste grexaka

Posmatrajmo problem pribli�nog odre�ivaǌa veliqine y = A(x), gde je operator A takav da
se rexeǌe ne mo�e eksplicitno napisati ili taqno izraqunati (npr. y =

∫ b

a
x(t)dt, pri qemu ovaj

integral koji nije elementarno izraqunǉiv):
� mo�emo zameniti funkciju x polinomom ili nekom drugom funkcijom x̄ qiji integral znamo
da izraqunamo ili

� mo�emo zameniti integral beskonaqnom sumom - operator A se zameǌuje bliskim operatorom
Ā da bi se izraqunala vrednost ȳ = Ā(x̄).

Grexkom se oceǌuje koliko je pribli�no rexeǌe ȳ blisko taqnom rexeǌu y.

Razlikujemo slede�e tipove grexaka:
� neotklo�iva grexka (nastaje zbog nedostatka matematiqkog modela ili grexke ulaznih poda-
taka);

� grexka metode (nastaje jer se operator ili ulazne veliqine zameǌuju pribli�nim);

� raqunska grexka ili grexka zaokru�iva�a, koja �e biti detaǉnije opisana u narednoj podsek-
ciji.

3.2 Pribli�ni brojevi

Zadava�e pribli�nih brojeva

Navodimo razliqite naqine zadavaǌa pribli�nih brojeva.

1. Zapis u fiksnom zarezu je odre�en prirodnim brojevima n1 i n2 tako da se broj zapisuje sa
n1 cifara ispred i n2 cifara iza decimalne taqke.

Npr. ako je n1 = 4 i n2 = 6, zapis broja 12.4453 u fiksnom zarezu je 0012|445300 .

2. Zapis u pokretnom zarezu - polo�aj decimalne (binarne) taqke nije fiksiran, ve� se on u
odnosu na prvu cifru zapisa odre�uje zadavaǌem eksponenta,

a = p · 10q, (a = p · 2q), gde je |p| < 1 mantisa i q ∈ Z eksponent.

Broj cifara mantise t i broj cifara eksponenta e su fiksirani.

Npr. ako je t = 7 i e = 2 zapisi u pokretnom zarezu broja 12.4453 mogu biti 1244530|02 ili

0124453|03 .

Da bi zapis u pokretnom zarezu bio jedinstven, definixe se normalizovani zapis broja u
pokretnom zarezu - onaj u kome je prva cifra mantise razliqita od nule (u naxem primeru
prvi zapis je normalizovan).

Ukliko broj ima vixe od t cifara, ǌegov normalizovan zapis predstavǉa samo pribli�nu
vrednost datog broja.
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Apsolutna i relativna grexka

Ako je a taqna vrednost neke veli�ine, a ā ǌena pribli�na vrednost, onda su

|a− ā| aposolutna grexka i
|a− ā|
a

relativna grexka

i granice aposultne i relativne grexke su redom

|a− ā| 6 ∆(ā) i
|a− ā|
a

6 δ(ā).

Procentualna grexka je δ(ā) · 100, a promilna δ(ā) · 1000.
Poxto taqna vrednost broja a obiqno nije poznata, u praksi se kao granica relativne grexke

koristi koliqnik

δ(ā) =
∆(ā)

|ā|
.

Znaqajne i sigurne cifre pribli�nog broja

Znaqajne cifre nekog broja su sve cifre ǌegovog zapisa, polaze�i od prve nenula cifre sa leve
strane. To znaqi, ako je u zapisu broja

ā = α1 · 10n + α2 · 10n−1 + ·+ αm · 10n−m+1 (3.1)

pri qemu je α1 6= 0, onda su sve cifre α1, α2, . . . , αm znaqajne.

Primer 3.1. U broju ā = 0.00443100 sve cifre izuzev prve tri nule su znaqajne - a te nule nisu znaqajne
jer broj mo�e da se napise i bez �ih, npr. normalizovan zapis u pokretnom zarezu je ā = 0.443100 · 10−2.
Posled�e dve nule jesu znaqajne, jer ukazuju na taqnost sa kojom je broj dat.

Znaqajna cifra αk broja ā u izrazu (3.1) je sigurna cifra, ako apsolutna grexka broja nije ve�a
od dekadne jedinice koja odgovara toj cifri (10n−k+1) pomno�ene zadatim te�inskim faktorom ω,
tj. treba da va�i

∆(ā) 6 ω · 10n−k+1, 0 < ω 6 1. (3.2)

Pri tome, ako je:

� ω 6 1
2 , cifra je sigurna u u�em smislu,

�
1
2 < ω 6 1, cifra je sigurna u xirem smislu.

Ako je cifra αk sigurna, onda su i sve cifre α1, . . . , αk−1 sigurne.

Primer 3.2. Ako se zna da je ∆(ā) = 0.5 · 10−5 apsolutna grexka pribli�nog broja ā = 0.00443100, onda
su sigurne cifre 4, 4, 3. Posled�e tri cifre 1, 0, 0 nisu sigurne jer je obzirom na apsolutnu grexku
0.00442600 6 a 6 0.00443600, pa se posled�e tri cifre broja a i ā mogu razlikovati.

Prilikom odbacivaǌa cifara koje nisu sigurne, posledǌa cifra se meǌa tako a bude sigurna
u u�em smislu:

posledǌa sigurna cifra αk se ne�e meǌati ako je:
� αk+1 < 5 ili

� αk+1 = 5, αm = 0 za m > k + 1, a αk je parno.

U ostalim sluqajevima αk se pove�ava za 1 (primetimo da je ovo standardno zaokru�ivaǌe bro-
jeva). U naxem primeru, posle odbacivaǌa cifara koje nisu sigurne je ā = 0.00443.

Primer 3.3. Zaokru�imo broj ā = 12.336, ∆(ā) = 0.03 tako da mu sve cifre budu sigurne u u�em smislu.

Kako je ∆(ā) = 0.03 < 0.05 = 1
2 · 10−1 i n = 1, iz n − k + 1 = −1 dobijamo da je k = 3, pa su sigurne

cifre broja ā u u�em smislu 1, 2, 3.
Zaokru�imo broj ā na broj sa tri cifre, tj. ā1 = 12.3. Grexka koja se jav	a pri ovom zaokru�iva�u

je ∆1 = 0.036, pa je pribli�an broj ā1 dat sa grexkom ∆(ā1) = ∆(ā) + ∆1 = 0.03 + 0.036 = 0.066 > 0.05,
to broju ā1 posled�a cifra 3 nije sigurna u u�em smislu.

Zaokru�imo sada broj ā na broj sa dve sigurne cifre, tj. na broj ā2 = 12. Grexka koja se jav	a pri
ovom zaokru�iva�u je 0.336, pa je pribli�an broj ā2 dat sa grexkom ∆(ā2) = ∆(ā) + ∆2 = 0.336 + 0.03 =
0.366 < 0.5, pa su u zaokru�enom broju ā2 = 12 obe cifre sigurne u u�em smislu.
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Izme�u broja sigurnih cifara i relativne grexke postoji slede�a veza

ω

(α1 + 1)10k
< δ(ā) 6

ω

α110k−1
, 0 < ω 6 1, (3.3)

gde je k broj sigurnih cifara broja ā, a α1 ǌegova prva sigurna cifra.

Stabilnost numeriqkog algoritma

Raqunaǌe sa pribli�nim brojevima utiqe na grexku konaqnog rezultata.
Numeriqki algoritam je stabilan, ako se raqunska grexka ne akumulira. Inaqe je netabilan

i tada se javǉa velika grexka konaqnog rezultata.

Qesto je uzrok nestabilnosti numeriqkih algoritama gubitak sigurnih cifara, do koga dolazi
oduzimaǌem bliskih brojeva.

Primer 3.4. Ma�i koren kvadratne jednaqine x2−140x+1 = 0 je a = 70−
√

4899. U zapisu sa 4 sigurne
cifre je

√
4899 ≈ 69.99, pa je pribli�na vrednost ovog korena ā = 0.01. Dobijeni rezultat je sa samo

jednom sigurnom cifrom i relativna grexka je δ(ā) = 1 = 100% (primena desne nejednakosti u (3.3) za
ω = 1), xto znaqi da je korix�eni algoritam nestabilan.

Stabilan algoritam za raquna�e ovog korena je

a =
702 − 4899

70 +
√

4899
=

1

70 +
√

4899
≈ 1

70 + 69.99
= 0.007143,

omogu�ava dobija�e rezultata na 4 sigurne cifre, sa relativnom grexkom δ(ā) = 1.4 · 10−4.
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3.3 Grexke pribli�nih vrednosti funkcija

Neka je y funkcija parametara a = (a1, . . . , an) ∈ D, y = y(a) i neka je ȳ pribli�na vrednnost za
y. Apsolutna i relativna grexka veliqine ȳ su redom

A(ȳ) = sup
a∈D
|y(a)− ȳ| i r(ȳ) =

A(ȳ)

|ȳ|
.

Ako je oblast D n-dimenzioni pravougaonik |ak − āk| 6 ∆(āk), k = 1, . . . , n, gde je ȳ = y(ā), ā =
(ā1, . . . , ān) i funkcija y je neprekidno diferencijabilna, na osnovu Lagran�ove teoreme (o sredǌoj
vrednosti funkcije) va�i

y(a1, . . . , an)− ȳ =

n∑
k=1

∂y

∂ak
(c1, . . . , cn)(ak − āk), ck = āk + θ(ak − āk), k = 1, . . . , n.

Sledi da je

A(ȳ) 6
n∑

k=1

sup
a∈D

∣∣∣∣ ∂y∂ak (a)

∣∣∣∣∆(āk). (3.4)

U praksi se umesto ove ocene koristi linearna ocena apsolutne grexke funkcije

∆(ȳ) =

n∑
k=1

∣∣∣∣ ∂y∂ak (ā)

∣∣∣∣∆(āk), (3.5)

pri qemu va�i

∆(ȳ) + ε1(ρ) 6 A(ȳ) 6 ∆(ȳ) + ε2(ρ), ρ =
√

∆2(ā1) + · · ·+ ∆2(ān), εj = o(ρ), j = 1, 2,

xto znaqi da je ocena (3.5) zadovoǉavaju�a za male apsolutne grexke argumenta.
Ako su umesto gorǌih granica apsolutne grexke ∆(āk) date dorǌe granice relativne grexke

r(āk) = ∆(āk)/|āk|, imamo

δ(ȳ) =

n∑
k=1

∣∣∣∣ ākȳ ∂y

∂ak
(ā)

∣∣∣∣ r(āk). (3.6)

Primer 3.5. Odrediti grexku vrednosti funkcije y = x10 za ā = 1 i ∆(ā) = 10−3.

Prvo nalazimo

ȳ = 1,
∂y

∂x
(1) = 10,

pa na osnovu formule (3.5) dobijamo

∆(ȳ) =

∣∣∣∣∂y∂x (1)

∣∣∣∣∆(ā) = 10−3 = 0.01.

Primer 3.6. Odrediti broj sigurnih cifara u vrednosti funkcije z = cos y
x , za x̄ = 2.345 i ȳ = 3.4567,

ako su sve napisane cifre sigurne u u�em smislu.

Kako su date cifre sigurne u u�em smislu, to su granice apsolutnih grexaka argumenata ∆(x̄) =
0.5 · 10−3 i ∆(ȳ) = 0.5 · 10−4. Na�imo jox parcijalne izvode date funkcije:

∂z

∂x
(x̄, ȳ) =

ȳ

x̄2
· sin ȳ

x̄
≈ 0.63,

∂z

∂y
(x̄, ȳ) = − 1

x̄
· sin ȳ

x̄
≈ −0.42.

Konaqno, granica apsolutne grexke pribli�ne vrednosti funkcije je prema formuli (3.5)

∆(z̄) = 0.63 · 0.5 · 10−3 + 0.42 · 0.5 · 10−4 = 0.34 · 10−3 < 0.5 · 10−3,

pa je pribli�na vrednost funkcije z̄ = sin x̄
ȳ = 0.096573... ≈ 0.097 data sa dve sigurne cifre (nakon

zaokru�iva�a na dve znaqajne cifre dobijamo ¯̄z = 0.097 sa grexkom zaokru�iva�a ∆ 6 0.5 · 10−3, pa je
za pribli�nu vrednost ¯̄z granica apsolutne grexke ∆(z̄) + ∆ 6 10−3).

Iz opxteg izraza za grexku funkcije se mogu oceniti grexke koje nastaju pri standardnim
operacijama sa pribli�nim brojevima.

1. Linearna ocena apsolutne grexke zbira ili razlike jednaka je zbiru apsolutnih grexaka
argumenta.

2. Linearna ocena relativne grexke proizvoda ili koliqnika jednaka je sumi relativnih gre-
xaka argumenata.
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3.4 Obratan (inverzan) problem grexke

Obrtan problem grexke predstavǉa nala�eǌe dopustivih grexaka argumenata, pri kojima
grexka funkcije ne prelazi dozvoǉenu vrednost. Zadatak je jednoznaqno rexiv samo za funkciju
jednog argumenta y = y(x). Ako je ta funkcija diferencijabilna, onda je

y − ȳ = y′(c)(x− x̄), c = ā+ θ(a− ā), 0 6 θ 6 1,

pa je za y′(c) 6= 0

x− x̄ =
y − ȳ
y′(c)

.

Granica apsolutne grexke je pribli�no odre�ena relacijom

∆(x̄) =
∆(ȳ)

|y′(x̄)|
, y′(x̄) 6= 0.

Ako je y funkcija vixe oromenǉivih, y = y(x1, . . . , xn), onda se zadavaǌem grexke funkcije zadaje
samo jedna veza izme�u n nepoznatih ∆(x̄1), . . . ,∆(x̄n). Ako je zadata linearna ocena apsolutne
grexke funkcije (3.5), dodatni uslovi koje apsolutne grexke argumenata treba da zadovoǉavaju
definixu se na jedan od slede�ih naqina.

(i) Princip jednakih uticaja:
∣∣∣ ∂y
∂x1

(x̄)
∣∣∣∆(x̄1) = · · · =

∣∣∣ ∂y
∂xn

(x̄)
∣∣∣∆(x̄n). Tada je

∆(ȳ) = n

∣∣∣∣ ∂y∂xk (x̄)

∣∣∣∣∆(x̄k), pa je ∆(x̄k) =
∆(ȳ)

n
∣∣∣ ∂y
∂xk

(x̄)
∣∣∣ , k = 1, . . . , n.

(ii) Princip jednakih apsolutnih grexaka: ∆(x̄1) = · · · = ∆(x̄n). Tada je

∆(ȳ) = ∆(x̄k)

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂y∂xj (x̄)

∣∣∣∣ , pa je ∆(x̄k) =
∆(ȳ)∑n

j=1

∣∣∣ ∂y
∂xj

(x̄)
∣∣∣ , k = 1, . . . , n.

Ovaj princip se mo�e primeniti samo ako su promenǉive iste dimenzije.

(iii) Princip jednakih relativnih grexaka: δ(x̄1) = · · · = δ(x̄n). Tada je

∆(ȳ) =
∆(x̄k)

|x̄k|

n∑
j=1

∣∣∣∣x̄j ∂y∂xj (x̄)

∣∣∣∣ , pa je ∆(x̄k) =
∆(ȳ)|x̄k|∑n

j=1

∣∣∣x̄j ∂y
∂xj

(x̄)
∣∣∣ , k = 1, . . . , n.

Odrediti sa kolikom taqnox�u treba na�i promenǉive x, y i z da bi se veliqina f(x, y, z) =
xy+
√
z

x+2z izraqunala sa taqnox�u 10−3, ako su pribli�ne vrednosti argumenata x̄ = 2.16, ȳ = 1.12 i
z̄ = 1.44, pri qemu se koristi princip jednakih uticaja na grexku.

Iz uslova zadatka treba da va�i

∆(f̄) =

∣∣∣∣∂f∂x (x̄, ȳ, z̄)

∣∣∣∣∆(x̄) +

∣∣∣∣∂f∂y (x̄, ȳ, z̄)

∣∣∣∣∆(ȳ) +

∣∣∣∣∂f∂z (x̄, ȳ, z̄)

∣∣∣∣∆(z̄) < 10−3,

pri qemu je ∣∣∣∣∂f∂x (x̄, ȳ, z̄)

∣∣∣∣∆(x̄) =

∣∣∣∣∂f∂y (x̄, ȳ, z̄)

∣∣∣∣∆(ȳ) =

∣∣∣∣∂f∂z (x̄, ȳ, z̄)

∣∣∣∣∆(z̄),

odakle dobijamo

∆(x̄) 6
10−3

3
∣∣∣∂f∂x (x̄, ȳ, z̄)

∣∣∣ < 0.00418, ∆(ȳ) 6
10−3

3
∣∣∣∂f∂y (x̄, ȳ, z̄)

∣∣∣ < 0.00077, ∆(z̄) 6
10−3

3
∣∣∣∂f∂z (x̄, ȳ, z̄)

∣∣∣ < 0.00164.
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3.5 Uslov	enost problema

Za preslikavaǌe y = f(x) zanima nas kako se male promena ulaznih vrednosti x odra�avaju na
promene izlaznih vrednosti y, tj. osetǉivost preslikavaǌa f u nekoj datoj taqki na male promene
x. Stepen te uslovǉenosti meri faktor uslov	enosti ili kondicioni broj preslikavaǌa f u taqki
x. Pri tome pretpostavǉamo da se funkcija izraqunava taqno, pa faktor uslovǉenosti ne zavisi
od algoritma kojim se funkcija izraqunava.

Neka je funkcija f diferencijabilna (u nekoj okolini taqke x). Tada za promenu ∆y na osnovu
Tejlorove formule va�i

∆y ≈ f ′(x)∆x,

pa za relativne grexke va�i
∆y

y
≈ xf ′(x)

f(x)
· ∆x

x.

Ova aproksimacija postaje taqna kada je f linearna funkcija ili kada ∆x → 0. Na osnovu ove
aproksimacije, uslovǉenost funkcije f u taqki x je

(cond f)(x) =

∣∣∣∣xf ′(x)

f(x)

∣∣∣∣
i meri koliko je puta relativna promena y ve�a od relativne promene x. Xto je ovaj broj maǌe
(ve�i), problem je boǉe (slabije) uslovǉen. Ako je x = 0 i y 6= 0 faktor uslovǉenosti definixemo
kao |f ′(x)/f(x)|, ako je y = 0 i x 6= 0, tada je cond f(x) = |xf ′(x)|, a ako je x = y = 0, tada je
(cond f)(x) = |f ′(x)|.

Pretpostavimo sada da f : x = (x1, . . . , xm) 7→ y = (y1, . . . , yn), tj.

yi = fi(x1, . . . , xm), i = 1, . . . , n.

Jakobijeva matrica preslikavaǌa f je

J =

∥∥∥∥∂f∂x
∥∥∥∥ =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xm

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xm

...
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

· · · ∂fn
∂xm

 .
Da bismo dobili jedinstven faktor uslovǉenosti, moramo definisati neku normu matrice.

3.6 Norme matrice i vektora

Norma vektora x = (x1, . . . , xn) je broj ‖x‖ za koji va�i

� ‖x‖ > 0 za x > 0 i ‖x‖ = 0⇔ x = ~0,

� ‖c · x| = c · ‖x‖, c ∈ R,

� ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

Norma matrice A = [aij ]n×n ∈ Rn×n je broj ‖A‖ za koji va�i

� ‖A‖ > 0 za A > 0 i ‖A‖ = 0⇔ A = ~0,

� ‖c ·A| = c · ‖A‖, c ∈ R,

� ‖A+B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖,

� ‖A ·B‖ 6 ‖A‖ · ‖B‖.
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Ako je |aij | < ‖A‖ norma je kanonska.

Norma matrice je saglasna sa normom vektora, ako za svaki vektor x va�i

‖Ax‖ 6 ‖A‖ · ‖x‖.

Specijalno, za ‖x‖ = 1 treba da va�i ‖Ax‖ 6 ‖A‖. Najmaǌa matriqna norma za koju ovo va�i je

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖

i za ǌu se ka�e da je norma matrice indukovana normom vektora ili operatorska norma.

Navodimo indukovane norme koje se qesto koriste: uniformna ili beskonaqna norma, 1- norma
i 2- norma ili euklidska norma su redom

‖x‖∞ = max
16j6n

|xj |, ‖A‖∞ = max
16i6n

n∑
j=1

|aij |,

‖x‖1 =

n∑
j=1

|xj |, ‖A‖1 = max
16j6n

n∑
i=1

|aij |,

‖x‖2 =

 m∑
j=1

|xj |2
1/2

, ‖A‖2 = max
16i6n

λ
1/2
i , λi su sopstvene vrednosti matriceATA.

Vratimo se faktoru uslovǉenosti funkcije f : Rn → Rm. Iz Tejlorove formule sada imamo

∆yi ≈
n∑

j=1

∂fi
∂xj

∆xj ,

pa je

|∆yi| 6 max
j
|∆xj |max

i

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

∂fi
∂xj

∣∣∣∣∣∣ , tj. ‖∆y‖∞ 6 ‖∆x‖∞ · ‖J‖∞.

Za relativne promene onda va�i

‖∆y‖∞
‖y‖∞

6
‖x‖∞‖J‖∞
‖y‖∞

· ‖∆x‖∞
‖x‖∞

,

pa je faktor uslovǉenosti

(cond f)(x) =
‖x‖∞‖J‖∞
‖y‖∞

.

Na kraju, posmatrajmo uslovǉenost regularne matrice A ∈ Rn×n koja �e biti va�na prilikom
rexavaǌa sistema jednaqina AX = b.

Definicija 3.1. Kondicioni broj nesingularne matrice A je k(A) = ‖A‖ · ‖A‖−1.

Va�i da je k(A) > 1 i ako je k(A)� 1, tada je matrica loxe uslovǉena.

Ako je A(x+ ∆x) = b+ ∆b, tada va�i

‖∆x‖
‖x‖

6 k(A) · ‖∆b‖
‖b‖

.

Zaista, b = Ax i ∆x = A−1(b+ ∆b)− x = A−1∆b, pa je

‖b‖ 6 ‖A‖ · ‖x‖ i ‖∆x‖ 6 ‖A−1‖ · ‖∆b‖,

qijim mno�eǌem sledi rezultat.
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3.7 Iterativne metode za rexava�e sistema jednaqina

Posmatrajmo sistem jednaqina Ax = b. Ako je A = M −K, za neku regularnu matricu M , tada
je Mx−Kx = b, pa je x = M−1Kx+M−1b = Tx+c, gde je T = M−1K i x = M−1b. Sledi da je rexeǌe
x fiksna taqka preslikavaǌa f(x) = Tx+ c, pa definixemo iterativnu metodu

x(k+1) = Tx(k) + c, k = 0, 1, . . . (3.7)

Teorema 3.1. Da bi iterativni proces (3.7) konvergirao ka rexe�u sistema Ax = b za sve poqetne
vektore x(0) i sve desne strane b potrebno je i dovo	no da su sve sopstvene vrednosti matrice T po
apsolutnoj vrednosti ma�e od 1.

Ipak, u praksi nam je znaqajnije naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.2. Iterativni proces (3.7) konvergira ka rexe�u sistema Ax = b za sve poqetne vektore
x(0) i sve desne strane b ako je

‖T‖ < 1,

pri qemu je ‖ · ‖ proizvo	na operatorska norma (matriqna norma indukovana vektorskom normom).
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