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6 Interpolacija funkcija - deo 1

6.1 Opxti zadatak interpolacije

Pretpostavimo da su poznate vrednosti f(x0), f(x1), . . . , f(xn) neke funkcije y = f(x), gde je
a = x0 < x1 < · · · < xn = b, a nije poznat analitiqki oblik funkcije f ili je jako komplikovan.
Potrebno je izraqunati f(x) za x 6= xi, 1 6 i 6 n.

Ako je potrebno na�i vrednost f(x) za neko

� x0 < x < xn (x 6= xi), onda se taj zadatak zove interpolacija, a ako je

� x < x0 ili x > xn, onda se zadatak zove ekstrapolacija.

Kako se oba zadatka rexavaju na isti naqin, za sluqaja �emo koristiti termin interpolacija.

Zadatak interpolacije je na osnovu tablice poznatih vrednosti

x | x0 x1 · · · xn
f(x) | y0 y1 · · · yn

na�i jednostaviju funkciju F koja se poklapa sa datim vrednostima funkcije f u taqkama xi, tj.
F (xi) = f(xi), a pomo�u koje �emo pribli�no nalaziti vrednosti f(x) ≈ F (x) za x 6= xi. Ovaj zadatak
mo�e imati jedinstveno rexeǌe, konaqno ili beskonaqno mnogo rexeǌa, ili nemati rexeǌe.

Prirodno je zahtevati i da interpolaciona funkcija F

� dobro aproskimira funkciju f u ostalim taqkama x ∈ [a, b], x 6= xi, tj. da va�i |F (x)−f(x)| 6 ε,

� bude xto jednostavnija za raqunaǌe.

Neka su funcije g0, g1, . . . , gn linearno nezavisne zadate funkcije (mi �emo birati stepene funk-
cije gk = xk, a drugi uobiqajen izbor su trigonometrijske funkcije 1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . .).

Interpolacionu funkciju F tra�imo u obliku uopxtenog interpolacionog polinoma

F (x) =

n∑
i=0

aigi(x),

gde su a0, a1, . . . , an neodre�eni koeficijenti. Iz uslova interpolacije F (xi) = f(xi) dobijamo si-
stem n+ 1 jednaqina za odre�ivaǌe koeficijenata ai, 0 6 i 6 n. Ako je determinanta sistema

D(g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g0(x0) g1(x0) · · · gn(x0)
g0(x1) g1(x1) · · · gn(x1)

...
g0(xn) g1(xn) · · · gn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

onda su koeficijenti a0, a1, . . . , an jednoznaqno odre�eni, pa je jednoznaqno odre�ena interpolaci-
ona funkcija F .

Biraǌem gi = xi interpolaciona funkcija dobija oblik F (x) = Pn(x) =
∑n

i=0 aix
i, gde se koefi-

cijenti dobijaju iz sistema jednaqina

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + · · ·+ anx

n
0 = y0,

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + · · ·+ anx

n
1 = y1,

...

a0 + a1xn + a2x
2
n + · · ·+ anx

n
n = yn,
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qija je determinanta (Vandermondova)

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x20 · · · xn0
1 x1 x21 · · · xn1
...
1 xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

06m<k6n

(xk − xm) 6= 0,

jer su qvorovi me�usobno razliqiti. Dakle, interpolacioni polinom postoji i jedinstven je, ali
postoji mnogo formi zapisivaǌa tog polinoma.

Posmatrajmo sada problem ocene grexke aproksimacije f(x) ≈ Pn(x).

Teorema 6.1. (Vajerxtrasova teorema) Neka je f neprekidna funkcija definisana na intervalu
[a, b]. Tada za svako ε > 0 postoji polinom Pn takav da za svako x ∈ [a, b] va�i |f(x)− Pn(x)| 6 ε.

Prilikom interpolacije funkcija va�na su slede�a pitaǌa.

1. Formiraǌe interpolacionog polinoma za dati izbor funkcija g0, g1, . . . , gn.

2. Nala�eǌe ocene grexke aproksimacije.

3. Optimalan izbor qvorova da bi se minimizovla grexka.

4. Analiza uticaja grexaka pribli�nih vrednosti funkcije u qvorovima.

5. Ispitivaǌe konvergencije niza interpolacionih polinoma ka funkciji f(x).

6.2 Lagran�ov interpolacioni polinom

Neka su dati qvorovi a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b i vrednosti funkcije yi = f(xi) u tim
qvorovima. Treba konstruisati interpolacioni polinom Ln(x) takav da je Ln(xi) = yi. Formirajmo
pomo�ni polinom

pi(xj) = δij =

{
0, i 6= j

1, i = j,

gde je δij Kronekerov simbol. Dakle, polinom pi se anulira u taqkama x0, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn,
pa je za neku konstantu Ci

pi(x) = Ci(x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn).

Za x = xi dobijamo

1 = pi(xi) = Ci(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn),

odakle je

Ci =
1

(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
.

Sledi da je

pi(x) =
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
,

pa tra�eni interpolacioni polinom ima oblik

Ln(x) =

n∑
i=0

pi(x)yi, tj. Ln(x) =

n∑
i=0

(x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)
(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)

yi

i predstavǉa Lagran�ov interpolacioni polinom i stepena je najvixe n. Mo�emo ga zapisati i u
kra�em obliku. Ako uvedemo oznaku ω(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn), tada je

Ln(x) = ω(x)

n∑
i=0

yi
(x− xi)ω′(xi)

.

Da bismo dokazali jedinstvenost Lagran�ovog polinoma, pretpostavimo suprotno, tj. da je
L̃n polinom razliqit od polinoma Ln stepena najvixe n koji tako�e interpolira funkciju f u
qvorovima xi (L̃n(xi) = yi). Tada polinom Qn(x) = Ln(x)− L̃n(x) ima stepen najvixe n i n+ 1 nulu
x0, x1, . . . , xn, pa mora biti Qn = 0, tj. Ln ≡ L̃n.
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Primer 6.1. Funkcija f(x) je zadata tabelom

x | 0 1 2 4
f(x) | 1 4 13 73

Na�i Lagran�ov interpolacioni polinom L3(x) i pomo�u �ega izraqunati pribli�nu vrednost f(3).

L3(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 4)

(0− 1)(0− 2)(0− 4)
· 1 + (x− 0)(x− 2)(x− 4)

(1− 0)(1− 2)(1− 4)
· 4 + (x− 0)(x− 1)(x− 4)

(2− 0)(2− 1)(2− 4)
· 13

+
(x− 0)(x− 1)(x− 2)

(4− 0)(4− 1)(4− 2)
· 73 = x3 + 2x+ 1,

f(3) ≈ L3(3) = 34.

6.3 Ocena grexke interpolacije

U taqkama razliqitim od xi (ako f nije polinom stepena ne ve�eg od n) postoja�e grexka
interpolacije (grexka metode),

Rn(x) = f(x)− Ln(x).

Kako su vrednosti yi pribli�ne, javǉa se dopunska grexka (neotkloǌiva), a prilikom raqunaǌa
javǉa se i grexka zaokru�ivaǌa. Razmotrimo ocenu grexke metode (ocenu ostatka interpolacije).

Po�imo od pomo�ne funkcije

F (z) = f(z)− Ln(z)−
ω(z)

ω(x)
·Rn(x),

gde je z realna promenǉiva, a x ∈ [x0, xn], x 6= xi fiksirana vrednost. Ako pretpostavimo da je
f ∈ Cn+1[x0, xn], tada je F ∈ Cn+1[x0, xn]. Pored toga, F se anulira u n + 2 taqke x0, x1, . . . , xn, x
koje odre�uju n+1 podsegment segmenta [x0, xn]. Ako na svakom od ǌih primenimo Rolovu teoremu,
zakǉuqujemo da funkcija F ′(z) ima najmaǌe n+1 nulu na [x0, xn]. Daǉe, primenom Rolove teoreme
na redom funkcije F ′(z), F ′′(z), . . . , F (n+1)(z) zakǉuqujemo da F (n+1)(z) ima bar jednu nulu η ∈ [x0, xn],
F (n+1)(η) = 0. Ako primetimo jox da je

dn+1

dzn+1
[(z − x0)(z − x1) · · · (z − xn)] = (n+ 1)!,

dobijamo

Fn+1(z) = fn+1(z) =
(n+ 1)!

ω(x)
Rn(x),

odakle za z = η sledi

Rn(x) =
fn+1(η)

(n+ 1)!
ω(x).

Konaqno, ako je

max
x06x6xn

|fn+1(x)| 6Mn+1 (xto je u praksi nemogu�e ili texko proveriti),

va�i
|Rn(x)| 6

Mn+1

(n+ 1)!
|ω(x)|.
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