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5 Nelinearne jednaqine

5.1 Prosta iteracija

Posmatramo problem numeriqkog rexavaǌa jednaqine f(x) = 0 (kada je nemogu�e rexeǌe odre-
diti taqno), gde je f neprekidna funkcija definisana na intervalu [a, b].

Teorema 5.1. Neka je f neprekidna funkcija definisana na intervalu [a, b]. Ako je f(a) · f(b) < 0,
tada postoji ξ ∈ [a, b], takvo da je f(ξ) = 0.

Alternativno, dovoǉan uslov za egzistenciju rexeǌa jednaqine f(x) = 0 mo�emo dobiti za-
pisivaǌem ove jednaqine u obliku g(x) = x, za neku funkciju g. Na primer, jednaqinu f(x) = 0
mo�emo zapisati u obliku g(x) = x, pri qemu je g(x) = f(x) + x.

Teorema 5.2. (Teorema o fiksnoj taqki) Neka je g neprekidna funkcija na intervalu [a, b] i neka
je g(x) ∈ [a, b] za x ∈ [a, b] (tj. g([a, b]) ⊆ [a, b]). Tada postoji ξ ∈ [a, b] za koje va�i ξ = g(ξ); broj ξ je
fiksna taqka funkcije g.

Dokaz. Neka je f(x) = g(x)− x. Tada je f(a) = g(a)− a > 0 i f(b) = g(b)− b 6 0, pa kako je f(a) · f(b) < 0,
postoji ξ ∈ [a, b] takvo da je 0 = f(ξ) = g(ξ)− ξ.

Primer 5.1. Neka je f(x) = ex − 2x − 1 za x ∈ [1, 2]. Kako je f(1) < 0 i f(2) > 0, postoji ξ ∈ [1, 2] tako
da je f(ξ) = 0.

Ako jednaqinu f(x) = 0 zapixemo u obliku x = g(x) = ln(2x + 1), vidimo da je g(x) ∈ [1, 2] za sve
x ∈ [1, 2], pa su zadovo	eni uslovi teoreme o fiksnoj taqki. Ipak, ako datu jednaqinu napixemo u obliku
x = g(x) = (ex − 1)/2, tada funkcija g ne slika interval [1, 2] u sebe, pa se ne mo�e primeniti pomenuta
teorema.

Definiximo sada metod proste iteracije za numeriqko nala�eǌe fiksne taqke.

Definicija 5.1. (Prosta iteracija) Neka je g neprekidna funkcija definisana na intervalu [a, b],
pri qemu je g(x) ∈ [a, b] za sve x ∈ [a, b]. Za dato x0 ∈ [a, b] rekurzija

xk+1 = g(xk), k = 0, 1, 2, . . . , (5.1)

se naziva prosta iteracija.

Ako niz {xk} definisan u formuli (5.1) konvergira, tada je limes fiksna taqka funkcije g, jer
je g neprekidna na zatvorenom intervalu. Zaista, ako je ξ = limk→∞ xk, tada je

ξ = lim
k→∞

xk+1 = lim
k→∞

g(xk) = g( lim
k→∞

xk) = g(ξ).

Dovoǉan uslov za konvergenciju niza xk je da funkcija g bude kontrakcija.

Definicija 5.2. (Kontrakcija) Neka je g neprekidna funkcija definisana na intervalu [a, b].
Ka�emo da je g kontrakcija, ako postoji konstanta L, 0 < L < 1, takva da va�i

|g(x)− g(y)| 6 L|x− y|, za sve taqke x, y ∈ [a, b].

Teorema 5.3. (Teorema o kontrakciji) Neka je g kontrakcija na intervalu [a, b], pri qemu je g(x) ∈
[a, b] za x ∈ [a, b]. Tada postoji jedinstvena fiksna taqka ξ ∈ [a, b], ξ = g(ξ). Xtavixe, niz xk+1 = g(xk)
konvergira ka taqki ξ za svaku poqetnu vrednost x0 ∈ [a, b].

Pretpostavimo jox da je g diferencijabilna na (a, b). Tada za svako x, y ∈ [a, b] na osnovu teoreme
o sredǌoj vrednosti va�i

|g(y)− g(x)| = |g′(η)||y − x|, za neko η ∈ [x, y].

Primetimo da je dovoǉan uslov da funkcija bude kontrakcija da je g diferencijabilna na (a, b)
i da postoji konstanta L ∈ (0, 1) za koju va�i |g′(x)| < L za x ∈ (a, b). Iako je ovaj uslov jaqi od
uslova da funkcija bude kontrakcija, u praksi je lakxi za proveru.
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Primer 5.2. Vratimo se na primer nala�e�a rexe�a jednaqine f(x) = ex − 2x − 1 = 0 na segmentu
[1, 2], koja se mo�e napisati u obliku x = g(x) = ln(2x+ 1), pri qemu je g([1, 2]) ⊆ [1, 2].

Prvi izvod g′(x) = 2/(2x + 1) monotono opada na [1, 2], pa je g′(x) ∈ [2/5, 3/5] za x ∈ [1, 2], odakle
mo�emo zak	uqiti da va�i |g(y)− g(x)| 6 L|y − x|, za L = 2

3 .

Na osnovu teoreme o kontrakciji, niz xk+1 = ln(2x + 1) konvergira ka ξ za svaku poqetnu vrednost
x0 ∈ [a, b]. Ako izaberemo x0 = 1 i radimo sa 6 decimalnih mesta dobijamo rezultate koje su prikazani u
slede�oj tabeli. Deluje da je ξ = 1.26 do na dva decimalna mesta.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1.098612 1.162283 1.201339 1.224563 1.238121 1.245952 1.250447 1.253018 1.254486 1.255323 1.255800

Teorema 5.4. Neka je g kontrakcija na intervalu [a, b], pri qemu je g(x) ∈ [a, b] za x ∈ [a, b] i neka je
ξ fiksna taqka funkcije g, pri qemu g ima neprekidan izvod u nekoj okolini taqke ξ za koji va�i
|g′(ξ)| < 1. Tada niz xk+1 = g(xk) konvergira ka taqki ξ za poqetnu vrednost x0 ∈ [a, b] koja je dovo	no
blizu taqki ξ.

Teorema 5.5. Posmatrajmo prostu iteraciju (5.1), pri qemu funkcija g zadovo	ava uslove teoreme
o kontrakciji na [a, b]. Za date x0 ∈ [a, b] i ε > 0 neka je k0(ε) najma�i pozitivan broj za koji xk nije
vixe od ε uda	en od fiksne taqke ξ, tj. |xk − ξ| 6 ε za sve k > k0. Tada va�i

k0(ε) =

[
ln |x1 − x0| − ln |ε(1− L)|

ln(1/L)

]
+ 1. (5.2)

Dokaz. Znamo da va�i

|g(xk−1)− g(ξ)| = |xk − ξ| 6 L|xk−1 − ξ|, pa je |xk − ξ| 6 Lk|x0 − ξ|. (5.3)

Prethodni rezultat za k = 1 nam daje

|x0 − ξ| = |x0 − x1 + x1 − ξ|
6 |x0 − x1|+ |x1 − ξ|
6 |x0 − x1|+ L|x0 − ξ|,

odakle je |x0 − ξ| 6 1
1−L |x0 − x1|, qijom zamenom u (5.3) dobijamo

|xk − ξ| 6
Lk

1− L
|x1 − x0|,

pa iz uslova |xk − ξ| 6 ε dobijamo

Lk

1− L
|x1 − x0| 6 ε, odakle je k >

ln |x1 − x0| − ln |ε(1− L)|
ln(1/L)

.

Primer 5.3. Posmatrajmo iterativni proces xk+1 = 0.5 + cos(xk), x0 = 1. Oceniti broj iteracija za
dostiza�e formata dvostruke preciznosti (ε = 10−16), ako je taqno rexe�e, do na 6 decimalnih mesta
x = 1.021817.

Ovde je x0 = 1, x1 = 0.5 + cos(1) = 1.040302, a funkcija g(x) = 0.5 + cosx je kontrakcija, pri qemu je
L = |g′(1.021817)| = |−sin(1.021817)| = 0.853058. Primenom formule (5.2) dobijamo k = [223.672]+1 = 224.

Mo�e se pokazati i da va�i
|xk − ξ| 6

L

1− L
|xk − xk−1|.

Ako je 0 6 L 6 1
2 , onda iz prethodne nejednakosti sledi da va�i kriterijum poklapa�a dveju

uzastopnih iteracija, tj.
|xk − xk−1| 6 ε ⇔ |xk − ξ| 6 ε.

U opxtem sluqaju ovaj kriterijum ne va�i i to se najboǉe vidi u primerima gde je |g′(x)| blisko
jedinici: veliqina |xk − xk−1| mo�e biti dosta maǌa od veliqine |xk − ξ|.

2



Iz uslova

|xk − ξ| 6
L

1− L
|xk − xk−1| 6 ε

dolazimo do kriterijuma zaustav	a�a

|xk − xk−1| 6
1− L
L

ε.

Primer 5.4. Metodom iteracije sa taqnox�u ε = 10−4 izraqunati pribli�no rexe�e jednaqine
f(x) = 5x3 − 20x+ 3 = 0 koje pripada odseqku [0, 1].

Zapiximo datu jednaqinu u obliku x = g(x) = 1
20 (5x

3 + 3). Funkcija g slika interval [0, 1] u sebe i
ispu�en je dovo	an uslov da iterativni proces konvergira:

max
x∈[0,1]

|g′(x)| = 3

4
< 1.

Ipak, kako je L = 3
4 >

1
2 ne va�i kriterijum poklapa�a dveju uzastopnih iteracija. Kriterijum zausta-

v	a�a je u ovom sluqaju

|xk − xk−1| 6
1− 3/4

3/4
· 10−4 = 0.000033 . . .

Za poqetnu vrednost se mo�e uzeti bilo koja vrednost iz [0, 1], pa biramo npr. x0 = 0.5. Raqunamo redom

x1 =g(0.5000) = 0.18125,

x2 =g(0.18125) = 0.15149,

x3 =g(0.15149) = 0.15087,

x4 =g(0.15087) = 0.15086.

Vidimo da je u posled�oj iteraciji ispu�en kriterijum zaustav	a�a |x4− x3| = 0.00001 < 0.00003, pa je
tra�eno pribli�no rexe�e x = 0.1509.

Definicija 5.3. (Red konvergencije niza) Red konvergencije niza xn koji te�i ka α kada n → ∞
je p, ako za L > 0 va�i

|xn − α| = L|xn−1 − α|p.

Neka je p = 1. Tada mora biti L < 1 i va�i |xn − α| = Ln|x0 − α|. U ovom sluqaju ka�emo da niz
iteracija konvergira linearno sa faktorom L.

Dakle, pod uslovom |g′(ξ)| < 1 niz prostih iteracija xk+1 = g(xk) �e konvergirati ka fiksnoj
taqki ξ linearno.
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5.2 �utnova metoda tangente

Definicija 5.4. (�utnova metoda) �utnova metoda tangente za rexe�e jednaqine f(x) = 0 je

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, 2, . . . , (5.4)

za odgovaraju�u poqetnu vrednost x0, pri qemu je f
′(xk) 6= 0 za k > 0.

ǋutnova metoda je prosta iteracija za funkciju g(x) = x − f(x)
f ′(x) i geometrijski tangenta na

krivu f(x) u taqki (xk, f(xk)) seqe x-osu u taqki xk+1. Do ǌe mo�emo do�i i razvijaǌem funkcije
f u Tejlorov red prvog reda u okolini taqke xk sa grexkom koja se izra�ava preko drugog izvoda:

f(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +
f ′′(ηk)

2
(x− xk)2, za neko ηk izme�i x i xk.

Ako je α rexeǌe jednaqine f(x) = 0, zamenom x sa α u prethodnoj jednaqini dobijamo

0 = f(α) = f(xk) + f ′(xk)(α− xk) +
f ′′(ηk)

2
(α− xk)2, odakle je α = xk −

f(xk)

f ′(xk)
− (α− xk)2

f ′′(ηk)

f ′(xk)
.

Ako je xk+1 definisano formulom (5.6), dobijamo

α− xk+1 = −(α− xk)2
f ′′(ηk)

f ′(xk)
,

pa ako konvergira, ǋutnov metod �e konvergirati sa redom dva.

Teorema 5.6. Neka je f(α) = 0, pri qemu je f dva puta neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini
taqke α i f ′(α) 6= 0. Ako je poqetna iteracija x0 dovo	no blizu α, tada niz xk konvergira ka α.

U praksi, mo�emo koristiti narednu teoremu kao dovoǉne uslove za konvergenciju ǋutnovog
metoda.

Teorema 5.7. Neka je f dva puta neprekidno diferencijabilna na segmentu [a, b], pri qemu je
• f(a) · f(b) < 0 i
• f ′ i f ′′ su stalnog znaka na [a, b].
Ako za poqetnu iteraciju x0 va�i
• f(x0) · f ′′(x0) > 0,
tada niz xk dobijen �utnovom metodom konvergira ka (prostoj) nuli funkcije f .

Neka je |f ′(x)| > m1 > 0 i |f ′′(x)| 6 M1 za x ∈ [a, b] (tj. m1 = min |f ′(x)| i M2 = max |f ′′(x)| za
x ∈ [a, b]). Da bi smo izveli ocenu grexke, primetimo da za dve sustedne iteracije va�i

f(xk) = f(xk−1) + f ′(xk−1)(xk − xk−1) +
f ′′(ηk)

2!
(xk − xk−1)2, ηk ∈ [xk−1, xk].

Iz definicije ǋutnove metode je f(xk−1) + f ′(xk−1)(xk − xk−1) = 0, pa je

f(xk) =
f ′′(ηk)

2!
(xk − xk−1)2.

Ako primetimo jox da va�i

|α− xk| 6
|f(xk)|
m1

,

dobijamo ocenu grexke �utnove metode

|α− xk| 6
M2

2m1
(xk − xk−1)2.

Ako je ciǉ dobiti rexeǌe sa taqnox�u ε, proces raqunaǌa iteracija se zaustavǉa kada bude
ispuǌen uslov (kriterijum zaustav	a�a)

|xk − xk−1| 6
√

2m1ε

M2
. (5.5)
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Pomenimo da je modifikovani ǋutnov metod definisan iteracijama

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(x0)
, k = 0, 1, 2, . . . ,

qiji je ciǉ da se smaǌi broj operacija u jednom koraku (izvod se raquna samo u poqetnoj taqki).
Oqekivano, smaǌeǌa je brzine konvergencije - ovde je jedan.

Na kraju, ako primetimo da je

f ′(xk) ≈
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1
,

zamenom f ′(xk) u (5.6) dobijamo metod seqice.

Definicija 5.5. (Metoda seqice) Metoda seqice za rexe�e jednaqine f(x) = 0 je

xk+1 = xk − f(xk)
(

xk − xx−1
f(xk)− f(xk−1)

)
, k = 1, 2, . . . , (5.6)

za odgovaraju�e poqetne vrednosti x0 i x1, pri qemu je f(xk)− f(xk−1) 6= 0 za k > 1.

Primer 5.5. �utnovom metodom na�i pozitivno rexe�e jednaqine x3 = sinx sa relativnom grexkom
ma�om od 10−5.

Crta�em grafika funkcija y1 = x3 i y2 = sinx, vidimo da �e pozitivna nula funkcije f(x) = x3−sinx
biti u npr. intervalu [0.7, 1] (proveravamo da li je f(a) · f(b) < 0 i su�avamo interval npr. metodom
polov	e�a - xto vixe suzimo interval ima�emo br�u konvergenciju). Ako izaberemo taqku x0 = 1
proveravamo da li su zadovo	eni uslovi teoreme (5.7):

� f(0.7) · f(1) < 0,

� f ′(x) = 3x2 − cosx 6= 0 za x ∈ [0.7, 1],

� f ′′(x) = 6x+ sinx > 0 za x ∈ [0.7, 1],

� f(1) · f ′′(1) = 1.08457 > 0.

Ako je relativna grexka ma�a od 10−5, onda je apsolutna grexka na intervalu [0.7, 1] ma�a od 0.7·10−5,
pa mo�emo uzeti da je ε = 7 · 10−6. Da bismo primenili kriterijum zaustav	a�a (5.5), na�imo minimum
prvog i maskimum drugog izvoda funkcije f na intervalu [0.7, 1]:

|f ′(x)| = |3x2 − cosx| > 3 · 0.49− 1 = 0.47 = m1, |f ′′(x)| = |6x+ sinx| 6 7 =M2 na intervalu [0.7, 1],

pa �e na osnovu formule (5.5) taqnost biti postignuta kada susedne iteracije budu na rastoja�u ma�em

od
√

2·0.47·7·10−6

7 < 9.7 · 10−4. Za to su dovo	ne 3 iteracije:

x1 = 0.935549, x2 = 0.928702, x3 = 0.928626,

pa je tra�eno rexe�e x = 0.928626.
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5.3 �utnova metoda za sisteme nelinealnih jednaqina

ǋutnovu metodu mogu�e je uopxtiti za rexavaǌa sistema nelinearnih jednaqina

fi(x1, . . . , xn) = 0, 1 6 i 6 n, tj. F (x) = 0, F = (f1, . . . , fn) : Rn → Rn.

Jakobijeva matrica je

J =

[
∂fi
∂xj

]
ij

.

ǋutnov metod je u ovom sluqaju

x(k+1) = x(k) − [J(x(k))]−1F (x(k)), k = 0, 1, . . . (5.7)

Teorema 5.8. Neka je F (α) = 0, F ∈ C2 u nekoj okolini taqke α i neka je det J(α) 6= 0. Ako je poqetna
iteracija x(0) dovo	no blizu α, niz x(k) �e konvergirati kvadratno ka α.

Primer 5.6. Sa taqnox�u 1
2 · 10

−3 izraqunati jedno rexe�e sistema jednaqina

f1(x, y) =2x2 − xy − 5x+ 1 = 0

f2(x, y) =x+ 3 log x− y2 = 0,

ako je poqtna iteracija x(0) = [3.5 2.2]T .

Na�imo prvo Jakobijevu matricu preslikava�a F

J =

[
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

]
=

[
4x− y − 5 −x
1 + 3

x ln 10 −2y

]
.

Prema formuli (5.7), pri qemu je F = [f1 f2]
T , u svakoj iteraciji x(k) raqunamo F (x(k−1)) i J−1(x(k−1)).

Dakle

F (x(0)) = [0.3000 0.2922]T , J(x(0)) =

[
6.8000 −3.5000
1.3723 −4.4000

]
, J−1(x(0)) = − 1

25.11695

[
−4.4000 3.5000
−1.3723 6.8000

]
,

pa je

x(1) =

[
3.5000
2.2000

]
+

1

25.11695

[
−4.4000 3.5000
−1.3723 6.8000

]
·
[
0.3000
0.2922

]
=

[
3.4882
2.2627

]
.

Da bi se postigla zadata taqnost, dovo	no je uraditi jox dve itaracije

x(2) =

[
3.4874
2.2616

]
, x(3) =

[
3.4874
2.2616

]
,

pa je tra�eno rexe�e (3.487, 2.262).
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