Pada Mymaesuuh Byxuh

5 HeauHeapHe jegHaumHe

5.1 IIpocra urepanuja

ITocmarpamo npobiem HymMepuykor pemaBama jennauune f(z) =0 (kanxa je memoryhe pememe oxpe-
IUTW TA4vHO), rae je [ HemperumHa (GyHEKUMja NedUHUCAHA HA WHTEPBALY [a,b].

Teopema 5.1. Heka je f menpexkunna dynknuja nedununcana Ha uaTepBany [a,b]. Axo je f(a) - f(b) < 0,
raza mocroju € € [a, b, TakBo na je f(£) = 0.

AnTepHATUBHO, NOBOJbAH YCJIOB 34 €r3UCTEHNU)y pemema jemuaduue f(z) = 0 Mokemo nobutu 3a-
oucUBameM OBe jemHauuse y obuuky g(x) = x, 3a Hery ¢yuruujy ¢g. Ha npumep, jemmauuny f(z) = 0
MoOkeMo 3anucaru y obnury g(z) = x, upu demy je g(z) = f(z) + x.

Teopema 5.2. (Teopema o dbukcnoj radyku) Heka je g HenpexnnHa dbyHKIMja Ha WHTEpBAIY [a,b] U Heka
je g(z) € [a,b] 3a x € [a,b] (1. g([a,b]) C [a,b]). Tana nocroju & € [a,b] 3a koje Baxku & = g(§); 6poj £ je
durcra mauka GyHKUIHjE g.

[oxas. Heka je f(z) = g(z) — x. Taga je f(a) =g(a) —a > 0u f(b) = g(b) — b < 0, na kaxko je f(a)- f(b) <0,
nocroju § € [a,b] Takso na je 0 = f(£) = g(&) — &. O

IIpumep 5.1. Hexka je f(x) = e* — 2z — 1 3a x € [1,2]. Kako je f(1) < 0u f(2) > 0, nocroju & € [1,2] rako
ma je f(§) = 0.

Ako jemmaumny f(x) = 0 3amumemo y obmuky @ = g(z) = In(2z + 1), Buaumo ma je g(x) € [1,2] 3a cBe
x € [1,2], na cy 3a10Bo/beHH yCa0BU TeopeMe 0 GukcHoj rauku. Vnak, ako AaTy jeHAYMHY HAIUIIEMO y OOJIUKY
x=g(x) = (e* —1)/2, tana Gynknuja g He ciuka uaTEpBaT [1,2] ¥ cebe, ma ce He MOXKE IPUMEHUTH [OMEHYTA
Teopema.

Hedpruumunmo cana MeTOn npocme umepayuje 38 HyMEPUUYKO HAJaKeHhe (PUKCHE TaUKe.

Hedunuruja 5.1. (IIpocra nrepanumja) Heka je g menpexnnna dynkmmja nedunncana na waTepsany [a, b,
npu uemy je g(z) € [a,b] 3a cBe x € [a,b]. Ba maTo z( € [a,b] pexkyp3uja

Th41 :g(xk)a k:0>172a"'7 (51)

ce Ha3WBA MPOCTa, UTEPAITHja.

Axo mmn3 {2} mepunucan y popmysnu (5.1) kouBeprupa, Tana je auMec GUKCHA Tauka QyHKOAje g, jep
je g HempeKuIHa Ha 3aTBOPEHOM MHTEPBaJy. 3amcTta, ako je & = limyg_, o, g, Tama je

¢ = lim x4 = lim g(ag) = g( lim zx) = g(&).
k—o0 k—00 k—o0

JloBoJbaH yCJIOB 3a KOHBEPIEHINjY HU3A Xk je aa (QyHKIUja g Oyae Konmpaxyuja.

Hedunurumja 5.2. (Konrpakuuja) Heka je g nenpexuiua dbynkiuja neduHucana za uHTepBaiy [a,b|.
Kaxxemo na je g xonmpaxyuja, ako nocroju koucranra L, 0 < L < 1, raksa j1a Baxku

l9(2) — g(y)| < Llz —yl, 3a cve rasxe o,y € [a, 5.

Teopema 5.3. (Teopema o konrpaximjn) Heka je g KOHTpakimja Ha WHTEepBaNy [a,b], ipn demy je g(z) €
[a,b] 3a = € [a,b]. Tama nocroju jequHcTBeHa dhukcHa Tavka & € [a, b], £ = g(§). rasume, Hu3 ;11 = g(zk)
KOHBEPrUpa Ka Tadku & 33 CBaKy MOYETHY BPETHOCT Zo € [a, b].

IIpernocrasumo jom na je g madepenuujabunna va (a,b). Tana 3a cako x,y € [a, b] Ha OCHOBY Teopeme
O CPenm0j BPEAHOCTU BAKU

l9(y) —g(@)| = |g'(Mly — x|, 3a mexo n € [z,y].

IIpumeTnMo na je MOBOJbAH YCIOB Aa GyHKIUja Oyle KOHTpakuuja na je g nupepennujabunna ua (a,b)
n ma nocroju koucranra L € (0,1) 3a rojy Basxu |¢'(z)| < L 3a = € (a,b). Mako je oBaj ycaos jauum on
ycnoBa na (yHKIUja OyIe KOHTPakKIUja, y NPaKCU je JaKIIN 3a IPOBEPY.



IIpumep 5.2. Bparumo ce Ha npumep Hajaxemwa pemiema jeanadune f(x) = e — 2x — 1 = 0 Ha cermenty
[1,2], koja ce moxke HammcaTu y obiuky = = g(x) = In(2x + 1), upu uemy je g([1,2]) C [1,2].

Ipeu nssox ¢'(x) = 2/(2x 4+ 1) monorono omaza Ha [1,2], na je ¢'(z) € [2/5,3/5] 3a = € [1,2], onakie
MOZKeMO 3akspyanTn na saxu |g(y) — g(z)| < Lly — x|, 3a L = 2.

Ha ocnoBy Teopeme 0 KOHTpakuuju, Hu3 g1 = In(2z + 1) kouBeprupa Ka & 3a CBaky MOYETHY BPEIHOCT
Zo € [a,b]. Ako uzabepemo o = 1 u pagumo ca 6 JenuManHux MecTa 400ujaMo pe3yJTare Koje Cy UPUKA3aHU Y
crenehoj Tabenu. Hdenyje na je & = 1.26 10 Ha aBa JEIAMATHA MECTA.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1.098612  1.162283  1.201339  1.224563  1.238121  1.245952  1.250447 1.253018  1.254486  1.255323  1.255800

Teopema 5.4. Heka je g kourpakuuja Ha unrepsaiy |a,b], npu yemy je g(x) € [a,b] 3a € [a,b] u Heka je
¢ dukcHa tauka (pyHKOHje g, IpU YeMy ¢ WMa HEMPEKUJIAH W3BOJ y HEKOj OKOMUHM TadKe & 3a KOjU BaXKU
lg’(&)] < 1. Tama vm3 541 = g(2x) KOHBEPrUpa Ka TAYKH & 3a MOYETHY BPETHOCT Xo € [a, b] Koja je moBOBHO
63y Taukm £.

Teopema 5.5. Ilocmarpajmo npocry urepauujy (5.1), upu demy QyHKuuja g 3a/10B0JbaBa yCJioBe T€OpEMe
0 KOHTpaKIMjn Ha [a,b]. 3a mare xy € [a,b] n € > 0 Heka je ko(e) HajMamy mo3uTHBAaH OpPOj 3a KOjU T, HUje
BUILE Off € yaasbeH of dbukcHe Tauke &, 1j. |rp — &| < € 3a cBe k > ko. Tama Baxu

_ [In|zy — 0| —Inle(1 - L)]

ko(e) = L) +1. (5.2)

Joxas. 3uamo na Baxku
l9(zx—1) = 9(&)| = |z — €| < Llag—r — €|, maje |y — €| < L¥leo — €. (5.3)
[Iperxomum pe3ynarar 3a k = 1 HaMm maje

lzo — &| = |xo — 21 + 21 — €]
< |wo — 21| + |21 — €]
< Jxo — 21| + Llzg — ¢,

omakmne je |z — &| < 12 |wo — @1|, unjom 3amenom y (5.3) moGujamo

Lk
1-L

ok =&l < |21 = o,

na u3 ycuosa |z, — £| < € nobujamo

Lk 1 — —1 1-L
Lo —wl <z ommreje k> xﬁla/;'“ s

O

IIpumep 5.3. Ilocmarpajmo ureparusau npouec g1 = 0.5 + cos(zy), xg = 1. Ouenuru 6poj urepanuja 3a
noctuzame dopmaTa msocTpyke npenusnoctr (¢ = 10716), ako je Tauno pememe, 10 Ha 6 JeMMMaTHEX MecTa
r = 1.021817.
Orne je zg = 1, 1 = 0.5 + cos(1) = 1.040302, a dbyukumja g(x) = 0.5 + cosz je KOHTpaKuuja, PN YeMy je
L =|g¢’(1.021817)| = | —sin(1.021817)| = 0.853058. ITpnmerom dbopmyie (5.2) nobujamo k = [223.672]+1 = 224.
Moske ce nmokasaru u na BasKu I
1-L

|z, — €] < |z) — zp_1].

Axo je 0 < L < %, OHJIA W3 MPETXOJIHE HEJeIHAKOCTU CJIEOU Na BaKUA KPUMEPUJYM NOKAANGHG 08€EfY
Y3GCMONHUT UMepayuja, Tj.
|z —zp—1] <e < Jrp—¢& <e.

Y ommiTeM ciaydajy 0Baj KPUTEPUjyM HE BAKU U TO ce Hajbome BuaM y npumepuma rie je |¢'(z)| 6amcko
jeIVHUNN: BeJIUYUHA, |T) — Tp_1| MOsKe OUTU HOCTa Mama O BeauduHe |ry — .



W3 ycaosa

|l — €] < |z —2p—1] < e

1-L

IOJA3UMO IO KPUMEPUJYMG 3GYCMABDHAHE

1-L
L

‘:Ek —xk_1| < E.

IIpumep 5.4. Meronom ureparuje ca Taunomhy £ = 10™% uspauynary npubIMKHO pelleme je HaYnHe
f(x) = 52% — 20z + 3 = 0 xoje npumazma oxcedxy [0, 1].
Banummvo gary jenuauuny y obnuky x = g(x) = %(51’3 + 3). ®ynkuuja g cauka uarepsan [0, 1] y cebe u
UCIYHEH je JOBOJbAH YCJIOB Ja UTEPATUBHU MPOIEC KOHBEPIHUPA:
3
max |¢'(2)] = = < 1.
Jmax lg' (@)l = 7
Nnak, kako je L = % > % HE BaXKW KPUTEPHUjyM TOKJIANaka [Bejy y3acTtomaux urepanuja. Kpurepujym 3aycra-
BJ/bAHA j€ Y OBOM CJIy4ajy
1-3/4
3/4
3a moueTHy BPEIHOCT ce MOXKe y3eTH Ouio Koja Bpeauoct u3 [0, 1], ma 6upamo Hip. o = 0.5. Pauynamo pegom
x1 =¢(0.5000) = 0.18125,
x2 =¢(0.18125) = 0.15149,
x3 =¢(0.15149) = 0.15087,
x4 =¢(0.15087) = 0.15086.

-107% = 0.000033.. ...

|z — zp—1] <

Buaumo fa je y mocsiemnoj uTepalyjyu uCymheH KpUTepHjyM 3aycTaBibama |24 — 23| = 0.00001 < 0.00003, na je
TpazkeHo mpubsamkHO permemne z = 0.1509.

Hedunurumja 5.3. (Pexy kouseprenuuje nuza) Pes konseprenuuje Husa o, KOjU T€XKH KA @ Kaja 1 — 00
je p, ako 3a L > 0 Baxn
|z, — o] = Llxp—1 — af.

Heka je p = 1. Taga mopa 6uru L < 1 u Baxku |z, — «| = L™z — «|. Y oBOM cilydajy KazKemo Ja Hus
nTepalnuja KOHBEprupa JuHeapHo ca (paxkropom L.

Hakne, non ycaosoMm |¢'(§)| < 1 uu3 npoctux urepauuja rr+1 = g(zr) he koHBepruparu ka QUKCHO]
Tavky £ JTUHEAPHO.



5.2 IbyTtHOBa MeTOmA TAaHTE€HTE

Hedunnnruja 5.4. (Fbyraora merona) FbyrHoBa MeToma TaHTeHTe 3a perierhe jeanaunte f(x) =0 je

f(zy)
f(xr)’

3a ozmroeapajyhy moveTHy BpeaHOCT g, ipn demy je f'(xx) # 0 3a k > 0.

Th+1 — Tk — k:0,1,2,..., (54)

IbyrHoBa MeTOna je mpocTta urepamuja 3a QyHKEIMjy g(x) = x — ]{,((Z)) M IeOMETPUjCKM TAHIE€HTa Ha

kpuBy f(z) y Taukn (g, f(xg)) ceue z-ocy y Taurn rpi1. o me Moxkemo nohu u passujamem (yHKIUje
f v TejmopoB pen IpBOT pena y OKOJIWHU TauKe T Ca TPEIIKOM KOja ce M3paskaBa MPEKO APYTOT M3BOMA:

1
f@) = flzg) + f(ap) (@ — 2x) + ! (zﬂk) (x —x)%, 3a HEKO 7)) W3Mebu T U Ty
Ako je o pememe jemmaumue f(z) =0, 3aMeHOM X ca  y IPETXOIHO] jeqHAYUHU NOOUjaMO
f"(nw) 2 . f(zy) o f" (i)
O = = / — — — — — —
£(0) = flaw) + /@) — i) + T o =), onawne je o= ai— et — (a—m)* Gl
Ako je xgy1 mebpunucano dpopmynom (5.6), mobujamo
"
_ (N o f" (i)
o= o = o= o) Ty

ma axKo KOHBeprupa, IbyTHOB MeTon he KOHBeprupaTu ca penoM IBa.

Teopema 5.6. Heka je f(a) = 0, upu uemy je f nBa nyra nenpekuaHo audepeniujabuiiHa y HEKOj OKOJIMHU
rauke o u f'(a) # 0. Axo je nouerna urepanmja o JOBOJBHO OIU3Y (, TAJa HU3 ) KOHBEPIHPA Ka (.

Y Tpakcu, MOKEMO KOPUCTUTU HapeTHy TeOpPEMY Kao NOBOJLHE YCJIOBE 3a KOHBepreHnujy HbyTaOBOT
MeTona.

Teopema 5.7. Heka je f npa nyra nenpeknano audepenumnjabuina Ha cermenty [a, b], mpw wemy je
o fla)- f(b) <Om

e f'u f” cy cranHor 3naka Ha [a, b].

Ako 3a moueTHy wTepanujy ro BaxKu

e f(xo) - f"(x0) >0,

Taja Hu3 T nobujen EbyrHosoMm Meronom konseprupa Ka (upocroj) Hynu dyukuuje f.

Heka je |[f'(z)] =2 m1 > 0 m |f"(x)] < My 3a z € [a,b] (Tj. m1 = min|f'(z)] m My = max|f"(z)| 3a
x € [a,b]). Ha 6u cMO M3BeJM OLEHY IDEIIKE, IPUMETUMO A& 34 ABE CyCTEIHE UTEPALMje BaKU

far) = fl@p—1) + f(@p—1)(xp — Tp—1) + (zk — zK=1)% Mk € [Tro1, T8

U3 mnedpuuunuje byruose merone je f(xrp—1)+ f'(xp—1)(xx — z1—1) =0, ma je

f" (k)

BY (xk 71‘]6_1)2.

flzr) =

Axo IIPUMETUMO jOIH Ja Baikn
X
|Ol—.’bk| < |f( k)|7
mi

nobujamo oueny 2pewke Fbymmose memode

Mo 9
oa—TE| < — (T — Tp—1)".
o= ] < 52 )
Axo je muib mobuTH peleme ca TAYHOHMNY €, TPOIEC pauvyHama UTepanurja ce 3aycTaBiba Kajua Oyme
VCIYHEH YCIOB (KpUmepujym 3aycmasnatba )

2m1€
My -

|z) — 21| < (5.5)



ITomerumo na je MmomupuroBanm IhyTHOB MeTOn mepmHUCAH UTepanujaMa

f(xx)

PRI i)

k=0,1,2,...,

unju je ML Oa ce CMamu OpOoj omepanuja y jeIHOM KOpaky (M3BOM Ce padvyHa CaMO y HOYETHO] TAYKH).
OuekuBaHO, cCMamema je Op3uHe KOHBEPreHIMje - OBAE je jeqaH.

Ha kpajy, ako mpumeTumo ma je

samenoM f'(xzy) y (5.6) moBujamo memod ceuuuye.

Hedunurumja 5.5. (Merona ceuune) Merona ceuunne 3a peuiewe jennauune f(z) =0 je

Tk — Tg—1
Tk+1 — Tk —f(:Ek) (f(sck)—f($k1)> 5 k= 1,2,..., (56)

3a oznroeapajylie movyeTHe BpeTHOCTH To U X1, npn demy je f(xy) — f(zr—1) #03a k > 1.

3 = sinz ca PeJATHBHOM I'DEIIKOM

IIpumep 5.5. EbyrHoBOoM MeTomom Haliv MO3UTHBHO pEIEHE jeTHAYNHE T
MamoM o1 1075,

Hpramem rpaduka byukimja y; = 3 u yo = sin z, Buaumo 1a he nosutusna nyna dbynxuuje f(z) = x> —sinx
6utn y Hop. meTepBaity [0.7,1] (mpoBepaBamo ga qu je f(a) - f(b) < 0 u cy:kaBaMo HHTEPBAJ HIP. METOIOM
[OJIOBJbEEbA - IITO BHUIE Cy3uMO uHTepBai umahlemo Op:ky koneprenuujy). Ako uzabepemo Ttauky xg = 1

IPOBEPABAMO JIa JIU CY 3a/0BOJbeHu ycsioBu reopeme (5.7):

£0.7) - (1) <0,
f(z) =322 —cosx # 03ax € [0.7,1],

f"(x) =6z +sinz > 03ax € [0.7,1],
o f(1)- /(1) = 108457 > 0.

Axo je penarupHa rpemka Mama o 1072, on1a je ancomyTHa rpemka na uatepsay [0.7,1] mama o1 0.7-107°,
ITa MOKeMO y3erTH Ja je ¢ = 7-107°, Jla 6ucmo nmpumennin Kpurepujym 3aycrabbamba (5.5), HaDEMO MUHEMYM
MPBOT ¥ MacKUMyM JApyror n3pozga dbyukumje f wa unTepnany [0.7,1]:

|f'(z)| = [32% —cosx| =3-049 —1=047=my, |f’(2)]= |62 +sinz| <7= M, nauurepsany [0.7,1],

na he ua ocuoBy dopmyie (5.5) TauHOCT GUTH TIOCTUTHYTA Kaa CyCeIHe uTeparmje Oydy Ha PacTOjamby MarmbeM

o1 4/ w < 9.7-107%. 3a 1o cy moBojbHe 3 urepanuje:

1 = 0.935549, z9 =0.928702, 3 = 0.928626,

mma je TpaxkeHo pereme r = (0.928626.



5.3 IbyrtHOBa MeTOHa 3a cuCTeMe HEJNHEAJTTHUX jeJHAYNHA
HByrtHOBY MeTOomy Morylie je yommTurtu 3a pelnaBama CUCTeMa HEeJIMHEAPHUX jenHAYNHA

filzr,...,2,) =0, 1<i<n, 1j. F(x)=0, F=(f1,...,fn) :R" > R™

_|9fi
= |:a$j:|ij'

2D = 20 _ [N RE®), k=0,1,... (5.7)

JarkobujeBa marpuna je

HyTHOB MeTOn je v oBOM ciayuajy

Teopema 5.8. Heka je F(a) =0, F € C? y Hekoj okommaE Tadke o u Heka je det J(a) # 0. Ako je mogerna
urepammja (%) oBossHO G613y v, Hu3 F) e KOHBEprEpPATH KBAJIPATHO Ka (.

IIpumep 5.6. Ca raunomhy % - 1073 uspauynaru jejHo peleme cHCTEMa jeHauYnHA

fi(w,y) =22° —2xy — 5z +1=0
fo(z,y) =2+ 3logz — y* = 0,

ako je mourna nrepammja (0 = [3.5 2.2]7.

Habhuwmo npso JakobujeBy marpuily npeciukasama F
J— % %? [435—1/—5 —x]
= 1o afs | = 3 .
& 52 I+ imm —2

[pema dbopmyn (5.7), npu wemy je F = [f1 fo]T, v cBaxoj nrepamujn 2*) pauymamo F(z+~1) u J=1(2F—1).

Haxke
Oy _ T )y _ [6-8000 —3.5000 oy L —4.4000  3.5000
F@™) =[0-3000 020227, J(=™) [1.3723 —aa000) ) = T35 11605 | ~1.3723 6.8000)
ma je
) _ [3.5000 1 ~4.4000 3.5000] [0.3000] _ [3.4882
= 12.2000] " 25.11695 |-1.3723 6.8000| " |0.2922| T |2.2627]

Jla 6u ce mocTuria 3a7aTa TAYHOCT, JOBOJHHO je YPAJAWTH jOIIT ABE MTAPAIN]E

2 [3.4874 3 [3.4874

~ (226160 U T T [2.2616]

na je TpaskeHo perreme (3.487,2.262).



