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7 Interpolacija funkcija - deo 2

7.1 Konaqne razlike funkcija

Neka je data mre�a ekvidistantnih qvorova xi = x0+ih, i = 0, 1, 2, . . . i neka su poznate vrednosti
funkcije u tim qvorovima yi = f(xi).

� Konaqne razlike prvog reda su ∆yi = yi+1 − yi.

� Konaqne razlike drugog reda su ∆2yi = ∆yi+1 −∆yi.

� Konaqne razlike n-tog reda su ∆nyi = ∆n−1yi+1 −∆n−1yi.

Navodimo neke osobine konaqnih razlika.

1. Ako je f(x) = u(x) + v(x), tada je ∆(u+ v) = ∆u+ ∆v,

2. Ako je f(x) = c · u(x), tada je ∆(cu) = c∆u,

3. ∆m(∆nf) = ∆m+nf = ∆n(∆mf),

4. Ako je f(x) = Pn(x) polinom n-tog stepena, tada je ∆Pn polinom n− 1-vog stepena.

Za dokaz osobine 4. neka je Pn(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0. Tada je

∆Pn(x) = Pn(x+h)−Pn(x) = an(x+h)n+· · ·+a1(x+h)+a0−(anx
n+· · ·+a1x+a0) = bn−1x

n−1+· · ·+b1x+b0.

Sledi da su n-te razlike polinoma n-tog stepena konstantne, a razlike vixeg reda od n su
jednake nuli.

Teorema 7.1. Ako je f ∈ Cn[xi, xi+n], onda postoji taqka η ∈ (xi, xi+n) takva da je

∆nfi = ∆nyi = hnf (n)(η).

Dokaz se sprovodi matematiqkom indukcijom. Primetimo da za n = 1 rezultat sledi iz teoreme
o sredǌoj vrednosti, ∆yi = h · f ′(η), η ∈ (xi, xi+1).

Na osnovu prethodne teoreme imamo pribli�nu jednakost

f (n)(x) ≈ ∆nf(x)

hn
.

Konaqne razlike se mogu predstaviti i u tablici konaqnih razlika, npr. za n = 4:

x y ∆y ∆2y ∆3y ∆4y
x0 y0

∆y0
x1 y1 ∆2y0

∆y1 ∆3y0
x2 y2 ∆2y1 ∆4y0

∆y2 ∆3y1
x3 y3 ∆2y2

∆y3
x4 y4

Primer 7.1. Sastaviti dijagonalnu tablicu konaqnih razlika za funkciju f(x) = x3 + 8x + 5 na
intervalu [0, 1] sa korakom h = 0.2. Vrednosti funkcije raqunati sa taqnox�u 1

2 · 10−4.
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x y ∆y ∆2y ∆3y
0 5.0000

1.6080
0.2 6.6080 0.0480

1.6560 0.0480
0.4 8.2640 0.0960

1.7520 0.0480
0.6 10.0160 0.1440

1.896 0.0480
0.8 11.9120 0.1920

2.0880
1 14.0000

Prilikom sastavǉaǌa tablica konaqnih razlika, mo�e se uoqiti zakonistost prostiraǌa
omaxke. Pretpostavimo da je umesto vrednosti funkcije yi omaxkom uzeta vrednost yi + ε i posma-
trajmo prostiraǌe te omaxke u tablici konaqnih razlika.

x y ∆y ∆2y ∆3y ∆4y
xi−4 yi−4

∆yi−3
xi−3 yi−3 ∆2yi−4

∆yi−2 ∆3yi−4
xi−2 yi−2 ∆2yi−3 ∆4yi−4 + ε

∆yi−1 ∆3yi−3 + ε
xi−1 yi−1 ∆2yi−2 + ε ∆4yi−3 − 4ε

∆yi + ε ∆3yi−2 − 3ε
xi yi + ε ∆2yi−1 + 2ε ∆4yi−2 + 6ε

∆yi − ε ∆3yi−1 + 3ε
xi+1 yi+1 ∆2yi + ε ∆4yi−1 − 3ε

∆yi+1 ∆3yi − ε
xi+2 yi+2 ∆2yi+1 ∆4yi + ε

∆yi+2 ∆3yi+1

xi+3 yi+3 ∆2yi+2

∆yi+3

xi+4 yi+4

Primetimo da su koeficijenti uz ε u koloni ∆ky binomni koeficijenti binoma (a − b)k i da
je u kolonama parnih razlika najve�i uticaj omaxke u onom redu u kome je omaxka nastala. Ako
se uz to iskoristi i qiǌenica da se oqekuje da razlike dovoǉno visokog reda budu jako sliqne,
omaxka se mo�e otkriti, izraqunati i odkloniti.

Pretpostavimo sada da je gorǌa granica apsolutne grexke izraqunatih vrednosti funkcije
ε = 1

2 · 10−k. Onda je gorǌa granica apsolutnih grexaka konaqnih razlika:

� prvog reda: 1
2 · 10−k + 1

2 · 10−k = 10−k,

� drugog reda: 10−k + 10−k = 2 · 10−k

� n-tog reda: 2n−1 · 10−k,

pa je uticaj poqetnih razlika sve ve�i (a konaqne razlike su sve maǌe). Ako se dogodi za neku
vrednost yi va�i

|∆nyi| 6 2n−1 · 10−k,

tj. konaqna razlika n-tog reda je maǌa od maksimalno mogu�e grexke te razlike, onda su tablice
konaqnih razlika od tog reda pa nadaǉe nekorektne i ne mogu se koristiti.
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7.2 Prvi �utnov interpolacioni polinom

Neka su yi = f(xi) zadate vrednosti funkcije u ekvidistantnim qvorovima xi, i = 0, 1, . . . , n.
Treba na�i interpolacioni polinom Pn(x) koji zadovoǉava uslove

Pn(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

Potra�imo interpolacioni polinom u obliku

Pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ an(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1).

Za x = xi, i = 0, 1, . . . , n redom dobijamo

x = x0 : y0 = a0,

x = x1 : y1 = a0 + a1(x1 − x0), a1 =
y1 − y0
x1 − x0

=
∆y0
h
,

x = x2 : y2 = a0 + a1(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x− x1), a2 =
∆2y0
2!h2

.

Analogno dobijamo

an =
∆ny0
n!hn

,

odakle dobijamo prvi �utnov interpolacioni polinom (sa konaqnim razlikama za ekvidistantne
qvorove):

Pn(x) = y0 +
∆y0
1!h

(x− x0) +
∆2y0
2!h2

(x− x0)(x− x1) + · · ·+ ∆ny0
n!hn

(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1).

Ako uvedemo smenu x−x0

h = u dobijamo

Pn(x0 + hu) = Pn(u) = y0 +
∆y0
1!

u+
∆2y0

2!
u(u− 1) + · · · ∆

ny0
n!

u(u− 1) · · · (u− n+ 1),

ili

Pn(u) =

(
u

0

)
∆0y0 +

(
u

1

)
∆y0 + · · ·+

(
u

n

)
∆ny0.

Ovaj polinom je pogodno koristiti oko taqke x = x0.
Grexka prvog ǋutnovog polinoma se dobija iz opxte formule za grexku interpolacije

Rn(u) =
hn+1fn+1(η)

(n+ 1)!
u(u− 1) . . . (u− n) ≈ ∆n+1y0

(n+ 1)!
u(u− 1) . . . (u− n), η ∈ (x0, xn).

7.3 Drugi �utnov interpolacioni polinom

Ako interpolacioni polinom tra�imo u obliku

Pn(x) = a0 + a1(x− xn) + a2(x− xn)(x− xn−1) + · · ·+ an(x− xn)(x− xn−1) · · · (x− x1).

Za x = xi, i = 0, 1, . . . , n redom dobijamo

x = xn : yn = a0,

x = xn−1 : yn−1 = a0 + a1(xn−1 − xn), a1 =
yn − yn−1

h
=

∆yn−1
h

.

Analogno dobijamo

ai =
∆iyn−i
i!hi

, an =
∆ny0
n!hn

,

odakle dobijamo drugi �utnov interpolacioni polinom (sa konaqnim razlikama za ekvidistantne
qvorove):

Pn(x) = yn +
∆yn−1

1!h
(x− xn) +

∆2yn−2
2!h2

(x− xn)(x− xn−1) + · · ·+ ∆ny0
n!hn

(x− xn)(x− xn−1) · · · (x− x1).
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Ako uvedemo smenu x−xn

h = v dobijamo

Pn(v) = yn +
∆yn−1

1!
v +

∆2yn−2
2!

v(v + 1) + · · ·+ ∆ny0
n!

v(v + 1) · · · (v + n− 1).

Ovaj polinom je pogodno koristiti oko taqke x = xn.

Grexka prvog ǋutnovog polinoma se dobija iz opxte formule za grexku interpolacije

Rn(v) =
hn+1fn+1(η)

(n+ 1)!
v(v + 1) . . . (v + n) ≈ ∆n+1y0

(n+ 1)!
v(v + 1) . . . (v + n), η ∈ (x0, xn).

7.4 Pode	ene razlike

Predpostavimo da qvorovi x0, x1, . . . , xn u kojima je data funkcija y nisu jednako razmaknuti.

Pode	ene razlike prvog reda su:

δ(xi, xi+1) =
yi+1 − yi
xi+1 − xi

, i = 0, 1, . . . , n− 1.

Koriste se i slede�e oznake

δ(xi, xi+1) = δ1 = f [xi, xi+1] = [xi, xi+1] = [xi, xi+1; f ].

Pode	ene razlike drugog reda su:

δ(xi, xi+1, xi+2) =
δ(xi+1, xi+2)− δ(xi, xi+1)

xi+2 − xi
, i = 0, 1, . . . , n− 2.

Koriste se i slede�e oznake

δ(xi, xi+1, xi+2) = δ2 = f [xi, xi+1, xi+2] = [xi, xi+1, xi+2] = [xi, xi+1, xi+2; f ].

Uopxte, pode	ene razlike k-tog reda su

δ(xi, . . . , xi+k) =
δ(xi+1, xi+2, . . . , xi+k)− δ(xi, xi+1, . . . , xi+k−1)

xi+k − xi
, i = 0, 1, . . . , n− k.

Koriste se i slede�e oznake

δ(xi, xi+1, . . . , xi+k) = δk = f [xi, xi+1, . . . , xi+k] = [xi, xi+1, . . . , xi+k] = [xi, xi+1, . . . , xi+k; f ].

Podeǉene razlike je, kao i konaqne, pregledno zapisati u tablici.

x y δ1 δ2 · · · δn

x0 y0
δ(x0, x1)

x1 y1 δ(x0, x1, x2)
δ(x1, x2)

x2 y2 δ(x1, x2, x3)
δ(x2, x3)

x3 y3 δ(x2, x3, x4)
...

...
...

... δ(x0, x1, . . . , xn)
xn−3 yn−3 δ(xn−4, xn−3, xn−2)

δ(xn−3, xn−2)
xn−2 yn−2 δ(xn−3, xn−2, xn−1)

δ(xn−2, xn−1)
xn−1 yn−1 δ(xn−2, xn−1, xn)

δ(xn−1, xn)
xn yn
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Podeǉene razlike su simetriqne funkcije svojih argumenata:

δ(x1, x2, x3, . . . , xn) = δ(x1, x2, x3, . . . , xk) = δ(x2, x1, x3, . . . , xn) = δ(x3, x2, x1, . . . , xn) = · · · .

Podeǉene razlike imaju i slede�e osobine:

1. Podeǉene razlike zbira jednake su zbiru podeǉenih razlika sabiraka.

2. Konstata se mo�e izvu�i ispred podeǉenih razlika.

3. Podeǉene razlike prvog reda polinoma stepena n su polinomi stepena n− 1.

Da bi smo dokazali posledǌu osobinu, primetimo da na osnovu Bezuovog stava va�i

Pn(x) = (x− xi)Qn−1(x) + Pn(xi), pa je Pn[x, xi] =
Pn(x)− Pn(xi)

x− xi
= Qn−1(x).

Sledi da su podeǉene razlike n-tog reda polinoma stepena n konstante, a polinoma stepena maǌeg
od n jednake nuli.

Ako su qvorovi jednako razmaknuti, izme�u konaqnih i podeǉenih razlika postoji veza:

δnyk = δ(xk, xk + h, . . . , xk + nh) =
∆nyk
n!hn

, k = 0, 1, . . .

7.5 �utnovi interpolacioni polinomi sa pode	enim razlikama

Neka je funkcija data vrednostima y0 = f(x0), y1 = f(x1), . . . , yn = f(xn), pri qemu su qvorovi
me�usobno razliqiti.

Prvi �utnov polinom sa pode	enim razlikama je

Pn(x) = y0+δ(x0, x1)(x−x0)+δ(x0, x1, x2)(x−x0)(x−x1)+· · ·+δ(x0, x1, . . . , xn)(x−x0)(x−x1) · · · (x−xn−1).

Grexka interpolacije je

Rn(x) =
fn+1(η)

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn), η ∈ (x0, xn).

Drugi �utnov polinom sa pode	enim razlikama je

Pn(x) = yn + δ(xn−1, xn)(x− xn) + δ(xn−2, xn−1, xn)(x− xn)(x− xn−1) + · · ·+
+ δ(x0, x1, . . . , xn)(x− xn)(x− xn−1) · · · (x− x1).

Nala�eǌe ǋutnovog interpolacionog polinoma zahteva formiraǌe tablice podeǉenih razli-
ka (xto nije bio sluqaj kod Lagran�ovog), ali prilikom dodavaǌa novog qvora ne moramo ceo
polinom raqunati iz poqetka jer va�i

Pn+1(x) = Pn(x) + (x− x0) · · · (x− xn)δ(x0, . . . , xn+1).

Kako u opxtem sluqaju va�i

f(xm) = f(x0) + (xm − x0)δ(x0, x1) + (xm − x0)(xm − x1)δ(x0, x1, x2) + · · ·
+ (xm − x0)(xm − x1) · · · (xm − xm−1)δ(x0, x1, . . . , xm),

mo�emo formulisati narednu teoremu o grexki interpolacije (uzimaǌem da je xm = x, m−1 = n).

Teorema 7.2. Ako funkcija f ima konaqne vrednosti u taqkama x0, . . . , xn, x, va�i formula:

Rn(x) = f(x)− Pn(x) = ω(x)δ(x0, . . . , xn, x), ω(x) = (x− x0) · · · (x− xn). (7.1)

Primetimo da je za izraz za grexku u prethodnoj formuli potrebna taqna vrednost funkcije
f(x), koja je nepoznata (ako se funkcija zameni polinomom stepena n, onda je podeǉena razlika reda
n+ 1 jednaka nuli). Napomenimo jox da se, za razliku od konaqnih razlika, podeǉene razlike δn

u opxtem sluqaju ne smaǌuju kada n raste (i nisu sliqne izme�u sebe za dovoǉno veliko n).
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7.6 Inverzna interpolacija

Neka je funkcija y = f(x) zadata svojim vrednostima y0 = f(x0), y1 = f(x1), . . . , yn = f(xn).

Postupak nala�eǌa argumenta x koji odgovara zadatoj vrednosti y funkcije y = f(x), koja nije
data u tablici, naziva se inverzna ili obratna interpolacija.

Ovaj zadatak se mo�e rexiti primenom Lagran�ove interpolacione formule: za to je dovoǉno
uzeti da je x funkcija i y promenǉiva, x = x(y). Naravno, potrebno je pretpostaviti postojaǌe
inverzne funkcije. Lagran�ov interpolacioni polinom je u ovom sluqaju oblika

Ln(y) = ω(y)

n∑
i=0

xi
(y − yi)ω′(yi)

, ω(y) = (y − y0)(y − y1) · · · (y − yn).

7.7 Konvergencija interpolacionog procesa

Postavǉa se pitaǌe da li niz Ln(x) interpolacionih polinoma neprekidne funkcije f(x) kon-
vergira ka funkciji f(x) kada broj qvorova neograniqeno raste, tj. kada n → ∞. Naravno, niz
Ln zavisi i od raspodele qvorova xi, a ne samo od funkcije f . Suzimo zato problem na jednako
razmaknute qvorove.

Naredni primer ilustruje da se maskimalna grexka interpolacije mo�e pove�avati za ve�i
broj qvorova i poznat je kao Rungeov fenomen.

Primer 7.2. Posmatrajmo niz interpolacionih polinoma Ln(x) za funkciju f(x) = 1
1+x2 na interva-

lu [−5, 5], pri qemu su qvorovi jednako razmaknuti. Neka je Er(n) = maxx∈[−5,5] |f(x) − Ln(x)|. Ovako
definisana grexka interpolacije za razliqite vrednosti n je prikazana u narednoj tabeli.

n 4 8 12 16 20 24

Er(n) 0.44 1.04 3.66 14.25 58.59 252.78

Iako se izvodi funkcije f(x) u po	u R \lepo"ponaxaju, produ�e�em na kompleksnu ravan C Tejlorov
red kompleksno vrednosne funkcije f(z) = 1

1+z2 konvergira samo u jediniqnom disku, jer funkcija f(z)
ima polove u taqkama ±i.

Definicija 7.1. (Cela funkcija) Funkcija f(x) se naziva celom funkcijom, ako se mo�e prikazati
u obliku stepenog reda

f(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + · · ·+ an(x− x0)n + · · · ,

koji konvergira za svako x ∈ [a, b]. Dakle, f ima izvode proizvo	nog reda.

Mo�e se pokazati da ako je funkcija f(x) cela, tada niz interpolacionih polinoma za proi-
zvoǉan izbor qvorova ravnomerno konvergira ka funkciji f(x), x ∈ [a, b].

8 Numeriqko diferencira�e

Pretpostavimo da treba numeriqki odrediti izvod funkcije f koja je data tabliqno, ili je
ǌen analitiqki izraz jako komplikovan.

Jedan od mogu�ih naqina da se numeriqki odredi izvod je slede�i: na uoqenom odseqku [a, b]
funkcija f(x) se zameni interpolacionim polinomom Pn(x), a zatim se stavi da je

f ′(x) ≈ P ′n(x), x ∈ [a, b].

Na analogan naqin se postupa u sluqaju nala�eǌa izvoda vixih redova.

Ako je funkcija f(x) dovoǉno glatka i ako su rastojaǌa izme�u qvorova dovoǉno mala na
intervalu [a, b], mo�e se oqekivati da se na tom intervalu f ′(x) i P ′n(x) ne razlikuju mnogo.
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Ako je grexka interpolacije
Rn(x) = f(x)− Pn(x),

tada je grexka diferenciraǌa

rn(x) = R′n(x) = f ′(x)− P ′n(x).

Za red izvoda ima smisla uzeti samo k < n. Primetimo da je kod interpolacije grexka u
qvorovima jednaka nuli, dok kod diferenciraǌa to ne mora biti sluqaj. Dakle, u opxtem sluqaju,
numeriqko diferenciraǌe ima maǌu taqnost od interpolacije.

Neka je funkcija f(x) zadata na skupu ekvidistantnih taqaka y0 = f(x0), y1 = f(x1), . . . , yn =
f(xn). Da bismo aproksimirali vrednosti izvoda f ′(x), f ′′(x), . . . na intervalu [a, b], prvo fun-
kciju f(x) aproksimiramo interpolacionim polinomom. Neka je to prvi ǋutnov interpolacioni
polinom

y = y0 + ∆y0 · u+ ∆2y0
u(u− 1)

2!
+ · · · , u =

x− x0
h

.

Kako je

y′(x) =
dy

dx
=
dy

du
· du
dx

=
1

h
· dy
du
,

va�i

y′(x) =
1

h

[
∆y0 +

∆y0
2

(2u− 1) +
∆y30

6
(3u2 − 6u+ 1) +

∆4y0
12

(2u3 − 9u2 + 11u− 3) + · · ·
]
.

Daǉe je

y′′(x) =
d(y′)

dx
=

1

h
· d(y′)

du
,

pa je

y′′ =
1

h2

[
∆2y0 + ∆3y0(u− 1) +

∆4y0
12

(6u2 − 18u+ 11) + · · ·
]
.

Postupak za nala�eǌe pribli�nih vrednosti izvoda korix�eǌem drugog ǋutnovog polinoma
je identiqan, a kod Lagran�ovog izvodi se nalaze direktno.

Primer 8.1. Funkcija y = f(x) je zadata tablicom

x | 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60
f(x) | 1.58365 1.68662 1.79744 1.91650 2.04424

Izraqunati: a) f ′(0.40), b) f ′′(0.40), v) f ′(0.42), g) f ′(0.59).
Sastavimo tablicu konaqnih razlika

x y ∆y ∆2y ∆3y ∆4y
0.40 1.58365

0.10297
0.45 1.68662 0.00785

0.11082 0.00039
0.50 1.79744 0.00824 −0.00003

0.11906 0.00036
0.55 1.91650 0.00860

0.12774
0.60 2.04424

a) Za u = (x− x0)/h = 0 primenom (izvoda) prvog �utnovog interpolacionog polinoma dobijamo

f ′(0.40) =
1

0.05

[
0.10297− 0.00785

2
+

0.00039

3
− −0.00003

4

]
= 1.98365.

Napomena: Mogu�e je i izvode u qvorovima (osim eventualno krajǌim) zameniti npr. pribli�nim
vrednostima

y′(xi) ≈
yi+1 − yi

h
ili y′(xi) ≈

yi+1 − yi−1
2h

, y′′(xi) ≈
yi+1 − 2yi + yi−1

h2
,

ali na taj naqin oqekujemo da �emo dobiti maǌu taqnost. Npr. u primeru pod a)

f ′(0.40) = f ′(x0) ≈ ∆y0
h

=
0.10297

0.05
= 2.0594.
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