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9 Metoda najma�ih kvadrata

9.1 Rexava�e preodre�enih sistema jednaqina

Posmatrajmo sistem jednaqina

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1mxm = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2mxm = b2

...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ anmxm = bn,

gde je n > m, tj. broj jednaqina je ve�i od broja nepoznatih. Ovakav sistem jednaqina zovemo
preodre�enim i on u opxtem sluqaju nije saglasan. Ipak, ako su veliqine aij i bj (i = 1, . . . , n, j =
1, . . . ,m) pribli�ni brojevi, mo�da se mogu odrediti pribli�ne vrednosti xj, tako da sve jedna-
qine budu zadovoǉene sa izvesnom grexkom.

Jedna od metoda za rexavaǌe preodre�enih sistema je metoda najma�ih kvadrata i sastoji se u
nala�eǌu vrednosti xj za koje je suma kvadrata razlika izme�u desnih i levih strana jednaqina
u sistemu minimalna, tj.

S =

n∑
i=1

bi − m∑
j=1

aijxj

2

je minimalno.

Uslovi minimuma veliqine S su
∂S

∂xk
= 0, k = 1, . . . ,m,

ili
∂S

∂xk
= −2

n∑
i=1

bi − m∑
j=1

aijxj

 aik = 0, k = 1, . . . ,m.

Prethodni sistem ima m jednaqina i m nepoznatih i zove se normalan sistem jednaqina, a polazni
sistem se zove sistem uslovnih jednaqina.

Primer 9.1. Metodom najma�ih kvadrata rexiti sistem jednaqina

x+ 2y = 5

x− y = −1

2x+ y = 7.

Prvo formiramo sumu
S = (x+ 2y − 5)2 + (x− y + 1)2 + (2x+ y − 7)2,

pa nalazimo �en minimum. Stacionarne taqke funkcije S su rexe�a sistema

S′x = 2(x+ 2y − 5) + 2(x− y + 1) + 2(2x+ y − 7) · 2 = 0

S′y = 2(x+ 2y − 5) · 2 + 2(x− y + 1) · (−1) + 2(2x+ y − 7) = 0,

tj. 2x+ y = 6, x+ 2y = 6, pa je jedina stacionarna taqka (x, y) = (2, 2) i ona je minimum funkcije S.
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9.2 Aproksimacija funkcija metodom najma�ih kvadrata

Neka je funkcija y = f(x) data svojim vrednostima y0 = f(x0), y1 = f(x1), . . . , yn = f(xn).
Metod najmaǌih kvadrata predstavǉa nala�eǌe funkcije ϕ(x; a0, a1, . . . , an) sa nepoznatim para-
metrima a1, . . . , an koja aproksimira funkciju y = f(x) tako da je suma kvadrata rastojaǌa od
ϕ(xi; a0, a1, . . . , an) od yi minimalna. Dakle, treba minimizovati funkciju

S(a0, a1, . . . , an) =

n∑
i=0

[yi − ϕ(xi; a0, a1, . . . , an)]2,

pa treba rexiti odgovaraju�i normalni sistem jednaqina

∂S

∂ai
= 0, i = 0, 1, . . . , n (9.1)

Ako je ϕ(x; a0, . . . , an) linearna aproksimaciona funkcija po nepoznatim parametrima a0, a1, . . . , an,
tj. ima oblik

ϕ(x) =

n∑
i=0

aiϕi(x)

tada je odgovaraju�i normalni sistem jednaqina (9.1) linearan.

Primer 9.2. Metodom najma�ih kvadrata na�i linearnu funkciju ϕ(x) = a + bx koja aproksimira
tabliqno datu funkciju

xi 1 2 3 4

yi 3.5 3.0 2.8 2.3

Formiramo funkciju

S =

3∑
i=0

[yi − (a+ bxi)]
2 = (3.5− a− b)2 + (3.0− a− 2b)2 + (2.8− a− 3b)2 + (2.3− a− 4b)2

i nalazimo �ene stacionarne taqke, tj. rexe�a sistema S′a = 0, S′b = 0, tj.

−27.1 + 10a+ 30b = 0, −11.6 + 4a+ 10b = 0,

odakle dobijamo
(a, b) = (3.85,−0.38), pa je ϕ(x) = 3.85− 0.38x.

Sa druge strane, ako funkcija ϕ(x) nije linearna po svojim parametrima, odgovaraju�i normal-
ni sistem nije linearan, pa ga treba rexiti nekim slo�enijim numeriqkim metodom, npr. ǋut-
novim metodom za sisteme. Jedan pokuxaj br�eg pribli�nog odre�ivaǌa parametara je uvo�eǌe
smena X = g(x), Y = h(y) pomo�u kojih se nelinearni problem svodi na linearni. Npr. neka je
ϕ(x; a0, a1) = a0e

a1x. Tada logaritmovaǌem i uvo�eǌem smena

X = x, Y = ln y, b0 = ln a0, b1 = a1

problem se svodi na linearan jer treba minimizovati funkciju

S̄(b0, b1) =

n∑
i=0

[Yi − b0 − b1Xi]
2.

Ipak, na ovaj naqin rexavamo drugi problem u odnosu na prethodni, tj. u odnosu na problem
minimizovaǌa funkcije

S(a0, a1) =

n∑
i=0

[yi − a0ea1xi ]2

i zato dobijene vrednosti mogu znaqajno da odstupaju.
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Primer 9.3. Metodom najma�ih kvadrata odrediti parametre a i b tako da funkcija ϕ(x) = aebx

aproksimira tabliqno datu funkciju

xi 0 0.25 0.4 0.5

yi 9.532 7.983 4.826 5.503

Direktna primena metode najma�ih kvadrata bi zahtevala minimizova�e funkcije

S(a, b) =

3∑
i=0

(yi − aebxi)2,

tj. rexava�e sistema nelinearnih jednaqina S′a = 0, S′b = 0 (na ovaj naqin dobilo bi se rexe�e (a, b) =
(9.73109,−1.26518)). Da bismo izbegli numeriqke metode za rexava�e ovakvog sistema, uvedimo smene
X = x, Y = ln y, A = ln a, B = b, i minimizujmo funkciju

S̄(A,B) =

3∑
i=0

(Yi −A−BXi)
2, (Xi = xi, Yi = ln(yi)), tj.

S̄ = (2.25465−A− 0 ·B)2 + (2.07731−A− 0.25 ·B)2 + (1.57402−A− 0.4 ·B)2 + (1.70529−A− 0.5 ·B)2.

Odgovaraju�i normalni sistem S̄′A = 0, S̄′B = 0 je linearan:

−15.2226 + 8A+ 2.3B = 0, −4.00316 + 2.3A+ 0.945B.

�egovo rexe�e je (A,B) = (2.28108,−1.31567), pa je a = eA = 9.7872 i b = B = −1.31567.

Sliqne transformacija promenǉivih je mogu�e su u slede�im sluqajevima:

1◦ y = a0x
a1 , X = lnx, Y = ln y, (b0, b1) = (ln a0, a1),

2◦ y =
1

a0 + a1x
, X = x, Y =

1

y
, (b0, b1) = (a0, a1),

3◦ y =
x

a0 + a1x
, X =

1

x
, Y =

1

y
, (b0, b1) = (a0, a1),

4◦ y =
1

a0 + a1e−x
, X = e−x, Y =

1

y
, (b0, b1) = (a0, a1).
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10 Numeriqka integracija

Postupak pribli�nog izraqunavaǌa integrala

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx (10.1)

na osnovu niza datih vrednosti yk = f(xk), xk ∈ [a, b], k = 0, 1, . . . , n, naziva se numeriqka integracija.

Formule za pribli�no izraqunavaǌe integrala su kvadraturne formule. Najqex�e se te for-
mule dobijaju tako xto se podintegralna funkcija f(x) zameni (na odseqku [a, b] ili ǌegovim de-
lovima) jednostavnijom funkcijom ϕ(x) koja je u nekom smislu bliska funkciji f(x). Npr. zahteva
se da se ove dve funkcije poklapaju u qvorovima, ϕ(xi) = f(xi) i tada se dobijaju interpolacione
kvadraturne formule. Mi �emo za funkcije ϕ(x) birati polinome, a uobiqajeni izbori za ϕ(x)
su i trigonometrijski polinomi i racionalne funkcije. Ako je interval integracije konaqan i
na ǌemu nema singulariteta, mo�e se posti�i visoka taqnost sa interpolacionim polinomima
relativno niskog stepena.

Kvadraturne formule su naj�ex�e oblika

Qn(f) =

n∑
k=0

Akf(xk), xk ∈ [a, b], (10.2)

gde su Ak koeficijenti ili te�ine, a xk qvorovi kvadraturne formule, I(f) ≈ Qn(f). Ako je broj
qvorova n fiksiran, ovakva formula ima 2n+ 2 parametra (po n+ 1 qvorova i te�ina).

Pretpostavimo da su qvorovi xi, i = 0, 1, . . . , n, unapred izabrani i neka je

ω(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn).

Lagran�ov interpolacioni polinom za funkciju f(x) u tim qvorovima je

Ln(x) =

n∑
k=0

ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
f(xk)

i ako je Mn+1 = max[a,b] |f (n+1)(x)| <∞, va�i

f(x) = Ln(x) +Rn(x), |Rn(x)| 6 Mn+1

(n+ 1)!
|ω(x)|.

Daǉe je

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

Ln(x)dx+

∫ b

a

Rn(x)dx,

odakle dobijamo redom te�ine i ocenu grexku kvadraturne formule (10.2)

Ak =

∫ b

a

ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
dx, k = 0, 1, . . . , n,

|rn(f)| = |I(f)−
k∑

i=0

Akf(xk)| 6 Mn+1

(n+ 1)!

∫ b

a

|ω(x)|dx.

Ako su krajevi intervala integracije ujedno i qvorovi kvadraturne formule, tada je ona za-
tvorenog tipa, a inaqe je otvorenog tipa.
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10.1 Algebarski stepen taqnosti kvadraturne formule. Metod neodre�enih

koeficijenata.

Ako je kvadraturna formula taqna za sve polinome stepena maǌeg ili jednakog od m, a nije
taqna za xm+1, tada je algebarski stepen taqnosti te formule jednak m.

Ako kvadraturna formula ima n+ 1 qvor, uvek se mo�e posti�i da algebarski stepen taqnosti
bude bar n. Mo�emo koristiti ranije opisan naqin - integraliti Lagran�ov interpolacioni
polinom, qime se dobija interpolaciona kvadraturna formula odgovaraju�eg stepena taqnosti.
Drugi naqin je metod neodre�enih koeficijenata, gde se te�ine Ak u kvadraturnoj formuli (10.2)
biraju tako da formula bude taqna na skupu {1, x, x2, . . . , xn}, tj. treba da va�i∫ b

a

f(x)dx =

n∑
k=0

Akf(xk), za f(x) ∈ {1, x, x2, . . . , xn}.

Mo�e se posti�i i ve�i algebarski stepen taqnosti ako se mogu birati i qvorovi - najvixe
2n− 1 u Gausovim kvadraturnim formulama. Ipak, mi �emo se ovde zadr�ati na sluqaju kada su
qvorovi unapred izabrani i kada se samo biraju te�ine tako da algebarski stepen taqnosti bude
maksimalan.

Primer 10.1. Na�i koeficijente A0, A1, A2 tako da kvadraturna formula∫ 1

−1
f(x) cos(πx/2)dx = A0f(−1) +A1f(0) +A2f(1)

ima maksimalan algebarski stepen taqnosti.

Data kvadraturna formula treba da bude taqna za redom funkcije 1, x, x2, . . .. Kako su data tri
parametra, oqekujemo da �e algebarski stepen taqnosti biti bar dva, tj. da �e data formula biti taqna
za f(x) ∈ {1, x, x2}, odakle dobijamo sistem

f(x) = 1 : A0 +A1 +A2 =

∫ 1

−1
cos(πx/2)dx =

4

π

f(x) = x : −A0 +A2 =

∫ 1

−1
x cos(πx/2)dx = 0

f(x) = x2 : A0 +A2 =

∫ 1

−1
x2 cos(πx/2)dx =

4

π
=

4(π2 − 8)

π3
,

qije je rexe�e (A0, A1, A2) = (0.121, 1.032, 0.121). Primetimo jox da je algebarski stepen taqnosti bar
tri, jer za f(x) = x3 dobijamo

−A0 +A1 = 0 =

∫ 1

−1
x3 cos(πx/2)dx.

10.2 Trapezna kvadraturna formula

Konstruiximo interpolacionu kvadraturnu formulu za integral (10.1), sa qvorovima x0 = a i
x1 = b.

Lagran�ov interpolacioni polinom je u ovom sluqaju

L1(x) =
x− b
a− b

f(a) +
x− a
b− a

f(b) =
1

b− a
[f(b)(x− a) + f(a)(b− x)] .

Integracijom ovog polinoma od a do b dobijamo trapeznu kvadraturnu formulu

1

b− a

∫ b

a

(f(b)(x− a) + f(a)(b− x))dx =
1

b− a

[
f(b)

(x− a)2

2
− f(a)

(b− x)2

2

] ∣∣∣∣b
a

=
b− a

2
[f(a) + f(b)] .

Grexka metode je

r1(f) =

∫ b

a

f ′′(η)

2!
(x− a)(x− b)dx = − (b− a)3

12
f ′′(η), η ∈ (a, b).
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Geometrijski, trapezna kvadraturan formula aproksimira integral trapezom, tj. odseqom pra-
ve od taqke (a, f(a)) do taqke (b, f(b)). Naravno, trapezna formula �e onda biti taqna na svim
linearnim polinomima (pravama).

Na osnovu formule za grexku vidimo da grexka zavisi od du�ine b − a, pa da bismo dobili
ve�u taqnost mo�emo podeliti interval [a, b] na n jednakih delova du�ina h = b−a

n i na svakom
odseqku [a+ kh, a+ (k + 1)h], k = 0, 1, . . . , n− 1 primeniti trapezno pravilo∫ a+(k+1)h

a+kh

f(x)dx =
h

2
[fk + fk+1] + rk(f),

gde je fk = f(a+ kh) i

rk(f) = −h
3

12
f ′′(ηk), ηk ∈ (a+ kh, a+ (k + 1)h).

Na ovaj naqin dobijamo uopxtenu trapeznu formulu,

QT (f) =
h

2
[f0 + 2f1 + · · ·+ 2fn−1 + fn] + r(f), r(f) = −h

3

12
[f ′′(η0) + f ′′(η1) + · · ·+ f ′′(ηn−1)] . (10.3)

Ako je f ′′ neprekidna na intervalu [a, b], tada postoji η ∈ (a, b) tdv.

f ′′(η) =
f ′′(η0) + f ′′(η1) + · · ·+ f ′′(ηn−1)

n
.

Iskoristimo li jox da je b− a = n · h, dobijamo da je grexka uopxtene trapezne formule

r(f) = −b− a
12

h2f ′′(η), η ∈ (a, b).

Ako bi u zadatku bila zadata taqnost ε, onda bismo iz uslova

|r(f)| 6 b− a
2

M2 · h 6 ε, M2 = max
[a,b]
|f ′′(x)|

prvo naxli korak h:

h 6

√
12ε

(b− a)M2
.

Primer 10.2. Koriste�i uopxtenu trapeznu kvadaturnu formulu izraqunati∫ 0.4

0

dx

1 + x4
.

Neka je h = 0.1. Vrednosti funkcije u qvorovima su tada

f(0) = 1.00000, f(0.1) = 0.99990, f(0.2) = 0.99840, f(0.3) = 0.99196, f(0.4) = 0.97504,

pa je prema formuli (10.3)

QT (f) =
0.1

2
[1.00000 + 2(0.99990 + 0.99840 + 99196) + 0.97504] = 0.39778.

Da bismo pocenili ovu aproksimaciju, raqunamo izvode

f ′(x) = − 4x3

(1 + x4)2
, f ′′(x) =

4x2(5x4 − 3)

(1 + x4)3
.

i nalazimo
max
[0,0.4]

|f ′′(x)| ≈ 1.7.

Konaqno,

|r(f)| 6 0.4

12
· 0.12 · 1.7 < 0.0006,

pa je I(f) = 0.3978± 0.0006.
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10.3 Simpsonova kvadraturna formula

Sliqno kao za trapeznu formulu, intergacijom od a do b Lagran�ovog interpolacionog poli-
noma sa qvorovima a, a+b

2 , b dobija se Simpsonova kvadraturna formula

QS =
b− a

6

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]
=
h

3

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]
, (10.4)

jer je h = b−a
2 . Geometrijski, povrxina I(f) se aproksimira povrxinom ispod luka parabole koja

sadr�i taqke (a, f(a)),
(
a+b
2 , f

(
a+b
2

))
, (b, f(b)) od prave x = a do prave x = b. Sledi da je algebarski

stepen taqnosti ove kvadraturne formule bar 2 - ona je taqna na svim kvadratnim polinomima.
Ispostavǉa se da je Simpsonova formula taqna i za polinome tre�eg stepena - da bismo to videli
primetimo da je taqna za polinom

(
x− a+b

2

)3
, jer je ova funkcija neparna na [a, b] u odnosu na

sredinu intervala a+b
2 , a koeficijenti u Simpsonovoj formuli su simetriqni. Dakle, za grexku

ove formule va�i r2(x3) = 0, pa je ǌen algebarski stepen taqnosti bar 3. Pokazuje se da za grexku
Simpsonove formule va�i

r2(f) = −h
5

90
f (4)(η), η ∈ (a, b).

Kao i u sluqaju trapezne formule, mo�emo dobiti uopxtenu Simpsonovu formulu podelom in-
tervala [a, b] na paran broj n = 2m jednakih delova du�ina h = b−a

n :

I(f) ≈ h

3
[f0 + 2(f2 + f4 + · · ·+ fn−2 + 4(f1 + f3 + · · ·+ fn−1))], (10.5)

r(f) = −n · h
5

180
· f (4)(η) = − (b− a)h4

180
· f (4)(η), η ∈ (a, b). (10.6)

Primer 10.3. Koriste�i Simpsonovu kvadaturnu formulu izraqunati
∫ 1

0
e−x

2

dx.

Neka je h = 0.1 i f(x) = e−x
2

. Raqunamo fi = f(xi), xi = hi, i = 0, 1, . . . , 10:

f0 = 1.00000, f1 = 0.99005, f2 = 0.96079, . . . , f10 = 0.36788,

pa korix�e�em uopxtene Simpsonove formule (10.5) dobijamo

I(f) ≈ 0.74683.

Da bismo procenili grexku, treba nam maksimum M4 qetvrtog izvoda: f
(4)(x) = 4e−x

2

(4x4 − 12x2 + 3) na
intervalu [0, 1]. Ispostav	a se da je M4 = 12, pa je

|r(f)| 6 1

180
· 0.14 · 12 < 0.000007.

Napomenimo na kraju da su trapezno i Simpsonovo pravilo specijalni sluqajevi ǋutn-Kout-
sovih formula, koje predstavǉaju interpolacione kvadraturne formule sa jednako razmaknutim
qovorovima. Kako se te formule dobijaju integracijom od a do b Lagran�ovog interpolacionog
polinoma sa jednako razmaknutim qovrovima, za koji je ranije pokazano da ne konvergira za sve
neprekidne funkcije (Rungeov fenomen je prikazivao kako grexka Lagran�ove interpolacije sa
jednako razmaknutim qvorovima funkcije 1/(1+25x2) na [−1, 1] eksponencijalno raste sa pove�aǌem
broja qvorova), isto va�i i za ǋutn-Koutsove kvadrature. Ispostavǉa se da je dovoǉan uslov
za kovergenciju interpolacionih kvadratura za sve neprekidne funkcije da te�ine Ak budu pozi-
tivne, xto nije uvek ispuǌeno u sluqaju ǋutn-Koutsovih kvadratura. Taj uslov je uvek ispuǌen
u sluqaju Gausovih kvadraturnih formula (koje imaju maksimalan algebarski stepen taqnosti
2n − 1, gde je n broj qovora), ali se tu zahteva da qvorovi budu unapred izabrani (qvorovi su
nule odgovaraju�ih ortogonalnih polinoma).
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10.4 Rungeov princip ocene grexke

Kako izvedena ocena grexke kvadraturne formule zavisi od izvoda reda n+ 1, koji je u praksi
nepoznat ili komplikovan za raqunaǌe, koriste se pribli�ni metodi ocene grexke.

Izvedimo jedan pribli�an metod za ocenu grexke Simpsonove formule, poznat kao Rungeova

ocena. Pretpostavimo da se f (4)(x) ne meǌa mnogo na [a, b] i zapiximo grexku (10.6) u obliku

R = K · h4, (10.7)

gde konstanta K zavisi od funkcije f(x) i intervala integracije (a, b). Neka su Ih i I2h pribli�ne
vrednosti integrala (10.1) dobijene pomo�u Simpsonove formule sa koracima h i 2h redom. Sledi
da je

I(f) = Ih +M · h4 i I(f) = I2h +M · (2h)4,

pa je Rungeova ocena grexke

|R| = |Ih − I2h|
15

.

Primetimo da je stepen koraka h u formuli za grexku (10.7) jednak m + 1, gde je m algebarski
stepen taqnosti korix�ene kvadraturne formule. Na osnovu te qiǌenice mo�emo zakǉuqiti da
je Rungeova ocena grexke u sluqaju proizvoǉne kvadrature algebarskog stepena taqnosti m

|R| = |Ih − I2h|
2m+1 − 1

.
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