Pada Mymasuuh Byxuh

11 Hymepudko pelnaBame AuepeHInjaJTHnX jeJHaYnHAa

11.1 Ojaepos meros 3a nudepeHNNjaTHE jeJHAUYUHE TIPBOT pea

I[IpernocraBumo na :keaumo ma Hahemo mpubamkHO penreme KomujeBor mpobaema

y/ = f(xay)a y(O) =1 (111)

Kako je y BennkoMm 6pojy ciydajeBa TEIIKO MM HEMOT'ylie oqpennuTu peneme nuepeHnujaitne jeTHaunHe
(3HAMO nma HAJNAa3MMO pemema caMo oxpebheHux Twnosa MU(epeHnrjasHUX jeHAUMHA, a U TANa Ce MOTY
[OjaBUTU HEEJEMEHTADHU MHTErPAJIN), OBO NUTAKE ce Npupoauo namelie.

Hajuopoctuju mymepudrn Meron 3a mpubamiHo onpebusame memosmare ¢ymrmmje y(x) Kommjesor
npobiaema (11.1) je OjmepoB METON KOjU je MIyCTPOBAH Y HAPEIHOM IPUAMEDY.

IIpumep 11.1. IIpernocTaBrMo fa XKeauMO Ja HaljeMo IpHOIMKHO pemene audepennnjatie jeqHadanne ' = y,
y3 nouerrn ycmos y(0) = 1.

Hapagsno, perieme oor Kormujesor npodbiema je y = e*. Y macraBky je omucan QjepoB MeTos 3a onpehuBame
MPUOIMKHOT PeIena, .
e ITohumo ox rauke (z9,y0) = (0,1) koja je nmara xkao mouernu (Kommjes) ycios.
Kako je y' =y, ciienu na je y'(zg) = yo = 1. 3aGepumo ump. kopak h = 1.
e IIpermnocraBumo Ja ce Ha UHTEPBALY [To,21] QYHKIMja Y AIPOKCUMEUDPA [IPABOM
naruba y'(xg) = 1, upu uemy je yo nosuaro. Taza je

t=yo+y (o) - h=1+1-1=2,

na je (Ha ocHOBy mare mudepentmjanne jemnaunne) y' (x1) = y; = 2.

e Hacrapibamo nocrynak: Ha uHTepBay |11, 22| GyHKIMja ¥ ce alpoKCUMUPa, IPABOM
maruba y' (1) = 2, y3 nosmaro y;. Tama je

yo=y1 +y(x1) - h=2+2-1=4

!
ny' (x2) = yo = 4.

Kounauno, na unrepsany [ra, 23] dynkuuja y ce anmpokcumupa mnpasom naruba y'(xe) = 4, y3 mo3HaTo ys.
Tama je

ys=yo +y (x3)-h=4+4-1=38

ny'(xz3) =y3 = 8.

Iakmne, OjmepoB MeTon je WTepaTUBHU METOXA 3a onpebuBame TpubIMKHOT pemema Yy RomujeBor
npo6iaema (11.1) mar popmymom

Yi+1 :yl+f(xlayl)(xl+1 _:Ci); i:Oala"'a

oITo ce 'y cnyqajy CKBUAVICTAHTHUX YBOPOBa Ca KOPaKOM h CBOOU Ha
Yi+1 :yz+f($z,yz)h, 1:0,1,

Jloranua rpemka OjrepoBor Merona je rpemka no kopaky h. Ako je y(z1) tauno pememe Komujesor
npobiema (11.1) y tauku x1, a y; npubamsno mobujeno OjexposoMm meromom (ca kopakom h), tana je
JIOKAJTHA TPEIIKA

Ry =y(a1) —y1 = y(x1) — y(wo) — hy'(z0).
Ha ocuoBy TejmopoBor pa3Boja (GyHKIUje y y TAUKUA T je
2 h2

y(x1) = y(zo) + hy'(z0) + 7y”(770), no € (o, x1), maje Rp= 7y”(770)~

I'mobGanua rpemka Ha [xg, T,] je
_ h_2 " 7 " _ _ ﬁ /!
Re = [y (o) +y"(m) + -+ 4" (na-1)] = (@ = 20) - 5y"(n), 1 € [20, 7.

Hakae, Ojimepos MeTon je:



® EKCIUIMIIUTAH, jep je Yijt+1 €KCIIMOUTHA (QYHKIWja O Vi,

e IIPBOT pefa, jep je JOKaJHa IpElIka TPOHOPIUOHANHA KBAAPATy Kopaka h?, a riaobasHa Ipemka je
IPONOPIMOHAIHA KOPaKy h.

11.2 TIIpumena OjaepoBor mMeroaa Ha pelraBame ANQEPEHINJATHUX jeTHAUYNHA
BUIIIET pejia

Kopucrtumo ocobuny na ce mudepeHnujaina jeiHadrHa n-TOI' pPena MOKe HAIMCATH KaO CHUCTEM IU-
(epeHIUjaJHIX jeqHAUYNHA IPBOI pena.

Heka je nata mudpepenmujamma jemmaumna y™(r) = f(x,y(x),y (z),...,y" 1(r)), kopak h u moueTHHN
yemosu y(zo0),y' (20), - ..,y (20). Ojmepos MeTon ce UMIIEMEHTIPA (OPMYITOM
Yit1 yi+h-y;
Yir1 Yi+ byl
-1 -1 -
i y " b f@an Y iyt Y)

IIpumep 11.2. Kopucrehin Ojmepor MeToa ampoKCHUMUPATH perene ArudepeHImjaTHe jeTHaanHe
y'(x) =y () —2y(z) ¥'(0)=y(0)=1, h=0.2.
3a ¢ > 0 pauynamo ureparuje
Yi = Yi — 2y,
Yit1 = Yi + hyj,
Yier = i + hyi!

n T0OWjaMO BPeTHOCTH

/ 1

T Yi Yi Yi
0 1 1 -1
0.2 1.2 0.8 —-1.6

04] 136 | 048 | —2.24
0.6 | 1.456 | 0.032 | —2.88
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11.3 Crabuauoct OjaepoBor merona

OjaepoB MeTOm MO¥Ke OUTU HyMEPUYKU HECTAOUIIAH, MTO je WIYCTPOBAHO Y HAPEIHOM IPUMEPY.
IIpumep 11.3. Pememe suneapue jenqnauune y' = —2.3y, y(0) =1
je dynxnuja y(z) = e~23% xoja mexxu 0 kaga  — oo. Unax, mpu-
vernoMm (jnepoBor mMeroma ca KOpakoMm h = 1 HyMEpHYKO perre- y|= e~ 237
e ociuayje u pacre (IJIaBa JIMHAJA) - OYUIJIETHO jé MOTPEITHO. /g\
Ca napyre crpane, 3a Mamu Kopak h = 0.5 HyMEpPHYKO pelleme ] II ‘\
octuiyje Ka Hynu (spybudacra sunuja). Pesynraru nwa unrepsasy \¥‘/ \ \
[0,5] cy npukazanu y napeanoj rabenu. [Ipumerumo ma BpemHo- % 17 5 v 3
et y5 = 3.71 ca xopakom h = 1 u y19 = 5.77 - 1077 ca Kopakom \Y; \ \
h = 0.5 ampokcummpajy Bpeamoct e 23 ~ 1.01 - 10~°. Uako mo- Vi \
OmjeHa ampoKCHMAIAja, ¥ APYTOM CIYUajy OCIHUIyje Ka HYTH, 9aK 1 \‘
Taza ce OHa “COMMUIHO” Pa3INUKyje O TAUHOT PEelIeha. b

7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y; (h=1) —1.3 1.69 —2.20 2.86 —3.71

v, (h=0.5) —0.15 | 2.25-10"2 ] —3.38-10 9 | 5.06-10 % | —7.569 .10 [1.14-10"° | —1.71- 100 [ 2,56 - 107 | —3.84 - 10~ 5 | 5.77 - 109

Ako ce mpumenu OjrepoB METOXN Ha pelmmaBame qudpepeHnujanne jennauune iy = ky, HyMepUUKO pe-
meme je HecTabunHo ako je kh Bam mucka {z € C: |z 4+ 1] < 1}. To 3HAuYM a8 HYMEPUUKO DEIIEHme MOKE
[OCTa Ia PACTe MAKO Ce TO He Jemasa ca TadnuMm pememeM (T3B. “stiff equations”).

OBo orpannuemne, 3ajeHo ca ciaboM KOHBepreHnujoM (riaobalHa Ipemka je peja BeJrvHuHe h) 3Haun

ma ce y mpakcu ymecto Hajupoctujer OjiepoBOor MeToma YecTo OMpajy APYrU, CIOKEHUjU METOAU Ca
KOjuMa ce mocTwke 0oma Taunoct (Hop. meromu Pymre-Kyra).



11.4 Moaudukanuje OjaepoBor meroaa

Hajopoctuja momundpurarnuja OjmepoBor MeTona je umnauvyumar Ojarepos memod

Yir1 = Yi + I f(Tig1,Yiv1),

rae ce GpyHEnuja f yMeCcTo y moaa3Hoj tadku (x;,y;) padyHa y Kpajy HOCMAaTPAHOT MOAUHTEPBAJA - TAYKU
(Tit1,Yi+1). OBaj MeTon je MMIIUIUTAH, jep Ce Y;11 MOjaBibyje ca 0be CTpaHe jeIHAKOCTH, a Y CBAKOM
KOpaky Tpeba pemmuTy jeqHAUYWHY IO Y41, IITO 3aXTeBa NOMATHA M3padyHaBama. | pelka IMIIUIUTHOT
OjnepoBor MerToma je UCTa Kao KO EKCIUIMIUTHOL, aJu je peruoH crabuianoctu Belim: 3a crabuinOoCT
pemema kh Tpeba ma Gyme y kommiementy mucka {z € C: |z — 1| < 1}.

Jenan mauun na ce mocrturte Beha TauyHOCT je ma ce yKILydMd BUIIE
n3pavyHaBama (QYHKIUje, HID. Memod cpedive mauke je

h h 15
Yirr=yi th-f (% t5ouit §f($i,yi)) ;

koju, kao u OjmepoB meron, nmpunana Gpamunuju Pyrre-Kyra me-
rona. Meron cpenme Tauke je METOI APYTOr pela, MTO 3HAUU 14
cy JOKaJiHa U TyobafHa Tpemka pefa seauunue b 1 h? pemowm. 10
IIpumep 11.4. Tlocmarpajmo Kommjer mpobaem y' = y, y(0) = 1.
N3abepunvo kopak h = 0.25 u nahumo upubsiuxkee speanocru y(3) Ko-
pucrehu Ojnepos meros (I1aBa JUHKEjA) U METOJL CPEIEHE Tauke (JbyOu-
yacra JuHuja) Ja 6UCMO MOoKa3aJIu JIa JIPYTH METO/I JIaje TA9HU]y alpOK-
cumanujy. Tauma BpemgHOCT permrema y = e 3a ¢ = 3 je e ~ 20.02, a
npubmxkHe BpenHocth y(3) mobujere OjmepBuM METOIOM W METOIOM
cpeamse Tauke (ca kopakom 0.25) cy peaom 14.55 u 19.57. o

Kaacuuwan Pynze-Kyma memod (mam RK4 meron) ce medpuuume Ha ciaenehiv nauwmn:

h
Yitl = Yi + 5 (k1 + 2ka + 2k + ky)

npu 4eMmy je

k1 =f (i, yi) (maru6 Ha moueTky mHTEepBaja - kao kox Ojiaeposor mMerona),
ko =f (ml + g, Yi + gkl) (marub Ha cpenmHM mHTEpBasa Kopuctehn ki),

ks =f (ml + g, Yi + gkg) (marub Ha cpenmHM MHTEpBasa Kopuctehn ko),

ks =f(x; + h,y; + hks) (marub Ha Kpajy mHTepBasa Kopuctehn ks).

Komauno, marub %(kl + 2ko + 2k + k4) rOjU ce KOpucTu y Metomu Pynre-Kyra je TesxuHcka mpocedHna
BPEIHOCT OBa ueTwupu Haruba, npu yemy Behu yrunaj mMajy HArubu Ha CPEIUHU WHTEPBAJA.

Ako y mudpepennmjanno] jenmauunn y' = f(z,y) dyHkmuja f He 3aBUCH 01 Yy, TALA Ce MU(epPEHIN]aTHa
jemHaumHAa CBOAUM HA WMHTErpadt, na je meron Pymre-Kyra 3anpaBo CuMIIcOHOBO mpaBuiIo.

Meron Pynre-Kyra je MeTron dyerBprOor pena, IITO 3HAUM Ja Cy JIOKAJHA U IJI00OaliHA I'DEmKa pena
Bemmumue h° u h* pemowm.

[MTomenumo Ha Kpajy ma je npyrm HaumH na ce noBeha taunoct OjrepoBor MeTona je ma ce y KOpaky
i+ 1 xopucre Bpemuoctn f(2;,y;) U f(Xi—1,Yi—1), KAO Y AUHEAPHUM BUWLE-KOPASHUM MEMOIAMA.



