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11 Numeriqko rexava�e diferen
ijalnih jednaqina

11.1 Ojlerov metod za diferen
ijalne jednaqine prvog reda

Pretpostavimo da жelimo da na�emo pribliжno rexeǌe Koxijevog problema

y′ = f(x, y), y(0) = 1. (11.1)

Kako je u velikom broju sluqajeva texko ili nemogu�e odrediti rexeǌe diferencijalne jednaqine
(znamo da nalazimo rexeǌa samo odre�enih tipova diferencijalnih jednaqina, a i tada se mogu
pojaviti neelementarni integrali), ovo pitaǌe se prirodno name�e.

Najprostiji numeriqki metod za pribliжno odre�ivaǌe nepoznate funkcije y(x) Koxijevog
problema (11.1) je Ojlerov metod koji je ilustrovan u narednom primeru.

Primer 11.1. Pretpostavimo da �elimo da naÆemo pribli�no rexe�e diferen
ijalne jednaqine y′ = y,

uz poqetni uslov y(0) = 1.

Naravno, rexe�e ovog Koxijevog problema je y = ex. U nastavku je opisan Ojlerov metod za odreÆiva�e

pribli�nog rexe�a y.

• PoÆimo od taqke (x0, y0) = (0, 1) koja je data kao poqetni (Koxijev) uslov.

Kako je y′ = y, sledi da je y′(x0) = y0 = 1. Izaberimo npr. korak h = 1.

• Pretpostavimo da se na intervalu [x0, x1] funk
ija y aproksimira pravom

nagiba y′(x0) = 1, pri qemu je y0 poznato. Tada je

y1 = y0 + y′(x0) · h = 1 + 1 · 1 = 2,

pa je (na osnovu date diferen
ijalne jednaqine) y′(x1) = y1 = 2.

• Nastav	amo postupak: na intervalu [x1, x2] funk
ija y se aproksimira pravom
nagiba y′(x1) = 2, uz poznato y1. Tada je

y2 = y1 + y′(x1) · h = 2 + 2 · 1 = 4

i y′(x2) = y2 = 4.
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Konaqno, na intervalu [x2, x3] funk
ija y se aproksimira pravom nagiba y′(x2) = 4, uz poznato y2.

Tada je

y3 = y2 + y′(x2) · h = 4 + 4 · 1 = 8

i y′(x3) = y3 = 8.

Dakle, Ojlerov metod je iterativni metod za odre�ivaǌe pribliжnog rexeǌa y Koxijevog
problema (11.1) dat formulom

yi+1 = yi + f(xi, yi)(xi+1 − xi), i = 0, 1, . . . ,

xto se u sluqaju ekvidistantnih qvorova sa korakom h svodi na

yi+1 = yi + f(xi, yi)h, i = 0, 1, . . . .

Lokalna grexka Ojlerovog metoda je grexka po koraku h. Ako je y(x1) taqno rexeǌe Koxijevog
problema (11.1) u taqki x1, a y1 pribliжno dobijeno Ojelrovom metodom (sa korakom h), tada je
lokalna grexka

RL = y(x1)− y1 = y(x1)− y(x0)− hy′(x0).

Na osnovu Tejlorovog razvoja funkcije y u taqki x0 je

y(x1) = y(x0) + hy′(x0) +
h2

2
y′′(η0), η0 ∈ (x0, x1), pa je RL =

h2

2
y′′(η0).

Globalna grexka na [x0, xn] je

RG =
h2

2
[y′′(η0) + y′′(η1) + · · ·+ y′′(ηn−1)] = (xn − x0) ·

h

2
y′′(η), η ∈ [x0, xn].

Dakle, Ojlerov metod je:
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• eksplicitan, jer je yi+1 eksplicitna funkcija od yi,

• prvog reda, jer je lokalna grexka proporcionalna kvadratu koraka h2, a globalna grexka je
proporcionalna koraku h.

11.2 Primena Ojlerovog metoda na rexava�e diferen
ijalnih jednaqina

vixeg reda

Koristimo osobinu da se diferencijalna jednaqina n-tog reda moжe napisati kao sistem di-
ferencijalnih jednaqina prvog reda.

Neka je data diferencijalna jednaqina yn(x) = f(x, y(x), y′(x), . . . , yn−1(x)), korak h i poqetni
uslovi y(x0), y

′(x0), . . . , y
(n−1)(x0). Ojlerov metod se implementira formulom
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Primer 11.2. Koriste�i Ojlerov metod aproksimirati rexe�e diferen
ijalne jednaqine

y′′(x) = y′(x)− 2y(x) y′(0) = y(0) = 1, h = 0.2.

Za i > 0 raqunamo itera
ije

y′′i = y′i − 2yi,

yi+1 = yi + hy′i,

y′i+1 = y′i + hy′′i

i dobijamo vrednosti

i xi yi y′
i

y′′
i

0 0 1 1 −1
1 0.2 1.2 0.8 −1.6
2 0.4 1.36 0.48 −2.24
3 0.6 1.456 0.032 −2.88

11.3 Stabilnost Ojlerovog metoda

Ojlerov metod moжe biti numeriqki nestabilan, xto je ilustrovano u narednom primeru.

Primer 11.3. Rexe�e linearne jednaqine y′ = −2.3y, y(0) = 1
je funk
ija y(x) = e−2.3x

koja te�i 0 kada x → ∞. Ipak, pri-

menom Ojlerovog metoda sa korakom h = 1 numeriqko rexe-

�e os
iluje i raste (plava linija) - oqigledno je pogrexno.

Sa druge strane, za ma�i korak h = 0.5 numeriqko rexe�e

os
iluje ka nuli (	ubiqasta linija). Rezultati na intervalu

[0, 5] su prikazani u narednoj tabeli. Primetimo da vredno-

sti y5 = 3.71 sa korakom h = 1 i y10 = 5.77 · 10−9
sa korakom

h = 0.5 aproksimiraju vrednost e−2.3·5 ≈ 1.01 · 10−5
. Iako do-

bijena aproksima
ija u drugom sluqaju os
iluje ka nuli, qak i

tada se ona \solidno" razlikuje od taqnog rexe�a.

y = e
−2.3x

1 2 3 4 5

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yi (h = 1) −1.3 1.69 −2.20 2.86 −3.71

yi (h = 0.5) −0.15 2.25 · 10−2
−3.38 · 10−3 5.06 · 10−4

−7.59 · 10−5 1.14 · 10−5
−1.71 · 10−6 2.56 · 10−7

−3.84 · 10−8 5.77 · 10−9

Ako se primeni Ojlerov metod na rexavaǌe diferencijalne jednaqine y′ = ky, numeriqko re-
xeǌe je nestabilno ako je kh van diska {z ∈ C : |z + 1| 6 1}. To znaqi da numeriqko rexeǌe moжe
dosta da raste iako se to ne dexava sa taqnim rexeǌem (tzv. “stiff equations”).

Ovo ograniqeǌe, zajedno sa slabom konvergencijom (globalna grexka je reda veliqnine h) znaqi
da se u praksi umesto najprostijeg Ojlerovog metoda qesto biraju drugi, sloжeniji metodi sa
kojima se postiжe boǉa taqnost (npr. metodi Runge-Kuta).
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11.4 Modifika
ije Ojlerovog metoda

Najprostija modifikacija Ojlerovog metoda je impli
itan Ojlerov metod

yi+1 = yi + h · f(xi+1, yi+1),

gde se funkcija f umesto u polaznoj taqki (xi, yi) raquna u kraju posmatranog podintervala - taqki
(xi+1, yi+1). Ovaj metod je implicitan, jer se yi+1 pojavǉuje sa obe strane jednakosti, pa u svakom
koraku treba rexiti jednaqinu po yi+1, xto zahteva dodatna izraqunavaǌa. Grexka implicitnog
Ojlerovog metoda je ista kao kod eksplicitnog, ali je region stabilnosti ve�i: za stabilnost
rexeǌa kh treba da bude u komplementu diska {z ∈ C : |z − 1| 6 1}.

Jedan naqin da se postigne ve�a taqnost je da se ukǉuqi vixe
izraqunavaǌa funkcije, npr. metod sred�e taqke je

yi+1 = yi + h · f

(

xi +
h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)

)

,

koji, kao i Ojlerov metod, pripada familiji Runge-Kuta me-
toda. Metod sredǌe taqke je metod drugog reda, xto znaqi da
su lokalna i globalna grexka reda veliqine h3 i h2 redom.

Primer 11.4. Posmatrajmo Koxijev problem y′ = y, y(0) = 1.
Izaberimo korak h = 0.25 i naÆimo pribli�ne vrednosti y(3) ko-
riste�i Ojlerov metod (plava linija) i metod sred�e taqke (	ubi-

qasta linija) da bismo pokazali da drugi metod daje taqniju aprok-

sima
iju. Taqna vrednost rexe�a y = ex za x = 3 je e3 ≈ 20.02, a
pribli�ne vrednosti y(3) dobijene Ojlervim metodom i metodom

sred�e taqke (sa korakom 0.25) su redom 14.55 i 19.57.
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Klasiqan Runge-Kuta metod (ili RK4 metod) se definixe na slede�i naqin:

yi+1 = yi +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) ,

pri qemu je

k1 =f(xi, yi) (nagib na poqetku intervala - kao kod Ojlerovog metoda),

k2 =f

(

xi +
h

2
, yi +

h

2
k1

)

(nagib na sredini intervala koriste�i k1),

k3 =f

(

xi +
h

2
, yi +

h

2
k2

)

(nagib na sredini intervala koriste�i k2),

k4 =f(xi + h, yi + hk3) (nagib na kraju intervala koriste�i k3).

Konaqno, nagib 1
6 (k1 +2k2 +2k3 + k4) koji se koristi u metodi Runge-Kuta je teжinska proseqna

vrednost ova qetiri nagiba, pri qemu ve�i uticaj imaju nagibi na sredini intervala.

Ako u diferencijalnoj jednaqini y′ = f(x, y) funkcija f ne zavisi od y, tada se diferencijalna
jednaqina svodi na integral, pa je metod Runge-Kuta zapravo Simpsonovo pravilo.

Metod Runge-Kuta je metod qetvrtog reda, xto znaqi da su lokalna i globalna grexka reda
veliqine h5 i h4 redom.

Pomenimo na kraju da je drugi naqin da se pove�a taqnost Ojlerovog metoda je da se u koraku
i+ 1 koriste vrednosti f(xi, yi) i f(xi−1, yi−1), kao u linearnim vixe-koraqnim metodama.
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