1 Tlojam dyukmuje. JIumecu - Teopuja

1.1 Tlojam dbyHKIUje; Iperaes eieMeHTapHuX (PYHKIIja

Hedununuja 1.1. Heka cy X u Y asa menpassa ckyna. IIpaBuio Koje CBAKOM ejleMeHTy cKymna X IIpu-
JIPY2Kyje TagHO jeJlaH eJleMeHT cKyla Y ce HazuBa PyHKIHUja Wi npeciukaBambe ckyna X (momen dyHKImje)
y ckyn Y (komomen ¢yHKIMjE).

e dyuruuja f: X — Y je ,1—1” ako 3a cBe x1,29 € X TakBe na je x1 # xo Basku f(x1) # f(x2).
e dynruuja f: X — Y je ,ma” aro 3a cBaro y € Y nocroju x € X takso ma je f(x) =y.
o dynrmuja f : X — Y je 6ujexmmja axo je ,1 — 17 u ,ma”. Tanma mocroju mEBep3Ha (yHENMja f !

dymrmuje f. Bazu f~1(f(z)) =z 3a cBako v € X u f(f 1 (y)) =y 3a cBako y € Y.

Axo cy ckymosu X m Y moupckymoBu ckymna R peasHunx O6pojeBa, Tana je f peanna GyHKIUja peasHe
IPOMEHJLUBE.

Hera je f peamna ¢yurmuja peasse mpomMeHnmuse n 1,2 € S C X. Pynrkumja f je va crymy S
e cmpozo pacmyha arxo 3a x1 < xo Baku f(x1) < f(z2);

e pacmyha axo 3a x1 < xo Bakn f(x1) < f(x2);

e cmpozo onadajyha aro 3a x1 < o Baskn f(ry1) > (x2);

e onadajyhia axo 3a w1 < xo Basku f(x1) = f(x2).

Oyurmuja f je MOHOMOHG AKO 3aM0BOJbABA jeNaH O IPETXONHA YCTUPU CILydaja.
Cryn cBux tavaka {(z, f(z))|r € X} Hasusa ce zpagdur pyurunje f.

Cuenie rpa¢uIy OCHOBHUX e€JI€MEHTapHUX (yHKIUja:

- nuHeapHe (YHEIUje y = ar + b,

- KBaJapaTHe QyHKIUje y = ax? + bx + c,

- erknoHeHnujajgHe ¢pyHEIUje y =a” 3a 0<a<lwma>1,

- smorapuramcke ¢pyurnuje y =log,x 3a 0<a<lwma>1 (z>0),

- TPUTCOHOMETPUjCKUX (QYHKIUja Yy = sinx, y =cosx, y =tgx u y = ctg x,

- MHBEP3HUX TPUTOHOMETPUjCKUX (PYHKIUja y = arcsinx, y = arccosz, y = arctg x n y = arcctg z,
- XunepOOIUUKNUX (GYHKIU]ja

ef—e "

2

o cumnyc Tunepbosuuku: y = shx = u

o Kocunyc runepbosunru: y = chx = %
Bamu ch?z — sh? 2 = 1. Oarosapajyhe nasepsue ¢yHKITjE Cy
- apea-cunyc xunepbosuuky arshz = In(z +vVr2 +1) (z €R) n

- apea-rKocunyc runepbosuury archx = In(z + Va2 — 1) (x > 1).
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1.2 dedununuja m ocobune aumeca

Hwu3s peasnnux 6pojesa je ¢pyurnuja a, : N — R. IIpumepu Huzona cy:

1° apurmerwurn HU3 (Gp4+1 — an = d 3a cBaro n € N);

2° TeOMEeTpUjCKM HU3 (“Z“ = ¢ 3a CBaKO n € N);
n

o : _ 1
3° XapMOHM]CKM HU3 dp = .

Hedbununuja 1.2. (JIumec nusa) Kaxkemo ma je

lim a, =L
n—oo

ako 3a cmako ¢ > 0 mocroju mpuponan 6poj N Takap 1a, kaj rof je n > N Baxn |a, — L| < e.

Hpyrum peunma, 3a CBAKO JOBOJLHO BEJIUKO N BPEIHOCT @, j€ MPOU3BOJLHO Oam3y L.

1
IIpumep 1.1. lim — = 0 (koauKO roj Masy OKOJIMHY HyJe Ja uzabepemo, mocroju 6poj N tako aa je 3a cBe
n—,oo N

n > N BpemHOCT % y T0j okosmuu HyJe). Popmanuo, 3a npoussosbHo £ > 0 Tpeba ma nahemo 6poj N Tako xa
3a cBe n > N Baxn ‘% - 0‘ < e. laxe, Tpeba na Oyme n > % 3a cBe n > N, ma je J0BOJBHO Ja W3aDepeMo HEKO
N 3a koje Bazkn N > L (amp. N = [1] +1).

ITpumep 1.2. JIumec reomeTpujckor HI3a:

0, lg] <1,

1 =1
lim ¢" = ’ 4 ’
n— o0 400, q> 1,

He ocroju, ¢q < —1.

ITox OKOIMHOM TadKe ¢ OAPA3YMEBAMO HEKM OTBOPEH MHTEPBAJ KOJU CANDIKN TAUKY ¢ (OKOJIMHA TadKe
+oo je (M,40)).

Hedbunnunmja 1.3. (Jlumec byunknuje) Ipernocrasumvo na je f(x) dyukuuja nedbunucana y HEKOj OKJIUHU
Tavke a, OCUM MOYKJa y camoj Taukn a. Kaxemo ma je

lim f(z) =1L

Tr—a

ako 3a cpako ¢ > 0 mocroju 6 > 0 TakBo Ja, Kaj rof je | —a|l < d m x # a Baxn |f(x) — L| < .

IpyruM peumma, 3a CBaKO & NOBOJLHO Ouu3y Tauku a, Bpensoct f(z) je npoussosmno 6auzy L. Axo
je a = +o00, mu3pas ,, M0BOJLHO 6amM3y” MEHAMO M3Pa30M ,,JOBOJLHO NAJIEKO HEeCHO (OXHOCHO JIeBO)” u
onrosapajyhy medpunnnujy tpeba ToMe IPUIATOIUTH.

Ako nuMmec HU3a WM QYHKIMje TTOCTOjU, KaskeMo na OH(a) Koueepzupa, a y CyIPOTHOM Aa Ju6epzupd.

IIpumep 1.3. ITocmarpajmo HYHKIH]Y CHTHYM:

-1, 3ax <0,
sgn(z) = 0, 3axz=0,
1, 3ax>0.

Axo mpobamo 1a Haljemo mumec dpyHkImje y Hym, BUIANMO 14 je (byHKIMja KOHCTAHTHO jeHaka — 1 Kajga & Texn
HYyJIW CJIeBa, OMHOCHO 1 ako = rexkwn Hysnn smecHa. Ca mpyre crpane je f(0) = 0. Kako f(z) ne rexu jemrom
O6pojy, TO MUMeC KaJl & TeKW HYTH He MOCTOjH.

Hedunnnumja 1.4. (Jlesu u necuu sumec) Kazkemo na je sesu (onsocuo gecuu) smmec pyukuuje f(x) kaua
T TeXU a jegHak opojy L, ca o3HaKOM

lim f(z) =L, omuocuo lim f(x)=1L,

T—a~ z—at

aKo je 3a CBaKO T JI0BOJbHO Osin3y a u Mame (oguocHo Behie) on a Bpeauoct f(z) npousBosbHO Giucka L.




Bumnmo na je lim f(x) = L ako u caMo ako MOCTOj€ W JI€BU U JECHU JUMEC U BayKU
T—a

lim f(z)= lim f(z) = L.

T—a~ z—at

IIpumep 1.4. HaBoaumo Heke sumMece y KpajeBuma obiactu aeUHUCAHOCTH eeMeHTapHuX QyHKImja (morie-
nJaru oarosapajyhe rpaduke):

lim Inz = —o0, lim Inz = +o0;
z—0+ T—+00
lim e® =0, lim e* = +o0;
T ——00 T—>+00
7r
lim tgax = £o0o, lim arctgax = +—.
z—E 5 r—+o00
IMpumep 1.5. IMocmarpajmo dbynknmjy y = +. Kako je lim y(z) = —oo0, a lim y(z) = +o0, To muumec mare
€ x—0— x—0+

dbyurIMje y HyIM HE MOCTOjNM.

Teopema 1.1. (Ocobune mnmeca) ITpernocrasumo ga mocroje mvecn lim f(z) n lim g(z). Heka je ¢ KoH-

cranTa. Tama BaxKu: o o
(1) 1i£>nc:c; (2) iig{llx:a;
(3) i [f(z) £ g(a)] = lim (@) £ lim g(@) () lim[ef (@)] = c lim f(o);
(5) lim [/ (@)g(@)] = lim /(@) - lim g(a) (0) tim 23— pree S

ako je lim g(x) # 0.
r—a

Teopema 1.2. TIpernocrapumo na mocroje aumecn lim f(z) n lim g(2). AKo y OKONMHN TauKe & = a BaxKu
r—a r—a

f(@) = h(x) > g(z) u lim f(z) = lim g(z) = L, onga je u lim h(z) = L.
z—a z—a r—a

sinx
IIpumep 1.6. Ogpenuru lim
T—r00 X
Kako je
1 sinx 1 1 1
—— < —<— #u lim —— = lim — =0,
sinx
caequ lim =0.
r—o0 I
Herka je g(x) cTpOro mo3suTWBHO y HEKOj OKOJIMHU TAUKE .
T
Axo je lim % = 0, gaskeMo na je f(x) zanemaparuso mano 'y nmopebemy ca ¢g(x) m 3a TO KOPUCTUMO
z—a g(x

O3HAKY MaA0 ,0”:
f(x) =o(g(x)) rama = — a.

Takobe, aro je OTPAHUYEHO y OKOJUHU TayKe a, Tj. mocToju Kouctauta M > 0 TakBa ma y TOj

f(z)

orkonuuu Baku |f(z)] < M - |g(z)|, ropuctumo osmary eeauxo ,0”:

f(z) =0(g(x)) rama z — a.

f(z)

Axo je lim —= = 1, kOpUCTUTU CE O3HAKA
z—a g(x)

flx) ~g(x) rama z—a

u kake ce ma je f(x) acumnmomeru jeonaxo g(x) Kama  — a.



1.3 Henpekumaoct

Hedbununnumja 1.5. Oyuxuuja f je nenpexudna y tauku a ako je lim f(z) = f(a).
Tr—a
Dynkimja f je nenpekudna sdecka (caesa) y TA9KN a aKO je lim+ f(x) = f(a) (ommocuo lim f(x) = f(a)).
r—a r—a—

DOyukuuja [ je nenpexudna na UKMEPEaay aKO je HelPEKUIHA y CBAKO] TAYKU TOT uHTEepBasia (y KpajeBuMa
UHTEPBAJIA [0APA3yMEBAMO CAMO HEIPEKUIHOCT 3/eCHA/CIIEBA).

Hedpopmasno, HEIPEKUIHOCT (YHKIMje MOKEMO Ia MHTEPIPETUPAMO KAa0 HEIPEKUIHOCT HeHOI I'pa-
¢ura. JemHo BasKHO CBOjCTBO HenmpermmHux QyHrnuja je Lonnano-Komujera teopema o mehyBpennocTu.

Teopema 1.3. (Teopema o meljyspennoctn) Heka je f mempekngna dbyHKIMja HA WHTEpBaly [a,b]. Axo je
f(a) = A, f(b) = B n C npousposbHa Bpeanoct n3mehy A u B, onzna mocroju ¢ € [a,b] 3a koje je f(c) =C

IIpumep 1.7. Tlocmarpajmo dbyHKIMjy ueo deo: [x] o3mauasa Hajsehm meo 6poj koju Huje eehinm om z. Ha
npumep, [1,5] = 1 [7] = 3. Buagumo na osa dyHKIMja WMa MpeKnze y meianM GpojeBrnMa, 0K je y OCTanM
TaYKaMa, HEeIIPeKUIHA. y

Baucra, ako a nuje neo 6poj, pyukuuja [z] je koncranTHa (nakse,
HenmpekuIHa) y okonaunu tauke ¥ = a. C apyre crpame, ako je a
meo 6poj, oHIA je

lim [z] =a—1 w lim [2] = a,
z—a~ z—at

na lim [z] He mocTOju W caMuUM THM HUje jenHaK [al.
r—a

Teopema 1.4. Axo cy [ u g Henpekuue QpyHKIUje HA HEKOM UHTEPBaJy, oHaa cy u dyukuuje f(z) £ g(x),
f(x)g(z) n f(z)/g(x) Hempekuane y cBOM JTOMEHY.

Teopema 1.5. Axko je dyukuuja [ wenpekuaua y rauku b u lim g(x) = b, ouma lim f(g(z)) = f(b). Ao cy
r—ra

r—ra
dbyuxmmje f u g nerpexname, onza je n f(g(x)) HempekumHA.

Teopema 1.6. Ako je dyukimja f menpexkugna u 1 — 1 va unrepsany (a,b), oHZA je U bEHA MHBEP3HA
bynkmmja f~! menpexknamra.

‘ Teopema 1.7. Cge enemenTtapue (hyHKIHjE CYy HETPEKUIHE Y CBOJUM TOMEHIMA.

[ 22 —1
IIpumep 1.8. Oapenuru lim arctg T
rz—1 2.%'3 -2

Kako je

% —1 ) (x—1)(z+1) . x+1 1+1 1

lim ——— = =
21228 -2 a2zl tatl) e2@ta+l) 202+1+1) 3

u3 HenpekuaHocTH dynkimje arctg (/y ciaeam

. . 22 -1 to 1 2 -1 . 1 T
im arctg {/ ——— = arctg lim / ——— = arctg — = —.
z—1 & 203 — 2 & 203 — 2 & V3 6



1.4 Heku OoCHOBHU JMMECH; 3a0aIT1

Jlumec panmonanHe QyHKIUje Kam r — +00:

n +00, 3an>m
PnT” + -+ P17+ po

lim =& zan=m
e=F00 g™ + - + 1T + Qo o
0, 3a n < m.
22 (2% — 1)2

IIpumep 1.9. U3paaynarn lim —————.
z—oo 2 — 3 + 4
Kaxko % — 0 KaJa £ — 00, Je/bebeM 6Pojuola 1 IMEHHONA ca 22 1001jaMo

2x(z% — 1)2 2(1-4)2  2(1-0)?
T ) U-g) _20-07_,
» TabJIMaan” JIMMecu
i h 1-— 1 he —1 1
lim 22—, lim 2 — 1 lim —— 2% _ ~ lim 222 _ 2
z—=0 z—=0 T z—0 2 2 z—0  x2 2
1\"* r -1 In(1
lim (1 —|—x)% =e, lim (1 + —) =e, lim & =1, lim M =1.
z—0 T—00 T z—0 X x—0 x

HpI/IMeTI/IMO Ja ce Behuna oBux JuMeca jeIIHOCTaBHO MOKEe OOKa3aTU IIPUMEHOM Jlonuramosor opa-
BUJIA.

1 —cos(1l — cosx)
1 .

ITpumep 1.10. Uzpauynarn lim
z—0

x
. sint
Bamarak hiemo permmri ceoljerbemM Ha TTO3HATH JTUMEC }m% — =
e
lim 1 —cos(1 — cosx) _ lim 1 — cos2sin? 5 — lim 2 sin? sin? 5 . sin* 3 — lim 2sint 5 _ l
z—0 x4 z—0 x4 z—0 z4 sin® % z—0 94 (%)4 8
-1 3z
IIpumep 1.11. Uzpaugynaru lim < ) .
z—oo \ 1 — 2
t
Kopuctumo mosnaru mumec lim [ 1+ — ) =e:
3z r—2) =L
r—1 1 o2 : -
lim ( ) = lim (1 + > = ehm“”HOO % = 63.
rz—oo \ xr — 2 —00 r—2
IIpumep 1.12. Hahu acumnrore dbyuxnuje y = gii‘}
Howmen dbynkiyje je R\ {0}. Buaumo na je
27 +1
im = to0,
z—0+ 27 — 1
ma je mpaBa z = (0 BepTukagHa acumnrTora. lasme je
2 +1
lim * = -1,
r——o00 2 — 1
Tj. mpaBa y = —1 je XopmM3OHTAJHA ACUMTITOTA KaJ & — —oo. Candno je
14277
lim — 2 =1

rz—o00 | — 27 ’

ma je mpaBa y = 1 XOpM30HTAIHA ACUMITOTA KaJ T — OO.

Pada Mymaeuuh Dyxuh



