Mammucknu daxymrrer, Beorpa

12.12.2023.
T'paguBo 3a apyru KojgokBujym u3 Maremaruke 1 - cmene 2, 4, 6 u 7
1. spadyHaTn rpaHAYHEe BPEIHOCTH
1 —cos(1 —cosz) 1—costz
. 2 . .
a) zhﬂn;() (z—2"In(1+1/z)), 6) :ll—>mo o , B) lm —— ——,
2
) tg 1/teg "= . arcsinz — arctg o ) r—1\%
r) lim | — , o) lim , h) lim ,
z—0 \ sinw =0 3 z—o0 \ T — 2
.1 . sinz . 22 . cha® -1
e) lim — In , x) lim , 3) lim ——.
z—0 12 =0 \/1 + xsinx — y/cosx 2=0 (z —sinx)?

a) Axo nckopucrnmo MakyopeHos pa3Boj 3a dbyukunjy In(1 +t) =t — % + o(t?) xam t — 0 (mamo ,0” on f(t)
je dyukuumja 3a kojy saxu o(f(t))/f(t) — 0 kax t — 0 1j. o(f(t)) je 3anemapsbuso masa y nopehemwy ca f(t))

IMaMO i 2 l,ijL 1z =1l - +1+ (1) -2
fm (e (Zmmrelz))) - (p ety o) =5

AsrrepraTnBHO, 33/1aTaK Ce MOKe PermnTh pruMenom JlonmranoBor pasuna. AKo yBenemo cmeny © = 1/t,t — 0,
JIATH JINMEC Ce CBOJU HA

1 In(1+t t—In(1+1¢ 1— 1 1
lim ——M :Hmw%lim M i ——— = =,
t—0 \ ¢ 12 t—0 12 (0/0) t—0 2t t—0 2(1+t) 2
6) 3agarak fiemo perurTu cBofjermem Ha moO3HATH JaUMeC lim; o Si;‘t =1:
1 —cos(1— 1 —cos2sin® £ 2sin?sin? £ sin? 2 2sin* 2 1
lim cos( cos z) =lim ————— 2 — lim 2. T 2 — lim i = —.
z—0 x4 z—0 x4 z—0 x4 sin® £ z—0 94 (g) 8
2 2
B) Kopuctumo Maxoperose pasgsoje cost = 1 — % +o(t?) usint =t + o(t?) xan t — O:
l—cos*z . (1—cosx)(l+cosz)(l+cos?z) , 1—(1—§+0(ﬂc2)) 2
im ———— = lim - =4 lim = —.
z=0 xsindr  z—0 x sin 3z z—0  x(3z + o(z?)) 3
1/tg = . neos s
x—0 COSx x—0
[Tpumenowm JlomuTamoBor mpaBuia HA TOCIEIBN JTUMEC 10OUjaMO
limg 0 42::‘;//;5:211 — \/E
arcsinx — arctg x (=22 (14227t . f%(lfx2)73/2(72x)+(1+x2)’22x 1
JI) 1m = lim = lim = .
x—0 1‘3 x—0 31‘2 x—0 6x 2
h) Kopucrumo nosuaru smmec limy, o (1 + %)t =e:
3z (—2) 2%
. r—1 . 1 z=2 lim 3a 3
lim = lim (1+ =Moo a3 — ¢,
z—oo \ x — 2 L —00 r—2
e) Kopucrumo Maksopenose passoje sint =t — % +o(t) uln(l+t) =t+o(t) xkam t — O
3
1. sinz 1 x—% +o(x3) 1 x? 1 x2 1
lim —1 =lim—-—In—5% 2 —lim —In(1-= ) =1lim = [ —-= ) =-=.
:clg%.f?n X :clg%.f?n X IL%;L'QH 6+O(:L') Ilg%,jcz 6+0($) 6

k) Kopumihemem Maknopenosux passoja sinx = x + o(z) u cosz = 1 — % + o(x?) xan z — 0 mobujamo

VItasing =+/1+a224o0(x2) u eosz=+/1—22/2+o(z2?).

Barum ce moxke kopucturu Makiopenos pa3soj (1 + x)* =1+ ax + o(x):

2 2
1+x2+0(x2):1+%+0(z2) u \/1—z2/2+0(x2):1—%+0(x2).
Jlakse, moa3nm mmMec je 22 4
lim =-.
w5014+ 2 — 14 Z 4 o(22) 3

. 2 . 3
3) Ha ocnosy Makioperosux passoja ch x = 1+ % +o(2?) u sinz = z — & + o(z*) kan x — 0, monasuu mvec
rocTaje

. 1+%6—1+0(ac6)
lim .
=0 (z -+ %+ 0(x3))

S =18.



2. Hammcarn jemmaunny HOpMaJse Ha KPUBY

y Ta9KH y K0joj je x = 10.

Hexa je f(z) = Ve —1u g(z) =In* oz —1 = (3 In(z — 1))2 = %1112(1' —1). Tana je f'(x) = 2\/%, g (z) =

In(z—1)

2(z—1) > 1@ je
1 / CIn(z—1)
y/:flg—fglzz\/ﬁ r—1—vo—1 50 1) . IV -1-2
g2 In*vz—1 2z —1ln®Vr—1
Hasme je y/(10) = 1613 . IIpumernmo jorr ma je y(10) = n—3. 3aMeHOM OBUX BPEIHOCTH y jeIHAYIWHY HOPMAJIE
y—y(10) = 7y,(110) —10) pobujamo
3 61n”3
- = —10).
Y23 T 2-ma @10

3. 3a kpuBy jary napamerapcku x =t —sint,y = 1 — cost naliu naru6 (u3sox) 3a t = 27/3.

Osne je dr/dt =1 — cost u dy/dt = sint, na je y'(z) = Z%Zi = St Jame je 2(27/3) = 3/2u y/(3/2) = %

4. Hahu naru6 tanrenre y tauku (2, —1) xpuse 2y + 5 — 22 — y> = 0.

Jndepenmmpamem mate jesraqmne qobujamo 2y’ — 2z — 3y?y’ = 0, 1j. 3/ . 3ax =2mny=—1 gobujamo

y' = —4, na je maru® TaHTeHTe y JATOj Tadkm —4.

5. V kojum Taukama kpuse ry = (1 — x + y)? cy Tanrente napanenne y-ocu?

Jla 6u tanrenTe 6uie napajenane y—ocu (BepTUKAJHE), W3BOJ Y TUM TauyKaMa Mopa Outu Geckonaudan. Iudep-
EHIIMpamEeM JaTe jeaHadnHe HATIA3WMO

20— 3y — 2

3r—2y — 2

Axo cy Tpaskene Tauke o6JmKa ( ,b), Mopa na Baxku 3a — 2b —2 = 0 u ab = (1 — a + b)?, ma pemasamem oBOT
cuctema 106ujaMo Tavuke ( n (3, 1).

y+axy =2(1—z+y)(—-1+y), omakmeje y' =

6. Hahu momen n acummnrore dbynkmnuje

2% 4 1 3
6) y = ~1.
51 0¥ +x

a)y =

a) Homen dyunkuuje je R\ {0}. Buaumo na je

27 +1
+ N
z—)O:I: 2T — 1
ma je mpasa z = (0 BepTukagHa acumnrTora. lame je
27 +1
lim * =—1,
r——o00 2% — 1
Tj. mpaBa y = —1 je XOpHU3OHTAIHA ACHMOTOTA KaJl & — —oo. CiudHo je
14277
lim — 12 1,
z—00 1| — 27
ma je mpaBa y = 1 XOpU30HTAIHA ACUMITOTA KaJI T — OO.
6) domen ose dyukuuje je ;—_:1 >0, 1j. (—00,—1)U[0,00). [IpaBa = —1 je BeprukajHa acuMuToTa, jep je
3
T
lim +r—1=00
r——1— r+1

Jla 6ucMo ompenuIn moHalame MYHKINje KA £ — +£00, MOKeMO KOpuCTUTH MaKIOpeHOB TOJIMHOM (DyHKITHje
(I+t)*=1+at+o(t) xag t — 0:

. x3 ) 1
lim +z—1|= lim [z4/1— +z—1
. 1 1 . 3




3

ma je mpaBa y = 2T — 5 KOCa acUMMNTOTa KaJ x — 00. Camdno,

) 23 . 1
lim +x—1|=lim [ —z4/1— +x—1

. 1
L <5 + "(”) :

= lim <z (1 2(m1—|—1) +O<ZC—1|—1)> +z1> -

ma je mpaBa y = —1 XOPU3OHTAJHA ACHMIITOTA KAJl T — —00.
: _ xz—1
. Uenmraru Tok u ckumupatu rpadux dynxnuje f(r) = In 7=,

Tomen dynxmmje je =L > 0, 1j. 2 € (—o0,1) U (2,00). dame je f(z) >0 3a

r—2

Cnenu na f(x) mema mysa, HerarusHa je 3a x < 1 u nosuruBHa 3a x > 2.

DyHKIMja UMa BEPTUKAIHY acCHMOTOTY 3a * = 1 (ca ;meBe cTpame) m 3a
x = 2 (ca gecue crpane), jep je lim, 1 f(z) = —oco u limg,_o4 f(z) =
oo. IlpaBa 2 = 0 je xopm3oHTaNHa acummToTa, jep je lim, 4o f(2) =
In1=0.

[pen useox je f/'(x) = —1/(z* — 3z +2), na dbyHKIMja HeMa €KCTPEMHNX
BPEIHOCTH U OTAJIa HA JTOMEHY.

Hpyru m3son je f(x) = (2z — 3)/((z — 1)*(z — 2)?), ma dbynxmja mema
nMpeBojHUX Tavdaka (r = 3/2 je BaH J0MeHa), KOHKaBHA je 3a ¢ < 1 u
KOHBEKCHA 3a T > 2.

1—4Inx

. Uncurarn Tok n ckuimparn rpabuk dbynkunje f(x) = 1T e
nx

JHomven dymxmuje je (0,e7 /%) U (e71/4 00), e~ V/* ~ 0.8. Hyma
bynxmmje je N(e'/*,0), e'/* ~ 1.3. ®yukumja je merarmsma 3a
x € (0,e 1/*U(e/*, 00), a mosurmeHa 3a z € (e~ /4, e!/*). Beprukamma
acummrora je mpasa x = e'/4, a lim, o4 f(z) = —1. XopmsonTama
acMMIMTOTA KaJl & — o0 je mpasa y = —1. V3Bonn dynkimje cy

Y

x—1 : 1
T =2 LT osa g5

8 89 +4nx)

f'(@) = (1 +4nz)?’ (@) = 22(14+4Inx)3’

Kako je mpBu n3BOI HEraTHBAH Ha JOMEHY, 3aK/bydIyjeMo 1a (PyHKITH]a,
f(z) ceyna omama. JIpyrm m3eox je myna 3a ¢ = e~ /% ~ 0.1 u Taja
dbynxmmja wva npesojuy Tauky P, moswrmean 3a x € (0,e”%4) U
(e7'/%, 00) m Ty je dyWKmmja KOWBEKCHa, a HeraTWRaM 3a I €
(e=9% e=1/*) u 1y je dbynkuuja KOHKABHA.

. vao+2
. Ucnmraru Tox n ckunuparu rpabuk ynxknmje y = ————.
In“(z + 2)

Howmen byukumje je (=2, —1)U(—1,00). TIpasa 2 = —1 je BepTUKaIHA
ACHMIITOTA U (DYHKIHja HEMa APYTUX aCHUMIITOTA, jep je

S f(z) =0, lim f(z) = cc.

W3Bomm dpyuKIHjE Cy

o In(x4+2)-4
fe) = 2Vz +2In’(z +2)’

[psu u3B0s je nosutnpan 3a = € (—2, —1)U(e* — 2, 00) u Ty bynkmmja
pacre, Heratupan 3a ¥ € (—1,e* — 2) u Ty dynkumja omasa, a TauKa
M (e*—2,€2/16) je moxammm murmvym byrkImje, e —2 ~ 52.6, €2/16 ~

gy 24—In*(z+2)
) = ey i@ )

0.5. Opyru ussoz je nerarusau 3a « € (—2, e=2V6 _ 2)U (62\/g —2,00)
u Ty je (PYHKIMja KOHKABHA, a MO3WTHUBAH 33 T € (6’2‘/6 -2,-1)U
(—1,e2V6—2) u 1y je bynkmmja konsekcna. 3az = e~ 2V6 -2 ~ —1.993
nr=e2V® 2~ 132 dyuknuja uma npesojue tauke P u P pemom.

Py




r—2
10. Ucnuraru tok u ckunuparu rpaduk dbyusxmuje f(x) = T
e+
Iomen dbyukimmje f(x) je meo ckyn R, jep je 2% +2 > 0 3a crako = € R; jenmnma nyma je tauxa N(2,0). [da 6ucmo
MPOBEPHUIN J1a TN JaTa (PyHKIUja UMa ACHMIITOTE, TIOCMATPAMO JIIMEC

z—2 . 1-2/x B

m ——— 2 — lim ———% g
e=Eoo ||\ /14 2/22  w=Foo ggn /1 + 2/

na f(z) mMa XOpM3oHTATy aCUMTITOTY ¥y = 1 Kaja x — 00, OMHOCHO ¥y = —1 Kam x — —oo.
2(x+1)
(22 + 2)3/2 .
omama, f/ > 03ax > —1 u vy dynxmmja pacre, a tauka M(—1,—+/3) o) = V222
JIOKAJTHA MAHEMYM (DyHKIH]e.

4z — 6z + 4 2z +2)(2z — 1) —_—
sBog, je [ = = — . Jakne
Jpyru m3soz, je f T2 (@2 + 2)2 Haxue, /V z
f7 < 03ax € (—o00,—2) U (1/2,00) u 1y je dyHKIMja KOHKABHA, —
f">03ax € (—2,1/2) u vy je GyHKIMja KOHBEKCHA; IPEBOJHE TAYKE CY

Pi(—2,-2+/2/3) u Py(1/2,-1).

IIpBu ussox je [/ = na je [/ < 03ax < —1wurty Qyakumja Yy

11. Uenwrarn Tok n ckunmpatn rpabuk dynkmuje f(r) = {—.
Homen dyukuuje je R\ {1}; f >03ax < 1lu f <03axz>1. Dyuxuuja — "
HeMa HyJa, HUje Hu mapHa Hu Hernapa. [IpaBa r = 1 je BepTUKaIHA aCHMII-
ToTa, jep je lirilif(:z:) = Foo.

z—

- . flz :
Hasme je lim f(z) =0wn lim Q = 00, ma je mpasa y = 0 XOpU30H-
T—00 r——00 I
TaJHa aCUMITOTa KaJ T — OQ.
ze ®

Ipeu u3sox je f'(z) = (1_—;)2, ma dyurmmja onaza 3a x < 0, pacre 3a

x € (0,1)U(1,00) m mma muaEMyM y Tagkud M (0, 1).
Hpyru ussog je f"(z) = %;ng), na je ¢pyHKIMja KOHBEKCHA 3a < 1 n KOHKaBHA 3a x > 1.

12. Ucnmrarn Tok n ckumpatn rpabuk dbyakumje y = (2 — 1)6_1/1.

Homen dynkimnje je R\ {0}, nyna dbynkunje je N(1/2,0), y < 03a z € (—00,0) U (0,1/2) u f(x) > 0 3a
x € (1/2,00). IIpaBa x = 0 je BepTUKAJIHA ACUMIITIITA CA JIEBE CTPaHe, jep je
g v =0 0 g ole) = =
Kan x — +oo mMoxkemo kopucturu Makospenos passoj ! = 1+t + o(t) kax t — 0:
1 1
lim (22 —1)e”V* = lim (2z—1) (1 ——+4o (—)) = lim (22 —3+0(1)),
r—+oo r—+oo x x r—+oo

ma je mpaBa y = 2z — 3 KOCa aCUMITOTa KaJ © — +00.

y:(Za:—l)e_%

Hame je y'(z) = e‘l/l%, may /3ax € (—oo,—(14+/3)/2)U
(V3 =1)/2,00) my N\ saz € (—(1+V3)/2,00U(0,(V3 — 1)/2).
Tauka (—(1+v/3)/2,y(—(1++/3)/2)) je noxammm Mmakcumym byHKkImje,
a rauka ((v3 —1)/2,y(v/3 —1)/2)) je moxamnu MurEMyM byHKIHjE.
Hpyrm u3Bon je y” = e” /¥ 22

4221 ma je y xonkamHa 3a ¥ € (—00,0) U
0,1/4) u xouBekcHa 3a x € (1/4,00). OyHKIHUja UMa OIPEBO] ¥ TAYKU
(0, ; YHKIIH] pesoj y

(1/4,y(1/4)). /\

13. Ucnuratu ToK u ckunuparu rpaduk QyHKIHTje

In®(z — 2) x+1 x 5
Ay=——", By=—"—, Ny=m— Dy=z-1-Vai-u

x—2 22+ 2 T




_In? (x—2)
e — y:%}k2
VT
/\
- -
Y=-3 =
@21 y=zr—1—Vz?—x
.

14. Anpokcumuparu bynkmujy In(1 + x — 22) MaxI0peHOBUM MOJTHHOMOM YeTBPTOT CTeTeHa.

Kopucrumo nozuaru passoj In(l +t) =t — % + % - % +o(t*) xam t — 0:

r—1x?)?  (z—a2?)3
1n(1+x—:1:2)::13—x2—( ) +( F_ +o((xz—2*)%)

o2 Yoo o oy Lo o4y 20 4
=r—ux 2(z 2x +z)+3(z 3z%) 4+0(z)

3 4 7
x — §z2 + gzg — Zz4 + o(z).

15. Paszsutn y Maxjoperos mojuHom metor crerena dynknujy In(1 + x + 22 + 23 + x4).

Ha ocrosy dopmyne 2° — 1= (z — 1)(1 + 22 + 23 + 2%) je In(1 + 22 + 23 + 2*) = In(1 — 2°) — In(1 — 2). Cazna

kopucTimo Makopros nousom In(1 —z) = —x — & — %3 — %4 — %0 +o(z°) xamg x — 0, Ma je TpayKeHH MOJTHHOM
T(;c)——x5+x+$—2+$—3+$—4+$—5—x+x—2+x—3+x—4—@
e 2 "3 45 T 27374 5°

16. Ampoxcumuparu ByHKIH]Y
y= (2" —1)e>

MakIOpeHOBUM TOJIMHOMOM YeTBPTOT CTENeHa M MPOIEHUTH IPENKy arnpoKcuManyje Ha narepsaiy [0, 1].

[peux met u3Boza cy y' (z) = —2e 2% (22 —x — 1), y"'(x) = 2e72*(22% — 4 — 1), y"'(x) = —4de~2*(22% — 62+ 1),
y@®(z) = 16e72% (2% — 4o + 2) m y©®) (2) = —32e72% (22 — 5z + 4). Jame je y(0) = —1, y'(0) = 2, y"(0) = -2,

y"(0) = —4 m y*(0) = 32, ma je MaKIOPEHOB HOJTHHOM Y€TBPTOT CTEIeHA
_ y'(0) y'(0) 5, ¥"(0) 5 y*(0) 4 : _ 2 2.3 44
Ty(x) = y(0) + T x+ T + T + TR Ty(x) =—-142x —x — 3% —|—§x.
['perrka amporcnmarnumje je
() (¢
Ry(z) = l 5|( )x5, 3a t€(0,z), mpmuemyje x€[0,1].

3a oreny rperke, nahuvo maxenvym dbynkmmje |y ()| 3a t € (0,1):

1
max | — 32 2(t? — 5t +4)| < 32" -4 =128, maje |R4(1)]< L €[0,1].
te(0,1) 15

17. Anporcumuparu ByHKIH]Y
y=+v2zxr—1
TejmopoBuM moMHOMOM cTenena 3 y okoauuau Tauke a = 1. Kopucrehin oBaj moanHOM MpuOIMKHO W3padyHATH
V1,1 u MpOIEHUTN TPEIIKY.

Ipea wernpn wspoza cy y'(z) = 2(2z — 1)~4/°, y"(z) — 2822 — 1)79°, y"(z) = 2822 — 1)1/ u yW(2) =
—8064/625(2z — 1)~19/%, Tejmopos mommmom Tpeher cremena y tauku a = 1 je



18.

Ty(z) = y(1) + y1('1> (x—1)+ y/;(!l) (x— 1)+ y/;(!” @—17° 1
Ts(z) =1+ %(z —1)— 2—85(50 - 12+ %(x —1)%.

Hame je y(1,1) ~ Ts(1,1) = 1,037184. 3a 1 <t < 1,1je (2t — 1)719/5 < 1, na je
1 8064

Rs(1,1 ———.0,1*~5,4-107°.
1Bs(L I < 41555 O ’

Oupenuru MakjaopeHoB OJIMHOM Apyror creneHa 3a dbyukiujy y = y(x) nary jennauunom x + y = arctg (zy).

[Tpeo npumerumo ga je y = 0 3a x = 0. udepennupamem nare jequadune (1o ) nodujamo

y+axy
14y =220
YT T )
onakie 3a x = y = 0 nobujamo y'(0) = —1. damum qudepennupamem 106ujamo

g = WAy ey ) (@9)’) — (v +2y)2ay(y + 2y')
(1+ (zy)?)? ’

—1 nobujamo y”(0) = —2. Tpaxkenu Maksopernos nosmuom je Th(x) = —x — x2.

onakise 3a x =y = 0 u y'(0)

Pana Myrasiunh Dykuh



