
Prvi kolokvijum (primer 1)

1. Izraqunati integral

∫ dx
x+ 3

√
x+

3
√
x5
.

2. Izraqunati integral

∫ 1

0
x2 ln(1 + 3x2) dx.

3. Na�i

∫ π

0
sin 153x
sinx

dx.

4. Na�i zapreminu tela nastalog rota
ijom krive y =
(

x2 + 3
x2

)−3/4
oko x-ose za x > 0.

Rexe�a.

1. Rexavamo pomo�u nekoliko oqiglednih smena:

∫

dx
x+ 3

√
x+

3
√
x5

=

[

x = t3

dx = 3t2 dt

]

=

∫

3t2 dt
t3 + t + t5

= 3

∫

t dt
1 + t2 + t4

=

[

t2 = u

2t dt = du

]

=
3

2

∫

du
1 + u+ u2

=
3

2

∫

du
(

u+ 1
2

)2
+ 3

4

= 2

∫

du
((2u+ 1)/

√
3)2 + 1

=

[

(2u+ 1)/
√
3 = p

2 dt/
√
3 = dp

]

=
√
3

∫

dp
p2 + 1

=
√
3 arctg p+ c =

√
3 arctg

2
3
√
x2 + 1√
3

+ c.

2. Ovde koristimo par
ijalnu integra
iju:

∫ 1

0

x2 ln(1 + 3x2) dx=





u = ln(1 + 3x2) dv = x2 dx

du =
6x

1 + 3x2
dx v =

x3

3





=
x3

3
ln(1 + 3x2)

∣

∣

∣

∣

1

0

− 2

∫ 1

0

x4

1 + 3x2
dx =

2

3
ln 2− 2

9

∫ 1

0

9x4 − 1 + 1

3x2 + 1
dx

=
2

3
ln 2− 2

9

∫ 1

0

(3x2 − 1) dx− 2

9

∫ 1

0

dx

1 + 3x2
=

[ √
3x = t√

3 dx = dt

]

=
2

3
ln 2− 2

9
(x3 − x)

∣

∣

∣

∣

1

0

− 2

9
√
3

∫

√
3

0

dt
1 + t2

=
2

3
ln 2− 2

9
√
3
arctg t

∣

∣

∣

∣

√
3

0

=
2

3
ln 2− 2π

27
√
3
≈0, 32774.

3. Oznaqimo In =
∫ π

0
sinnx

x
dx i poÆimo od izraza In − In−2. Ako iskoristimo formulu

sin a− sin b = 2 cos a+b
2

sin a−b
2
, taj izraz se svodi na

In − In−2 = 2

∫ π

0

cos(n− 1)x sin x

sin x
dx =

2

n− 1
sin(n− 1)x

∣

∣

∣

∣

π

0

= 0,

pa je In = In−2. U naxem sluqaju je I153 = I151 = · · · = I1 =
∫ π

0
dx = π.

4. Znamo da je zapremina tela dobijena rota
ijom krive y = y(x) oko x−ose za x ∈ [a, b]

jednaka π
∫ b

a
f 2(x) dx. U naxem sluqaju zapremina V �e biti nesvojstveni integral

π

∫ ∞

0

dx

(x2 + 3/x2)3/2
= π lim

b→∞

∫ b

0

x3 dx
(x4 + 3)3/2

.

UvoÆe�em smene x4 +4 = t, 4x3 dx = dt, pri qemu je t = 3 kada je x = 0 i t = b4 +3 kada

je x = b, dobijamo

V =
π

4
lim
b→∞

∫ b4+3

3

t−3/2 dt = −π

2
lim
b→∞

t−1/2

∣

∣

∣

∣

b4+3

3

=
π

2
√
3
≈ 0, 9069.



Prvi kolokvijum (primer 2)

1. Izraqunati

∫

x2arctg 2x2 dx.

2. Izraqunati

∫ dx
x+

√
x2+x

.

3. Izraqunati

∫∞
1

dx
x
√
x−1

.

4. Na�i du�inu luka krive y = ln cosx za x ∈ [0, π
4
].

Rexe�a.

1.

∫

x2arctg 2x2 dx =





u = arctg 2x2, dv = x2 dx,

du =
4x

1 + 4x4
dx, v = x3/3



 =
x3

3
arctg 2x2 − 1

3

∫

4x4 + 1− 1

1 + 4x4
dx

=
x3

3
arctg 2x2 − 1

3
x+

1

3

∫

dx
1 + 4x4

.

Da	e je

1
4x4+1

= Ax+B
2x2+2x+1

+ Cx+D
2x2−2x+1

, odakle se dobija A = B = D = 1
2
i C = −1

2
, pa je

∫

dx
1 + 4x4

=
1

8

∫

4x+2+2

2x2+2x+1
dx−1

8

∫

4x−2−2

2x2−2x+1
dx

=
1

8
ln

2x2+2x+1

2x2−2x+1
+
1

4
arctg (2x+1)+

1

4
arctg (2x−1)+c.

Dakle, polazni integral je

x3

3
arctg 2x2− 1

3
x+ 1

24
ln 2x2+2x+1

2x2−2x−1
+ 1

12
arctg (2x+1)+ 1

12
arctg (2x−1)+c.

2. Ako uvedemo Ojlerovu smenu

√
x2 + x = t− x, x = t2

1+2t
, dx = 2t(t+1)

(2t+1)2
dt, polazni integral I

se svodi na

I =

∫

2t(t+ 1)

t(2t+ 1)2
dt =

∫

2t+ 1 + 1

(2t+ 1)2
dt =

∫

dt
2t+ 1

+

∫

dt
(2t + 1)2

,

odakle smenom 2t+ 1 = u, dt = du/2 dobijamo

I =
1

2

∫

du
u

+
1

2

∫

du
u2

=
1

2
ln u− 1

2u
+ c.

Vra�a�em na polaznu promen	ivu dobijamo

I =
1

2
ln(2x+ 2

√
x2 + x+ 1)− 1

2
· 1

2x+ 2
√
x2 + x+ 1

+ c.

Ako primetimo da je (2
√
x2 + x+ 2x+ 1)(2

√
x2 + x− 2x− 1) = −1, tada je

I =
1

2
ln(2x+ 2

√
x2 + x+ 1) +

√
x2 + x− x+ c.

3. Dati integral I je nesvojstven - ima neograniqenu gor�u grani
u i podintegralna fun-

k
ija nije definisana za x = 1. Zato �emo ga napisati kao zbir dva integrala I = I1 + I2,

pri qemu je I1 =
∫ 2

1
dx

x
√
x−1

i I2 =
∫∞
2

dx
x
√
x−1

. Izraqunajmo prvo neodreÆeni integral

∫

dx
x
√
x− 1

=

[√
x− 1 = t, x = t2 + 1

dx = 2t dt

]

= 2

∫

dt
t2 + 1

= 2 arctg t + c = 2 arctg
√
x− 1 + c.

Tada je I1 = lima→1 2 arctg
√
x− 1|2a = π

2
, i I2 = limb→∞ 2 arctg

√
x− 1|b2 = π − π

2
pa j I = π.

4. Du�ina luka krive y = y(x) za x ∈ [a, b] se raquna po formuli L =
∫ b

a

√

1 + (y′(x))2 dx.
U naxem sluqaju je 1 + (y′(x))2 = 1 + tg 2x = 1/ cos2 x, pa je L =

∫ π/4

0
dx

cos x
=

∫ π/4

0
cos x dx
1−sin2 x

.

UvoÆe�em smene sin x = t, cosx dx = dt, t = 0 za x = 0 i t = 1/
√
2 za x = π/4 dobijamo da je

L =
∫ 1/

√
2

0
dt

1−t2
= 1

2
ln
∣

∣

t+1
t−1

∣

∣ |1/
√
2

0 = 1
2
ln

√
2+1√
2−1

= ln(
√
2 + 1) ≈ 0, 8814.



Prvi kolokvijum (primer 3)

1. Na�i neodreÆeni integral

∫ dx
ex+e−x/2 . 2. Izraqunati

∫ dx
(1−x)

√
x+

√
x
.

3 Na�i neodreÆeni integral

∫

(2x− 1) lnx ln(x− 1) dx.

4 Na�i povrxinu povrxi dobijenu rota
ijom astroide x = cos3 t, y = sin3 t oko x−ose.

Rexe�a.

1. Oznaqimo sa I polazni integral. Mno�e�em i de	e�em podintegralne funk
ije sa ex/2

dobijamo integral I =
∫

ex/2

e3x/2+1
dx koji se smenom ex/2 = t, ex/2 dx = 2 dt svodi na I = 2

∫ dt
t3+1

.

Da	e je

1
t3+1

= A
t+1

+ Bt+C
t2−t+1

, odakle se dobija A = 1
3
, B = −1

3
i C = 2

3
, pa je

I=
2

3

∫

dt
t + 1

+
2

3

∫ −t + 2

t2−t+1
dt=

2

3
ln(t + 1)−1

3

∫

2t− 1− 3

t2−t+1
dt=

2

3
ln(t+1)− 1

3
ln(t2−t+1)+I1,

gde je I1 =
∫ dt

(t−1/2)2+3/4
= 2√

3
arctg 2t−1√

3
+ c, pa je

I =
2

3
ln(ex/2 + 1)− 1

3
ln(ex − ex/2 + 1) +

2√
3
arctg

2ex/2 − 1√
3

+ c.

2. I =

[

x = t2

dx = 2t dt

]

=

∫

2t dt
(t2 − 1)

√
t2 + t

=





√
t2 + t = tu, t =

1

u2 − 1
dt = −2u/(u2 − 1)2 du



 = −4

∫

du
2u2 − u4

= −2

∫

2− u2 + u2

u2(2− u2)
du = −2

∫

du
u2

− 2

∫

du
2− u2

=
2

u
+

1√
2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√
2− u√
2 + u

∣

∣

∣

∣

∣

+ C

= 2

√

x

x+
√
x
+

1√
2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

√
2x−

√

x+
√
x√

2x+
√

x+
√
x

∣

∣

∣

∣

∣

+ C.

3. Na polazni integral I prime�ujemo par
ijalnu integra
iju:

I =





u = lnx ln(x− 1) dv = (2x−1) dx

du =

(

ln(x− 1)

x
+

ln x

x− 1

)

dx v = x2 − x





= (x2 − x) ln x ln(x− 1)−
∫

(x2 − x) ln(x− 1)

x
dx−

∫

(x2 − x) lnx

x− 1
dx

= (x2 − x) ln x ln(x− 1)−
∫

(x− 1) ln(x− 1) dx−
∫

x ln x dx.

Da	e je

∫

x ln x dx =

[

u = ln x dv = x dx
du = dx/x v = x2/2

]

= 1
2
x2 ln x − 1

2

∫

x dx = 1
2
x2 ln x − 1

4
x2
. Dakle,

I = (x2 − x) ln x ln(x− 1)− 1
2
(x− 1)2 ln(x− 1) + 1

4
(x− 1)2 − 1

2
x2 ln x+ 1

4
x2 + c.

4. Tra�ena povrxina P je

P = 2 · 2π
∫ π/2

0

y(t)
√

y′(t)2 + x′(t)2 dt,

gde je x′(t) = −3 cos2 t sin t i y′(t) = 3 sin2 t cos t. Dakle,

x=cos
3 t, y=sin

3
t

P = 4π

∫ π/2

0

sin3 t
√

9 sin4 t cos2 t+ 9 cos4 t sin2 t dt = 4π

∫ π/2

0

sin3 t · 3 sin t cos t dt

=

[

sin t = u, cos t dt = du,
t = 0 ⇒ u = 0, t =

π

2
⇒ u = 1

]

= 12π

∫ 1

0

u4 du =
12

5
πu5

∣

∣

∣

∣

1

0

=
12

5
π.
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