
1 NeodreÆeni integrali

1.1 Primitivna funk
ija i osnovna pravila integra
ije

Neka je funkcija f(x) definisana na nekom intervalu I. Funkciju F (x) zovemo primitivnom

funk
ijom funkcije f(x), ako vaжi

F ′(x) = f(x) za sve x ∈ I.

Postoji beskonaqno mnogo primitivnih funkcija funkcije f(x) i sve se razlikuju do na konstantu:
(F (x) + C)′ = f(x).

Skup svih primitivnih funkcija funkcije f(x) se zove neodreÆeni integral funkcije f(x):
∫

f(x) dx = F (x) + C.

U gorǌoj definiciji funkcija f(x) se zove integrand, a C je proizvoǉna konstanta.

Integracija je proces suprotan diferenciraǌu, pa tablica osnovnih integrala sledi iz ta-
blice izvoda. U nastavku su dati neki osnovni integrali, pri qemu �e oni koji ne slede direktno
iz tablice izvoda biti izvedeni kasnije.

∗
∫

xa dx =
xa+1

a+ 1
+ C (a 6= −1) ∗

∫

dx

x
= ln |x|+ C

∗
∫

ex dx = ex + C ∗
∫

ax dx =
ax

ln a
+ C (a > 0, a 6= 1)

∗
∫

sinxdx = − cosx+ C ∗
∫

cosxdx = sinx+ C

∗
∫

shxdx = chx+ C ∗
∫

chxdx = shx+ C

∗
∫

dx

cos2 x
= tg x+ C ∗

∫

dx

sin2 x
= −ctg x+ C

∗
∫

dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C ∗

∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C

∗
∫

dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣

∣

∣

∣

a+ x

a− x

∣

∣

∣

∣

+ C ∗
∫

dx√
x2 ± a2

= ln |x+
√

x2 ± a2|+ C.

Za neodre�eni integral vaжe slede�e osobine:
∫

af(x) dx = a

∫

f(x) dx (a = const);

∫

(f(x)± g(x)) dx =

∫

f(x) dx ±
∫

g(x) dx.

Vaжno je pomenuti i integrale koji nisu elementarni, tj. koji se ne mogu predstaviti preko
elementarnih funkcija. Primeri takvih integrala su:

∫

√

1− x4 dx,
∫

e−x2

dx,
∫

e−x

x
dx,

∫

dx
lnx

,

∫

sinx2 dx,
∫

sinx

x
dx, . . .

Primer 1.1. Izraqunati integrale:

a)

∫

(2+3x2− cosx) dx = 2

∫

dx+3

∫

x2 dx−
∫

cosxdx = 2x+3 · x
3

3
− sinx+C = 2x+x3− sinx+C;

b)

∫

(x+1)2√
x

dx =

∫

x2+2x+1√
x

dx =

∫

x3/2 dx+2

∫

x1/2 dx+

∫

x−1/2 dx =
2

5
x5/2+

4

3
x3/2+2x1/2+C;

v)

∫

x2

1 + x2
dx =

∫

x2 + 1− 1

1 + x2
dx =

∫

dx−
∫

dx

1 + x2
= x− arctg x+ C

g)

∫

dx

x2(1− x2)
dx =

∫

1− x2 + x2

x2(1− x2)
dx =

∫

dx

x2
+

dx

1− x2
= − 1

x
+

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

x+ 1

x− 1

∣

∣

∣

∣

+ C;

d)

∫

cos2
x

2
dx =

∫

1 + cosx

2
dx =

x

2
+

sinx

2
+ C;

Æ)

∫

tg 2xdx =

∫

sin2 x

cos2 x
dx =

∫

1− cos2 x

cos2 x
dx = tg x− x+ C;

e)

∫

2x + 5x

10x
dx =

∫ (

1

5

)x

dx+

∫ (

1

2

)x

dx =

(

1
5

)x

ln 1
5

+

(

1
2

)x

ln 1
2

+ C.
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1.2 Integra
ija metodom smene

Smena u integralu odgovara izvodu sloжene funkcije.

Neka je F (x) primitivna funkcija funkcije f(x),
∫

f(x) dx = F (x) + C.

Ako je x = x(t) diferencijabilna funkcija, po pravilu za izvod sloжene funkcije je

d

dt
F (x(t)) = F ′(x(t))x′(t) = f(x(t))x′(t).

Integracijom prethodne jednakosti dobijamo

F (x(t)) + C =

∫

f(x(t))x′(t) dt, tj.

∫

f(x) dx =

∫

f(x(t))x′(t) dt.

Primer 1.2. Izraqunati integrale:

a)

∫

dx
3
√
1 + 3x

=

[

1 + 3x = t
3 dx = dt

]

=
1

3

∫

t−1/3 dt =
1

3

t2/3

2
3

+ C =
1

2
3

√

(1 + 3x)2 + C;

b)

∫

x2

√
x3 + 1

=

[

x3 + 1 = t
3x2 dx = dt

]

=
1

3

∫

t−1/2 dt =
1

3

t1/2

1
2

+ C =
2

3

√

x3 + 1 + C;

v)

∫

xdx

x4 + 2x2 + 1
=

∫

xdx

(x2 + 1)2
=

[

x2 + 1 = t
2xdx = dt

]

=
1

2

∫

dt
t2

= − 1

2t
+ C = − 1

2(x2 + 1)
+ C;

g)

∫

xe−x2

dx =

[

−x2 = t
−2xdx = dt

]

= −1

2

∫

et dt =
1

2
et + C = −1

2
e−x2

+ C;

d)

∫

dx
ex + e−x

=

∫

ex dx
e2x + 1

=

[

ex = t
ex dx = dt

]

=

∫

dt
t2 + 1

= arctg t+ C = arctg ex + C;

Æ)

∫

√
lnx

x
dx =

[

lnx = t
dx/x = dt

]

=

∫ √
t dt =

2

3
t3/2 + C =

2

3
(lnx)3/2 + C;

e)

∫

dx
x lnx ln lnx

=

[

lnx = t
dx/x = dt

]

=

∫

dt
t ln t

=

[

ln t = u
dt/t = du

]

=

∫

du
u

= ln |u|+ C = ln | ln lnx|+ C.

Primer 1.3. Izraqunati integrale:

a)

∫

tg xdx =

∫

sinx

cosx
dx =

[

cosx = t
− sinxdx = dt

]

= −
∫

dt
t

= − ln |t|+ C = − ln | cosx|+ C;

b)

∫

sinx

1− cosx
dx =

[

1− cosx = t
sinxdx = dt

]

=

∫

dt
t

= ln |t|+ C = ln |1− cosx|+ C

v)

∫

dx
2 +

√
x
=

[√
x = t, x = t2,

dx = 2t dt

]

=

∫

2t dt
2 + t

= 2

∫

t+ 2− 2

2 + t
dt = 2

∫

dt− 4

∫

dt
2 + t

= 2t− 4 ln |2 + t|+ C = 2
√
x− 4 ln(2 +

√
x) + C;

g)

∫

x
√
x+ 1 dx =

[

x+ 1 = t2

dx = 2t dt

]

=

∫

(t2 − 1)t · 2t dt = 2

∫

(t4 − t2)dt =
2

5
t5 − 2

3
t3 + C

=
2

5

√

(x− 1)5 − 2

3

√

(x− 1)3 + C;

d)

∫ √
xdx

3
√
x− 1

=

[

x = t6,
√
x = t3, 3

√
x = t2,

dx = 6t5 dt

]

=

∫

t3

t2 − 1
· 6t5 dt = 6

∫ (

t6 + t4 + t2 + 1− 1

t2 − 1

)

dt

= 6

(

6
√
x7

7
+

6
√
x5

5
+

√
x

3
+ 6

√
x+

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

6
√
x− 1

6
√
x+ 1

∣

∣

∣

∣

)

+ C;

Æ)

∫

dx
x+ 3

√
x+

3
√
x5

=

[

x = t3,
dx = 3t2 dt

]

=

∫

3t2 dt
t3 + t+ t5

= 3

∫

t dt
1 + t2 + t4

=

[

t2 = u,
2t dt = du

]

=
3

2

∫

du
1 + u+ u2

=
3

2

∫

du
(

u+ 1
2

)2
+ 3

4

= 2

∫

du
((2u+ 1)/

√
3)2 + 1

=

[

(2u+ 1)/
√
3 = p,

2 dt/
√
3 = dp

]

=
√
3

∫

dp
p2 + 1

=
√
3 arctg p+ C =

√
3 arctg

2
3
√
x2 + 1√
3

+ C.
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Primer 1.4. Izraqunati a) I1 =

∫

dx
x2 − 3x+ 2

, b) I2 =

∫

dx
x2 − x+ 1

, v) I3 =

∫

3x− 1

x2 − x+ 1
dx.

a) Integrand zapiximo u obliku

1

x2 − 3x+ 2
=

1

(x − 1)(x− 2)
=

A

x− 1
+

B

x− 2
.

Mno�e�em leve i desne strane sa (x− 1)(x− 2) dobijamo sistem

1 = A(x− 2) +B(x− 1) = (A+B)x − 2A−B.

Izjednaqava�em koefi
ijenata uz x i uz 1 na levoj i desnoj strani dobijamo

A+B = 0, −2A−B = 1, pa je A = −B = −1 i

I1 = −
∫

dx
x− 1

+

∫

dx
x− 2

= − ln |x− 1|+ ln |x− 2|+ C = ln

∣

∣

∣

∣

x− 2

x− 1

∣

∣

∣

∣

+ C.

b) Polinom u imenio
u nema realnih nula, pa se transformixe u oblik potpunog kvadrata:

I2 =

∫

dx
(x− 1/2)2 + 3/4

=
4

3

∫

dx
(x−1/2)2

3/4 + 1
=

4

3

∫

dx
((2x− 1)/

√
3)2 + 1

=

[

(2x− 1)/
√
3 = t,

2 dx/
√
3 = dt

]

=
4

3
·
√
3

2

∫

dt
t2 + 1

=
2√
3
arctg t+ C =

2√
3
arctg

2x− 1√
3

+ C.

v) I3 =
3

2

∫

2x− 2/3

x2 − x+ 1
dx =

3

2

∫

2x− 1

x2 − x+ 1
dx+

3

2

∫

1/3

x2 − x+ 1
dx

=
3

2
ln(x2 − x+ 1) +

1

2
I2 =

3

2
ln(x2 − x+ 1) +

1√
3
arctg

2x− 1√
3

+ C.

Primer 1.5. Izraqunati I =

∫

x− 1√
5− 4x− x2

dx.

I = −1

2

∫ −2x+ 2√
5− 4x− x2

dx = −1

2

(∫ −2x− 4√
5− 4x− x2

dx+ 6

∫

dx√
5− 4x− x2

)

=

[

5− 4x− x2 = t,
(−4− 2x)dx = dt

]

= −1

2

∫

dt√
t
− 3

∫

dx
√

9− (x − 2)2
= −1

2
· t

1/2

1/2
−
∫

dx
√

1− ((x− 2)/3)2
=

[

(x− 2)/3 = u,
dx/3 = du

]

= −
√

5− 4x− x2 − 3

∫

du√
1− u2

= −
√

5− 4x− x2 − 3 arcsinu+ C

= −
√

5− 4x− x2 − 3 arcsin
x− 2

3
+ C.

Primer 1.6. Izraqunati I =

∫

3x− 1√
x2 + x

dx.

I =
3

2

∫

2x− 2/3√
x2 + x

dx =
3

2

(∫

2x+ 1√
x2 + x

dx− 5

3

∫

dx√
x2 + x

)

=

[

x2 + x = t,
(2x+ 1)dx = dt

]

=
3

2

∫

dt√
t
− 5

2

∫

dx
√

(x + 1/2)2 − 1/4
=

[

x+ 1/2 = u,
dx = du

]

=
3

2

t1/2

1/2
− 5

2

∫

dt
√

t2 − 1/4

= 3
√

x2 + x− 5

2
ln |u+

√

u2 − 1/4|+ C = 3
√

x2 + x− 5

2
ln |x+ 1/2 +

√

x2 + x|+ C

1.3 Par
ijalna integra
ija

Parcijalna integracija direktno sledi iz pravila za izvod proizvoda.

Neka su u(x) i v(x) diferencijabilne funkcije. Na osnovu oravila za izvod proizvoda je

d(uv) = u dv + v du, tj. u dv = d(uv)− v du,
odkale integracijom u odnosu na x dobijamo

∫

u dv = uv −
∫

v du,

xto je formula za parcijalnu integraciju. Prilikom primene ove formule, vaжno je odabrati
funkcije u i v na pravi naqin.

Primera radi, za integral
∫

Pn(x)f(ax)dx, gde je f(ax) ∈ {eax, sin(ax), cos(ax)} i Pn(x) polinom
stepena n, bira se Pn(x) = u, f(ax)dx = dv.
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Primer 1.7. Izraqunati integrale:

a)

∫

xe−x dx =

[

u = x, dv = e−x dx,
du = dx, v = −e−x

]

= uv −
∫

v du = −xe−x +

∫

e−x dx = −e−x(x+ 1) + C;

b)

∫

x3 cos 2xdx =

[

u = x3, dv = cos 2xdx,
du = 3x2 dx, v =

1

2
sin 2x

]

=
1

2
x3 sin 2x− 3

2

∫

x2 sin 2xdx

=

[

u = x2, dv = sin 2xdx,
du = 2xdx, v = −1

2
cos 2x

]

=
1

2
x3 sin 2x− 3

2

(

−1

2
x2 cos 2x+

∫

x cos 2xdx
)

=

[

u = x, dv = cos 2xdx,
du = dx, v =

1

2
sin 2x

]

=
1

2
x3 sin 2x+

3

4
x2 cos 2x− 3

2

(

1

2
x sin 2x− 1

2

∫

sin 2xdx
)

=
1

2
x3 sin 2x+

3

4
x2 cos 2x− 3

4
x sin 2x+

3

4

(

−1

2
cos 2x

)

+ C

=
1

2
x3 sin 2x+

3

4
x2 cos 2x− 3

4
x sin 2x− 3

8
cos 2x+ C =

2x3 − 3x

4
sin 2x+

6x2 − 3

8
cos 2x+ C;

v)

∫

x sin2 xdx =

∫

x · 1− cos 2x

2
dx =

1

2

∫

xdx− 1

2

∫

x cos 2xdx =

[

u = x, dv = cos 2xdx,
du = dx, v =

1

2
sin 2x

]

=
x2

4
− 1

2

(

1

2
x sin 2x− 1

2

∫

sin 2xdx
)

=
x2

4
− 1

4
x sin 2x− 1

8
cos 2x+ C.

Primer 1.8. Izraqunati integrale:

a)

∫

lnxdx =

[

u = lnx, dv = dx,
du = dx/x, v = x

]

= x lnx−
∫

dx = x(ln x− 1) + C;

b)

∫

ln(x2 + 1)dx =

[

u = ln(x2 + 1), dv = dx,
du = 2xdx/(x2 + 1), v = x

]

= x ln(x2 + 1)−
∫

2x2

x2 + 1
dx

= x ln(x2 + 1)− 2

∫

x2 + 1− 1

x2 + 1
dx = x ln(x2 + 1)− 2

∫

dx+ 2

∫

dx
x2 + 1

= x ln(x2 + 1)− 2x+ 2arctgx+ C;

v)

∫

arcsinxdx =

[

u = arctgx, dv = dx,
du = dx/

√

1− x2, v = x

]

= x arcsinx−
∫

x√
1− x2

dx

= x arcsinx+
1

2

∫ −2x√
1− x2

dx =

[

1− x2 = t,
−2xdx = dt

]

= x arcsinx+
1

2

∫

dt√
t

= x arcsinx+
1

2

t1/2

1/2
= x arcsinx+

√

1− x2 + C;

g)

∫

x2 arcsin 2xdx =

[

u = arcsin 2x, dv = x2 dx,
du = 2 dx/

√

1− 4x2, v = x3/3

]

=
x3

3
arcsin 2x− 2

3

∫

x3

√
1− 4x2

dx

=
[

x3 = −x(−4x2)/4 = −x(1 − 4x2 − 1)/4 = −x(1− 4x2)/4 + x/4
]

=
x3

3
arcsin 2x− 2

3

∫ −x(1− 4x2)/4 + x/4√
1− 4x2

dx

=
x3

3
arcsin 2x+

1

6

∫

x
√

1− 4x2 dx− 1

6

∫

x√
1− 4x2

dx =

[

1− 4x2 = t,
−8xdx = dt

]

=
x3

3
arcsin 2x− 1

48

∫ √
t dt+

1

48

∫

dt√
t
=

x3

3
arcsin 2x− 1

48

t3/2

3/2
+

1

48

t1/2

1/2
+ C

=
x3

3
arcsin 2x− 1

72

√

(1− 4x2)3 +
1

24

√

1− 4x2 + C

=
x3

3
arcsin 2x+

1

72

√

1− 4x2
(

−1 + 4x2 + 3
)

+ C

=
x3

3
arcsin 2x+

1

36

√

1− 4x2
(

1 + 2x2
)

+ C,

4



d)

∫

xarctg
x

x+ 1
dx =







u = arctg
x

x+ 1
, dv = xdx,

du =
dx

2x2 + 2x+ 1
, v = x2/2






=

x2

2
arctg

x

x+ 1
− 1

2

∫

x2

2x2 + 2x+ 1
dx

=
x2

2
arctg

x

x+ 1
− 1

4

∫

2x2 + 2x+ 1− 2x− 1

2x2 + 2x+ 1
dx=

x2

2
arctg

x

x+ 1
− 1

4

∫

dx+
1

8

∫

4x+ 2

2x2 + 2x+ 1
dx

=
x2

2
arctg

x

x+ 1
− x

4
+

1

8
ln(2x2 + 2x+ 1) + C.

Primer 1.9. Izraqunati:

I1 =

∫

eax sin bxdx =

[

u = eax, dv = sin bxdx,
du = aeax dx, v = −1

b
cos bx

]

= −1

b
eax cos bx+

a

b

∫

eax cos bxdx

=

[

u = eax, dv = cos bxdx,
du = aeax dx, v =

1

b
sin bx

]

= −1

b
eax cos bx+

a

b

(

1

b
eax sin bx− a

b
I

)

,

⇒
(

1 +
a2

b2

)

I1 =
eax

b2
(a sin bx− b cos bx) + C, tj. I1 =

eax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx) + C;

I2 =

∫

√

a2 − x2 dx =

[

u =
√

a2 − x2, dv = dx,
du = −xdx/

√

a2 − x2, v = x

]

= x
√

a2 − x2 +

∫

x2 − a2 + a2√
a2 − x2

dx

= x
√

a2 − x2 −
∫

√

a2 − x2 dx+ a2
∫

dx√
a2 − x2

⇒ 2I2 = x
√

a2 − x2 − a2 arcsin
x

a
+ C, tj. I2 =

x

2

√

a2 − x2 +
a2

2
arcsin

x

a
+ C;

I3 =

∫

√

x2 + a2 dx =

[

u =
√

x2 + a2, dv = dx,
du = xdx/

√

x2 + a2, v = x

]

= x
√

x2 + a2 −
∫

x2 + a2 − a2√
x2 + a2

dx

= x
√

x2 + a2 −
∫

√

x2 + a2 dx+ a2
∫

dx√
x2 + a2

⇒ 2I3 = x
√

x2 + a2 + a2 ln(x +
√

x2 + a2) + C, tj. I3 =
x

2

√

x2 + a2 +
a2

2
ln(x+

√

x2 + a2) + C.

Primer 1.10. Izraqunati

I =

∫

(2x− 1) lnx ln(x− 1)dx =





u = lnx ln(x − 1), dv = (2x−1)dx,

du =

(

ln(x− 1)

x
+

lnx

x− 1

)

dx, v = x2 − x





= (x2 − x) lnx ln(x− 1)−
∫

(x2 − x) ln(x − 1)

x
dx−

∫

(x2 − x) lnx

x− 1
dx

= (x2 − x) lnx ln(x− 1)−
∫

(x − 1) ln(x − 1)dx−
∫

x lnxdx

Da	e je

∫

x ln xdx =

[

u = lnx, dv = xdx,
du = dx/x, v = x2/2

]

= 1
2x

2 lnx− 1
2

∫

xdx = 1
2x

2 lnx− 1
4x

2 + C. Dakle,

I = (x2 − x) lnx ln(x− 1)− 1

2
(x− 1)2 ln(x− 1) +

1

4
(x− 1)2 − 1

2
x2 lnx+

1

4
x2 + C.
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1.4 Integra
ija ra
ionalnih funk
ija

Racionalna funkcija je funkcija oblika f(x) = P (x)
Q(x) , gde su P i Q polinomi i Q(x) 6= 0.

Posmatrajmo integral racionalne funkcije
∫ P (x)

Q(x) dx.

• Ako stepen polinom P nije maǌi od stepena polinoma Q, treba podeliti polinome:

P (x)

Q(x)
= F (x) +

R(x)

Q(x)
.

• Daǉe koristimo osobinu da se svaki polinom (sa realnim koeficijentima) moжe faktorisati
na proizvod linearnih i nerastavǉivih kvadratnih faktora:

Q(x) = (x− α1)
n1 · · · (x− αi)

ni · (x2 + β1x+ γ1)
m1 · · · (x2 + βjx+ γj)

mj (αk, βk, γk ∈ R, nk,mk ∈ N).

Tada se svaka racionalna funkcija R(x)
Q(x) , gde je stepen polinoma R(x) maǌi od stepena polinoma

Q(x) moжe na jedinstven naqin predstaviti u obliku zbira elementarnih racionalnih funkcija,
tj. funkcija oblika

A1

x− α1
,

A2

(x− α1)2
, . . . ,

B1x+ C1

x2 + β1x+ γ1
,

B2x+ C2

(x2 + β1x+ γ1)2
, . . .

gde su i imeniocu faktori iz (x− αk)
nk i (x2 + βlx+ γl)

ml za k = 1, . . . , i i l = 1, . . . , j.

Primer 1.11. Izraqunati I =

∫

3x

(x− 1)2(2x+ 1)
dx.

Rastavimo podintegralnu funk
iju na zbir elementarnih ra
ionalnih funk
ija:

3x

(x− 1)2(2x+ 1)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

2x+ 1
/ · (x− 1)2(2x+ 1),

3x = A(x− 1)(2x+ 1) +B(2x+ 1) + C(x − 1)2

= A(2x2 − x− 1) +B(2x+ 1) + C(x2 − 2x+ 1)

= (2A+ C)x2 + (−A+ 2B − 2C)x−A+B + C.

Izjednaqava�em koefe
ijenata uz x2
, x i 1 na levoj i desnoj strani dobijamo sistem 2A+ C = 0, −A+

2B − 2C = 3, −A+B + C = 0, qije je rexe�e (A,B,C) = (13 , 1,− 2
3 ). Dakle,

I =
1

3

∫

dx
x− 1

+

∫

dx
(x− 1)2

− 2

3

∫

dx
2x+ 1

=

[

1 + 2x = t
2 dx = dt

]

=
1

3
ln |x− 1| − 1

x− 1
− 1

3

∫

dt
t

=
1

3
ln |x− 1| − 1

x− 1
− 1

3
ln |2x+ 1|+ C =

1

3
ln

∣

∣

∣

∣

x− 1

2x+ 1

∣

∣

∣

∣

− 1

x− 1
+ C.

Primer 1.12. Izraqunati I =

∫

x5 + 3x+ 1

x4 − x3 + x2
dx.

De	e�em odgovaraju�ih polinoma dobijamo

x5 + 3x+ 1

x4 − x3 + x2
= x+ 1 +

−x2 + 3x+ 1

x4 − x3 + x2
.

Da	e je

−x2 + 3x+ 1

x4 − x3 + x2
=

−x2 + 3x+ 1

x2(x2 − x+ 1)
=

A

x
+

B

x2
+

Cx+D

x2 − x+ 1
/ · x2(x2 − x+ 1),

−x2 + 3x+ 1 = Ax(x2 − x+ 1) +B(x2 − x+ 1) + (Cx+D)x2

= A(x3 − x2 + x) +B(x2 − x+ 1) + Cx3 +Dx2

= (A+ C)x3 + (−A+B +D)x2 + (A−B)x +B,

odkale dobijamo sistem A + C = 0, −A + B +D = −1, A − B = 3, B = 1, qije je rexe�e (A,B,C,D) =
(4, 1,−4, 2). Sledi da je polazni integral

I =

∫

(x+ 1)dx+ 4

∫

dx
x

+

∫

dx
x2

+

∫ −4x2 + 2

x2 − x+ 1
dx =

[

x2 − x+ 1 = t
2x− 1 dx = dt

]

=
x2

2
+ x+ 4 ln |x| − 1

x
− 2

∫

dt
t

=
x2

2
+ x+ 4 ln |x| − 1

x
− 2 ln(x2 − x+ 1) + C.
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Primer 1.13. Izraqunati I =

∫

x− 2

(x+ 1)(x2 + 2)2
dx.

Ovde je

x− 2

(x+ 1)(x2 + 2)2
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 + 2
+

Dx+ E

(x2 + 2)2
/ · (x+ 1)(x2 + 2)2,

x− 2 = A(x2 + 2)2 + (Bx + C)(x+ 1)(x2 + 2) + (Dx+ E)(x + 1)

= A(x4 + 4x2 + 4) + (Bx+ C)(x3 + x2 + 2x+ 2) +Dx2 +Dx+ Ex+ 1

= (A+B)x4 + (B + C)x3 + (4A+ 2B + C +D)x2 + (2B + 2C +D + E)x + 4A+ 2C + E,

odakle dobijamo sistem A+B = 0, B+C = 0, 4A+2B+C+D = 0, 2B+2C+D+E = 1, 4A+2C+E = −2,
qije je rexe�e (A,B,C,D,E) = (− 1

3 ,
1
3 ,− 1

3 , 1, 0). Dakle,

I = −1

3

∫

dx
x+ 1

+
1

3

∫

x− 1

x2 + 2
dx+

∫

x

(x2 + 2)2
dx

= −1

3
ln |x+ 1|+ 1

6

∫

2xdx
x2 + 2

− 1

3

∫

dx
x2 + 2

+
1

2

∫

2x

(x2 + 2)2
dx =

[

x2 + 2 = t
2xdx = dt

]

= −1

3
ln |x+ 1|+ 1

6

∫

dt
t

−
√
2

6
arctg

x√
2
+

1

2

∫

dt
t2

= −1

3
ln |x+ 1|+ 1

6
ln(x2 + 2)−

√
2

6
arctg

x√
2
− 1

2(x2 + 1)
+ C.

Primer 1.14. Izraqunati I =

∫

dx
4x4 + 1

.

Da bismo faktorisali imenila
, dopu�ujemo ga do potpunog kvadrata:

4x4 + 1 = (2x2 + 1)2 − 4x2 = (2x2 − 2x+ 1)(2x2 + 2x+ 1).

Sada je 1

4x4 + 1
=

Ax+B

2x2 + 2x+ 1
+

Cx +D

2x2 − 2x+ 1
.

Rexava�em odgovaraju�eg sistema nalazimo da je A = B = D = 1
2 i C = − 1

2 , odakle je

I =
1

2

∫

x+ 1

2x2 + 2x+ 1
dx− 1

2

∫

x− 1

2x2 − 2x+ 1
dx

=
1

8

∫

4x+ 2 + 2

2x2 + 2x+ 1
dx− 1

8

∫

4x− 2− 2

2x2 − 2x+ 1
dx

=
1

8

∫

d(2x2 + 2x+ 1)

2x2 + 2x+ 1
dx+

1

8

∫

dx
x2 + x+ 1/2

− 1

8

∫

d(2x2 − 2x+ 1)

2x2 − 2x+ 1
dx+

1

8

∫

dx
x2 − x+ 1/2

=
1

8
ln

2x2 + 2x+ 1

2x2 − 2x+ 1
+

1

8

∫

dx
(x+ 1/2)2 + 1/4

+
1

8

∫

dx
(x− 1/2)2 + 1/4

=
1

8
ln

2x2 + 2x+ 1

2x2 − 2x+ 1
+

1

4
arctg (2x+ 1) +

1

4
arctg (2x− 1) + C.

Primer 1.15. Izraqunati I =

∫

dx
(x2 + a2)2

, a > 0.

PoÆimo od integrala I1 =
∫ dx

x2+a2 i na �ega primenimo par
ijalnu integra
iju:

I1 =

[

u = 1/(x2 + a2), dv = dx,
du = −2x/(x2 + a2)2 dx, v = x

]

=
x

x2 + a2
+ 2

∫

x2 + a2 − a2

(x2 + a2)2
dx =

x

x2 + a2
+ 2I1 − 2a2I,

pa je

I =
1

2a2

(

x

x2 + a2
+ I1

)

=
1

2a3

(

ax

x2 + a2
+ arctg

x

a

)

+ C.
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1.5 Eksponen
ijalni i trigonometrijski integrali

Neka je R(x) racionalna funkcija.

• Integral
∫

R(ex)dx se smenom ex = t svodi na integral racionalne funkcije.

Primer 1.16. Izraqunati I =

∫

dx
ex + e−x/2

.

I =

∫

dx
ex + e−x/2

· e
x/2

ex/2
=

∫

ex/2

e3x/2 + 1
dx =

[

ex/2 = t
ex/2 dx = 2 dt

]

= 2

∫

dt
t3 + 1

.

Da	e je 1

t3 + 1
=

A

t+ 1
+

Bt+ C

t2 − t+ 1
, odakle se dobija (A,B,C) =

(

1

3
,−1

3
,
2

3

)

.

Dakle,

I =
2

3

∫

dt
t+ 1

+
2

3

∫ −t+ 2

t2 − t+ 1
dt =

2

3
ln(t+ 1)− 1

3

∫

2t− 1− 3

t2 − t+ 1
dt

=
2

3
ln(t+ 1)− 1

3
ln(t2 − t+ 1) +

∫

dt
(t− 1/2)2 + 3/4

=
2

3
ln(t+ 1)− 1

3
ln(t2 − t+ 1) +

2√
3
arctg

2t− 1√
3

+ C

=
2

3
ln(ex/2 + 1)− 1

3
ln(ex − ex/2 + 1) +

2√
3
arctg

2ex/2 − 1√
3

+ C.

• Integral
∫

R(sinx, cosx)dx se smenom tg x
2 = t (univerzalnom trigonometrijskom smenom) svodi

na integral racionalne funkcije. Tada je

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2 dt
1 + t2

.

Primer 1.17. Izraqunati I =

∫

dx
3− 2 sinx

.

I =







tg
x

2
= t, dx =

2 dt
1 + t2

,

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
,






=

∫

2 dt/(1 + t2)

3− 2 · 2t/(1 + t2)
= 2

∫

dt
3 + 3t2 − 4t

=
2

3

∫

dt
t2 − 4t/3 + 1

=
2

3

∫

dt
(t− 2/3)2 + 5/9

=
2

3
· 3√

5
arctg

3t− 2√
5

+ C =
2√
5
arctg

3tg x
2 − 2√
5

+ C.

• Integrali tipa
∫

R(sinx) cos xdx i
∫

R(cosx) sin xdx se redom smenama sinx = t i cosx = t svode
na integrale racionalne funkcije.

Primer 1.18. Izraqunati I =

∫

sin2 x cos3 xdx.

I =

∫

sin2 x(1 − sin2 x) cos xdx =

[

sinx = t
cosxdx = dt

]

=

∫

(t2 − t4)dt =
t3

3
− t5

5
+ C =

sin3 x

3
− sin5 x

5
+ C

Primer 1.19. Izraqunati I =

∫

dx
sinx

.

I =

∫

dx
sinx

· sinx
sinx

=

∫

sinxdx
1− cos2 x

=

[

cosx = t
− sinxdx = dt

]

=

∫

dt
t2 − 1

.

Da	e je 1

t2 − 1
=

A

t− 1
+

B

t+ 1
, tj. 1 = A(t+ 1) +B(t− 1).

Za t = 1 dobijamo A = 1
2 , a za t = −1 je B = − 1

2 . Dakle,

I =
1

2

∫

dt
t− 1

− 1

2

∫

dt
t+ 1

=
1

2
ln

∣

∣

∣

∣

t− 1

t+ 1

∣

∣

∣

∣

+ C = ln

√

cos t− 1

cos t+ 1
+ C = ln

√

sin2 x
2

cos2 x
2

+ C = ln
∣

∣

∣tg
x

2

∣

∣

∣+ C.
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Primer 1.20. Izraqunati I =

∫

x sinx

cos2 x
dx.

I =

[

u = x, dv = sinx/ cos2 x,
du = dx, v = 1/ cosx

]

=
x

cosx
−
∫

dx
cosx

· cosx
cosx

=
x

cosx
−
∫

d( sinx)
1− sin2 x

=
x

cosx
− ln

√

1 + sinx

1− sinx
+ C.

• Integrali tipa
∫

sinαx cos βxdx,
∫

sinαx sin βxdx i
∫

cosαx cos βxdx se rexavaju primenom od-
govaraju�ih adicionih formula:

sinαx cosβx =
1

2
(sin(α+ β)x + sin(α− β)x) ,

sinαx sinβx =
1

2
(cos(α − β)x− cos(α+ β)x) ,

cosαx cosβx =
1

2
(cos(α + β)x+ cos(α− β)x) .

Primer 1.21. Izraqunati I =

∫

cos
x

2
cos

x

3
dx.

I =
1

2

∫ (

cos
5x

6
+ cos

x

6

)

dx =
1

2
· 6
5
sin

5x

6
+

1

2
· 6 sin x

6
+ C =

3

5
sin

5x

6
+ 3 sin

x

6
+ C.

1.6 Ira
ionalni integrali

Trigonometrijske i hiperboliqke smene

• Integrali tipa R(x,
√
a2 − x2)dx se rexavaju smenom x = a sin t.

• Integrali tipa R(x,
√
a2 + x2)dx se rexavaju smenom x = a sh t ili x = atg t.

• Integrali tipa R(x,
√
x2 − a2)dx se rexavaju smenom x = a ch t.

Lako se proverava da za hiperboliqke funkcije shx = ex−e−x

2 i chx = ex+e−x

2 vaжi

ch2 x− sh2 x = 1, (shx)′ = chx, (chx)′ = shx,

sh 2x = 2 shx chx, ch 2x = ch2 x+ sh2 x, sh2 x =
ch2x− 1

2
, ch2 x =

ch 2x+ 1

2
,

a za ǌihove inverzne arshx = ln(x+
√

x2 + 1) i archx = ln(x+
√

x2 − 1).

Primer 1.22. Izraqunati I =

∫

√

1− 4x2 dx.

I =

[

2x = sin t, −π/2 6 t 6 π/2,
2 dx = cos t dt

]

=
1

2

∫

√

1− sin2 t cos t dt =
1

2

∫

cos2 t dt =
1

4

∫

(1 + cos 2t)dt

=
t

4
+

1

8
sin 2t+ C =

t

4
+

1

4
sin t cos t+ C =

1

4
arcsin 2x+

1

4
sin arcsin 2x

√

1− sin2 arcsin 2x+ C

=
1

4
arcsin 2x+

1

2
x
√

1− 4x2 + C.

Primer 1.23. Izraqunati I =

∫

1√
x2 + a2

dx (a > 0).

I =

[

x = a sh t,
dx = a ch t dt

]

= a

∫

ch t dt
√

a2(1 + sh2 t)
=

∫

ch t

ch t
dt = t+ C = arshx/a+ C

= ln

(

x/a+

√

(x/a)
2
+ 1

)

+ C = ln(x+
√

x2 + a2) + C1 (C1 = C − ln a).
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Primer 1.24. Izraqunati I =

∫

√

x2 + x− 1dx.

Dopunom do potpunog kvadrata dobijamo

I =

∫

√

(

x+
1

2

)2

− 5

4
dx =







x+
1

2
=

√
5

2
ch t,

dx =

√
5

2
sh t dt






=

√
5

2

∫

√

5

4
ch2 t− 5

4
sh t dt =

5

4

∫

sh2 t dt

=
5

4

∫

ch 2t−1

2
dt =

5

8

(

sh 2t

2
−t

)

=
5

8
(sh t ch t−t) =

5

8





2x+1√
5

√

(

2x+1√
5

)2

− 1− arch
2x+1√

5



+ C

=
1

4
(2x+ 1)

√

x2 + x− 1− 5

8
ln(2x+ 1 + 2

√

x2 + x− 1) + C1.

Primer 1.25. Izraqunati I =

∫

x2
√

x2 + 1dx.

I =

[

x = sh t,
√

1 + x2 = ch t
dx = a ch t dt

]

=

∫

sh2 t ch2 t dt =
1

4

∫

sh2 2t dt =
1

8

∫

(ch 4t− 1)dt

=
1

8

(

sh 4t

4
− t

)

+ C =
1

8

(

sh 2t ch 2t

2
− t

)

+ C =
1

8

(

sh t ch t(1 + 2 sh2 t)− t
)

+ C

=
1

8

(

x
√

1 + x2(1 + 2x2)− arshx
)

+ C =
1

8

(

x
√

1 + x2(1 + 2x2)− ln(x+
√

x2 + 1)
)

+ C.

Metod Ostrogradskog

Ovom metodom rexavamo integrale oblika

∫

Pn(x)√
ax2 + bx+ c

dx tako xto ih napixemo na slede�i

naqin: ∫

Pn(x)√
ax2 + bx+ c

dx = Qn−1(x)
√

ax2 + bx+ c+ λ

∫

dx√
ax2 + bx+ c

,

gde je Pn(x) je polinom stepena n, Qn−1(x) polinom stepena n− 1 sa neodre�enim koeficijentima i
λ konstanta. Koeficijenti polinoma Qn−1(x) i λ se nalaze diferenciraǌem prethodne jednakosti.

Primer 1.26. Izraqunati I =

∫

x2 + x+ 2√
x2 + x+ 1

dx.
∫

x2 + x+ 2√
x2 + x+ 1

dx = (Ax+B)
√

x2 + x+ 1+ λ

∫

dx√
x2 + x+ 1

,

odakle diferen
ira�em dobijamo

x2 + x+ 2√
x2 + x+ 1

= A
√

x2 + x+ 1 + (Ax+B)
2x+ 1

2
√
x2 + x+ 1

+
λ√

x2 + x+ 1
.

Mno�e�em prethodne jednakosti sa 2
√
x2 + x+ 1 dobijamo

2(x2+x+2) = 2A(x2+x+1)+(Ax+B)(2x+1)+2λ, tj. 2x2+2x+4 = 4Ax2+(3A+2B)x+(2A+B+2λ),

odakle izjednaqava�em koefi
ijenata dobijamo sistem 4A = 2, 3A + 2B = 2, 2A + B + 2λ = 4, qije je

rexe�e (A,B,C) = (12 ,
1
4 ,

11
8 ). Dakle,

I =

(

1

2
x+

1

4

)

√

x2 + x+ 1 +
11

8

∫

dx√
x2 + x+ 1

=

(

1

2
x+

1

4

)

√

x2 + x+ 1 +
11

8

∫

dx
√

(x+ 1
2 )

2 + 3
4

=

(

1

2
x+

1

4

)

√

x2 + x+ 1 +
11

8
ln |2x+ 1 + 2

√

x2 + x+ 1|+ C.

Integrali oblika

∫

dx

(x− α)n
√
ax2 + bx+ c

(n ∈ N) se smenom x − α = 1/t svode na prethodni

oblik.
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Integral diferen
ijalnog binoma

Integrali oblika

∫

xm(a+bxn)p dx, gde su a, b ∈ R i m,n, p ∈ Q se svodi na integral racionalne

funkcije ako je bar jedan od brojeva p, m+1
n , p + m+1

n ceo. U svim ostalim sluqajevim integral
diferencijalnog binoma se ne moжe izraziti pomo�u elementarnih funkcija.

Ako je p ∈ Z i p > 0, binom (a+ bxn)p treba razviti po binomnom obrazcu. Razmotrimo naredne
sluqajeve.

(1◦) Kada je p ∈ Z i p < 0 uvodi se smena x = tk, gde je k najmaǌi zajedniqki sadrжalac za imenioce
razlomaka m i n.

(2◦) Kada je m+1
n ∈ Z uvodi se smena a+ bxn = tr, gde je r imenilac razlomka p.

(3◦) Kada je p+ m+1
n ∈ Z uvodi se smena ax−n + b = tr, gde je r ponovo imenilac razlomka p.

Primer 1.27. Svesti date integrale na integrale ra
ionalnih funk
ija:

a)

∫

x
1

2

(

1 + 2x
1

3

)

−3

dx =

[

x = t6,
dx = 6t5 dt

]

=

∫

t3(1 + 2t2)−3 · 6t5 dt = 6

∫

t8 dt
(1 + 2t2)3

.

b)

∫

3

√

1 + 4
√
x√

x
dx =

∫

x−
1

2

(

1 + x
1

4

)
1

3

dx =

[

1 + x
1

4 = t3, x = (t3 − 1)4

dx = 12t2(t3 − 1)3 dt

]

= 12

∫

(t6 − t3)dt.

v)

∫

x−11
(

1 + x4
)−

1

2 dx =

[

x−4 + 1 = t2, t = (x−4 + 1)
1

2 ,
dt = −2x−5(x−4 + 1)−

1

2 dx

]

= −1

2

∫

(t2 − 1)2 dt.

Ojlerove smene

Posmatramo integrale oblika I =

∫

R(x,
√

ax2 + bx+ c)dx.

(1◦) Ako je a > 0, uvodi su smena
√

ax2 + bx+ c = t∓ x
√
a.

Primer 1.28. Izraqunati I =

∫

dx
x+

√
x2 + 1

.

I =





√

x2 + 1 = t− x,

x =
t2 − 1

2t
, dx =

t2 + 1

2t2
dt



 =

∫

1

t
· t

2 + 1

2t2
dt =

1

2
ln t− 1

4t2
+ C

=
1

2
ln(x+

√

x2 + 1)− 1

4(x+
√
x2 + 1)2

· (x −
√
x2 + 1)2

(x −
√
x2 + 1)2

+ C

=
1

2

(

ln(x+
√

x2 + 1)− x2 +
√

1 + x2
)

+ C1.

(2◦) Ako je c > 0, uvodi su smena
√

ax2 + bx+ c = tx∓
√
c.

Primer 1.29. Izraqunati

∫

dx
(1 + x)

√
1 + x− x2

.

I =





√

1 + x− x2 = tx− 1,

x =
1 + 2t

t2 + 1
, dx = −2(t2 + t− 1)

(t2 + 1)2
dt



 = −2

∫

dt

1 + (t+ 1)2
= −2arctg (t+ 1) + C

= −2arctg
1 + x+

√
1 + x− x2

x
+ C.

(3◦) Ako su koreni kvadratnog trinoma ax2 + bx+ c realni, uvodi se smena
√

ax2 + bx+ c =
√

a(x− α)(x − β) = (x− α)t.
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Primer 1.30. Izraqunati I =

∫

(x− 1)dx
(x2 + 2x)

√
x2 + 2x

.

I =





√

x2 + 2x = xt,

x =
2

t2 − 1
, dx = − 4tdt

(t2 − 1)2
dt



 = −1

2

∫

3− t2

t2
dt =

3

2t
− 1

2
t+ C =

1 + 2x√
x2 + 2x

+ C.

Napomena: Sluqajevi a > 0 i c > 0 svode se jedan na drugi smenom x = 1/t.

1.7 Rekurentne formule

Primer 1.31. Izraqunati In =

∫

sinn xdx (n > 2).

In =

[

u = sinn−1 x, dv = sinxdx,
du = (n− 1) sinn−2 x cos xdx, v = − cosx

]

= − cosx sinn−1 x+ (n− 1)

∫

sinn−2 x cos2 xdx

= − cosx sinn−1 x+ (n− 1)

∫

sinn−2 x(1− sin2 x)dx = − cosx sinn−1 x+ (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Dakle,

In =
n− 1

n
In−2 −

1

n
cosx sinn−1 x, I1 = − cosx+ C, I0 = x+ C.

Primer 1.32. Izraqunati In =

∫

dx
(x2 + a2)n

(n > 2).

In =
1

a2

∫

a2+x2−x2

(x2+a2)n
dx =

1

a2
In−1 −

1

a2

∫

x2

(x2+a2)n
dx =

[

u = x, dv = xdx/(x2+a2)n,
du = dx, v = −1/(2(n−1)(x2+a2)n−1)

]

=
1

a2
In−1 −

1

a2

(

− x

2(n− 1)(x2 + a2)n−1
+

1

2(n− 1)
In−1

)

.

Dakle,

In =
2n− 3

2n− 2
· 1

a2
In−1 +

1

2a2(n− 1)
· x

(x2 + a2)n−1
, I1 =

1

a
arctg

x

a
+ C, I0 = x+ C.

Rada Mutav
i� �uki�
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