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1. Prvi nacin:

Sistem resimo koriste¢i Gausov postupak. Izborom prvog markera

(2a—1)x + — az = l1l—a —a
(a+D)z — ay + (Ba+1l)z = a+2 I+
x + az = 3—2a

dobijamo sledeéi ekvivalentni sistem:

(2a—1)z + - az = l—a
(2a* + 1)z + (=a®*+3a+1)z = —a®>+2a+2 j+
+ az = 3—2a —(20241)

Izborom drugog markera dobijamo sledeéi sistem jednacina:

(2a—1)z + — az = l—a
(—2a% —a*+2a+1)z = 4a®—Ta*>+4a—1 0
+ az = 3—2a
Sledi da je:
4a® — T7a* +4a — 1 (a—1)(4a®> — 3a + 1)
z= - =z = (2)
—2a% —a?+2a+1 (2a+1)(1+a)(l—a)
Sli¢no je:

(a—1)(a—3)(3a+1)
(2a+1)(1+a)(l—a)

r=(3-2a)—az=1x=

(a—1)(17a* — 3a — 4)
(2a+1)(1+a)(l—a)

(4)

y=1l—-a+az—(2a—-1)z=y=

1} sistem ima jedinstveno resenje. Koristeéi moguénost skracivanja

aeR\{—l,—%,l}}

Konacno ako a ¢ {—1, —5
podizraza (1 — a) u (2), (3), (4) reSenje mozemo napisati:

_[((B=a)Ba+1) —17a®>+3a+4 —4a®>+3a—1
R_{((Qa—i—l)(l—i—a)’(2a+1)(1—|—a)’(2a+1)(1+a)>




1
Ukoliko je a € {—1, —3 sistem (1) je protivurecan jer je slobodni ¢lan njegove druge

jednacine razli¢it od nule. Sledi:

1
R:@zaae{—l,—§}

Ukoliko je a = 1 sistem (1) postaje:

4+ |y - 2z =

0z =
+ 2=

Akojez=a€Rtadajexr =1—aiy=2a—1 odakle je:

R—{(l—a,Qa—l,a)

a—l,aeR}

Drugi nacin:

Ukoliko dati sistem resavamo uz pomo¢ Kramerovog pravila, dobijamo da su odgovarajuce

determinante jednake

20 —1 1 —a

A =] a+1 —a 3a+1|=-2a"—a*>+2a+1,
1 0 a
l1—a 1 —a

A, = | a+2 —a 3a+1|=3a>—11a> 4 5a + 3,
3—2a 0 a

20—1 1—a —a

A, = | a+1 a+2 3a+1|=17a>-20a®> —a+4,
1 3—2a a

20—1 1 1-—a

A, = | a+1 —a a+2 |=4a>—T7a*+4a—1.

1 0 3—2a

Glavna determinanta A je o¢ito jednaka 0 za a = 1 (kao i sve ostale), te se pri njenoj fakto-
rizaciji moze izvuéi (@ —1). Nalazimo A = (a —1) (—2a®> —3a — 1) = (1 —a) (2¢* + 3a + 1).

Izraz u drugoj zagradi je jednak 0 za a = —1, tako da se dalje moze izvuéi (a+1). Konacno,
A=(1-a)(a+1)(2a+1).

FAKTORIZACIJU OSTALIH DETERMINANTI NEMA POTREBE SPROVODITI NA



OVAJ NACIN (mole se studenti da ovo zapamte za ubuduce), jedino $to nam je bitno jeste
1
da li je neka od njih deljiva sa a — 1, a + 1 ili 2a + 1, (a - 5) - nije osim sa (a — 1). Za

1
a# +1, —3 nalazimo da sistem ima jedinstveno resenje

(£.y.7) = Ay Ay A\ [ —3a*+8a+3 —17a°+3a+4 —4a*+3a—1
WEEUATAA 2a+D(a+1) CatDa+1) 2a+)a+1))

Za a = 1, dati sistem se svodi na
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odakle vidimo da u ovom slucaju sistem ima beskonactno mnogo resenja
(.Qj,y,Z) = (1 - t>2t - Lt)

(zbog trece jednagine se uzme z = t, onda iz druge sledi y = 2¢t—11inakraju iz prve z = 1—t).

Za a = —11a = —0.5 se analognim postupkom dobija da je dati sistem protivrecan.

. Iz jednacine krive se dobija da za tangens dvostrukog ugla za koji treba rotirati koordinatni

sistem treba da vazi:

2a
tg 2a — #7
ai; — a2
7 s
odnosno da tg 2« nije definisan, $to znaci da je 2o = 5 ia = 1 (uveli smo standardne oznake

1
zZa, odgovarajuée koeﬁcijente aj; = 1, 2010 = 1 = a1 = 5, A9y = 17 2013 = 2 = a3 = ].,

2a93 = —4 = a9z = —2, agz = —3). Sledi da su formule rotacije:
V2
r = cosa-X — sina-Y r = o5 (X-Y)
i X + cosa-Y = V2
— S . .
ina y = AL (X +)



2%,

koje kad unesemo u jednacinu krive - dobijamo:

P ray+yt+22—4y—3=0

1 1 1

= §(X—Y)2+§(X2—Y2)+§(X+Y)2+\/§(X—Y)—2\/§(X+Y)—3:0
1 1 1 1 1 1

= §X2—XY+§Y2+§X2—§Y2+§X2+XY+§Y2—\/§X—3\/§Y—3:O
3 1

= §X2+§Y2—\/§X—3\/§Y—3=O

= 3X24+VY?2-2V2X —6V2Y —6=0

= 3 X2—2§X+<\/?§>2—<g>2 +(Y2—2-3\/§Y+<3\/§>2—<3\/§>2)—6:0

= 3<X—\/—§>2—2+(Y—3\/§>2—18—6:o

3 3
2
/3
X == 2
3 (Y-3v2) |
= 74 T 71 =5
9 3

. .. . o 4. |74
Sto znaci da je u pitanju elipsa sa poluosama 9 i 3

Kao alternativa za 2. zadatak ponudjen je zadatak sledece formulacije (Sto ubuduée nece biti
tolerisano, jer Krive 2. reda spadaju u oblast koja se redovno prelazi na nastavi): Odrediti

jednacinu prave koja sadrzi tacku A(1,2,1) i se¢e pravu

':c—l—l_y
p: 1

z
1 0
Ovaj zadatak se nalazi kompletno resen (samo su zamenjena mesta x i z koordinatama) u
materijalu vezanom za oblast Tacka, prava, ravan, koji je asistent Dusan Djuki¢ (izmedju
ostalog) ostavio na sajtu Katedre za matematiku tokom 1. semestra Skolske 2013,/2014.
godine i koji je ponovo tokom junskog ispitnog roka ostavljen na novom sajtu Masinskog
fakulteta, a sada je okacen opet odmah nakon Sto su okaCena ova reSenja. Zadatak je u

odgovaraju¢em materijalu oznacen rednim brojem 2.

. Vrednost date funkcije je uvek veca od ili jednaka 0 (koren je uvek nenegativan). Kako

3 2 5 )
> 0, Sto je

vrednost koja je pod korenom mora uvek biti nenegativna, mora da vazi

ekvivalentno sa 23 +2 > 0,2 > 0ili 2° +2 < 0,2 < 0, odakle dobijamo

T

Dy = (—oo, —\3/5] U (0, 400)

Jedini kandidat za vertikalnu asimptotu je tacka zo = 0 (i to samo s desne strane s obzirom



na domen). Kako je

x3 42 2
N6N+oo7

zaklju¢ujemo da u nuli data funkcija ima vertikalnu asimptotu (zapravo, y—osa). Kako je
lim, ,1+. f () = +00, horizontalnih asimptota nema, a za koeficijente eventualnlih kosih

asimptota mora da vazi

|z |- \/ /7
kio = lim M lim = hm sgne -

’ z—+oo I z—+o00 z—+o00

Da bi u "+o00"postojala kosa asimptota, limes

/ 2
5 sgnzy/1+——1
Iy = lim (f(zx)—2)= lim x-(sgnx“l+;—1> = lim L

r—r-+00 T—>+00 T—+00 1

T

00
mora biti konacan. Izraz je oblika — i moze se primeniti pravilo Lopitala:
00

! sgnr !
2 5 A
1+ = -1 [, 2 7

ll - azgr—i{loo (1)/ - {EEI}:IOO 1 o T—+00 2 o

X

Dakle, u ovom slucaju dobijamo kosu asimptotu y = z. Da bi u "—oo"postojala kosa

asimptota, limes

/ 2
9 sgnzy/l+ —+1
loy= lim (f(x)+2)= lim x-(sgnx\/1+—3+1>: lim L
x

T—r—00 T—r—00 T—r—00 1

T

00
mora biti konacan. Izraz je opet oblika — i moze se primeniti pravilo Lopitala:
00

1
!/
5 sgnt——F— - —
= 2 T
(sgnx@/1+x3+1> 9 /1+_3 ;
lo = lim = lim & = lim sgnxt————==10

T——00 1 ! T——00 _i T——00 ) 2
z 22 Yt s

Dakle, u ovom slu¢aju dobijamo kosu asimptotu y = —x.
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4. Prvi nadin:

Tejlorov polinom stepena 3 za a = 1 oblika je:

/ " @)

@ f )+ D gy Tl gy TR gy )

Jednostavno se ra¢unaju potrebne vrednosti:
f()=mI(1?-2-142)=In1=0 (7)

1
f'(x):m'(%—?)ﬁf/(l):o (8)
jer je podizraz (2x — 2) za x = 1 jednak 0.
" o —1 . 92 1 . 1" _

0= e g 2 0= ©)

Drugi izvod je racunat kao izvod proizvoda. Prvi sabirak za x = 1 je odmah jednak 0, dok

je drugi sabirak jednak 2. Sli¢no se rac¢una i treéi izvod:

2
(22 — 2z + 2)

-1 -2
2 5220 —2)+ 5 2
(22 — 22 + 2) (2% — 2z +2)

s (20— 2)° +

O (z) = (22 —2)

Iz pretodnog sledi da je:
=0 (10)
Kona¢no kada se (7), (8), (9), (10) unese u (6) dobija se:

F@) o o1 = f (@)~ (o - 1)



Drugi nacin: Ako iskoristimo da za svaki prirodan broj n Maklorenov polinom n-tog
stepena funkcije In (1 + ¢) glasi
2 tn

t
(14t =t4—+...+—
n(l4t)=tt 5+ +—

(ovo je prakti¢no primenljvo kad je vrednost ¢ blizu 0) i 2% — 2z +2 zapiSemo kao (x —1)*+1,
pri ¢emu t = (z — 1)? tacno jeste blizu 0 kad je x blizu 1, dobijamo da je veé¢ odgovarajuéi

Maklorenov polinom 2-og stepena po t oblika

((z = 1)»)’
2

(z—1)*

= (z —1)*
(o= 1)+ =,

In(1+(z-1)7%=@-1)7°+

tj. da sadrzi (z — 1)*. Kako nas interesuje Maklorenov polinom po z koji sadrZi stepene ne

preko (z — 1)3, treba nam samo deo (z — 1)2.

prof. dr Slobodan Radojevié
doc. dr Aleksandar Pejcev



