
Integrali racionalnih funkcija
Ovaj materijal se direktno nadovezuje na sadr�aj ve�bi i predavaǌa (to znaqi da prvo

treba prouqiti ve�be i predavaǌa).

1. Rexiti neodre�eni integral:

I =

∫
3x− 6

x2 − 3x+ 4
dx.

Rexeǌe:

I = 3 ·
∫

x− 2

x2 − 3x+ 4
dx =

3

2
·
∫

2x− 4

x2 − 3x+ 4
dx =

3

2
·
∫

2x− 3− 1

x2 − 3x+ 4
dx =

3

2
· (I1 − I2) .

Znaqi, rexeǌe integrala I se dobija od rexeǌa razlike integrala I1 i I2. Ovi integrali
su jednaki:

I1 =

∫
2x− 3

x2 − 3x+ 4
dx, I2 =

∫
dx

x2 − 3x+ 4
.

Postupak je jasan, ali se mo�da ne vidi odmah razlog ǌegove primene. Razlog je stvaraǌe
izvoda imenioca u brojiocu. To pokazuje analiza rexeǌa integrala I1:

I1 =

∫
d
(
x2 − 3x+ 4

)
x2 − 3x+ 4

=

∫
d
(
ln
∣∣x2 − 3x+ 4

∣∣) = ln
∣∣x2 − 3x+ 4

∣∣+ c.

Integral I2 svodi se na jedan od tabliqnih integrala. Svo�eǌem do potpunog kvadrata
integral I2 postaje:

I2 =

∫
dx

x2 − 3x+ 4
=

∫
dx

x2 − 2
3

2
x+

(
3

2

)2

−
(
3

2

)2

+ 4

=

∫
dx(

x− 3

2

)2

+

(√
7

2

)2 ,

odnosno:
I2 =

∫
dx(

x− 3

2

)2

+

(√
7

2

)2 =
1(√
7
2

)2 ∫ dx(
x− 3

2√
7
2

)2

+ 1

.

Posle uvo�eǌa smene
x− 3

2√
7

2

= t ⇒, dx =

√
7

2
dt (ovo je zapravo izvo�eǌe integrala

∫
dt

t2+a2 ,

iako smo ga ve� proglasili za tabliqni) integral I2 jednak je:

I2 =
1(√
7

2

)2 ·
√
7

2
·
∫

dt

t2 + 1
=

1(√
7

2

) · arctgt+ c2.

Posle vra�aǌa smene, rexeǌe integrala I2 jednako je:

I2 =
1(√
7

2

) · arctg(x− 3
2√

7
2

)
+ c2 =

2√
7
· arctg

(
2x− 3√

7

)
+ c2.

Konaqno, rexeǌa integrala I, jednako je:

I =
3

2
· (I1 − I2) =

3

2
·
(
ln
∣∣x2 − 3x+ 4

∣∣− 2√
7
· arctg

(
2x− 3√

7

))
+ c.

Rexavaǌe uz pomo� uobiqajene smene koja se uvodi kad imamo kvadratni trinom bi teklo

na slede�i naqin x = t+
3

2
⇒ dx = dt∫

(3x− 6) dx

x2 − 3x+ 4
=

(
3t− 3

2

)
dt
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= 3

∫
t dt
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4
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∫
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7
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2

∫
d
(
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4

)
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4
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√
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t
√
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)
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2
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+ c.



2. Rexiti neodre�eni integral:

I =

∫
dx

x4 + 2x3 − x2 + 4x+ 12
.

Rexeǌe: Za polinom P(x) = x4 + 2x3 − x2 + 4x + 12, potencijalne celobrojne nule, prema
Bezuovom stavu, su celobrojni delioci slobodnog qlana 12. Celobrojni delioci broja 12
su ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±12. Jednostavnim raqunom nalazi se da je P (−2) = 0.

Polinom P(x) deǉiv je polinomom x− (−2) = x+ 2, i posle deǉeǌa dobija se:

P(x) = (x+ 2) · (x3 − x+ 6).

Sliqno, slobodni qlan polinoma x3 − x+ 6, deǉiv je sa x+ 2, odnosno:

x3 − x+ 6 = (x+ 2)
(
x2 − 2x+ 3

)
.

Polinom podintegralne funkcije koji se nalazi u brojiocu mo�e se napisati slede�i
naqin:

P(x) = (x+ 2)
2
(x2 − 2x+ 3),

uz napomenu da x2 − 2x + 3 nije rastavǉivo jer diskriminanta odgovaraju�e kvadratne
jednaqine 22−4 ·3 = −8 < 0 nema realnih nula. Podintegralnu funkciju mo�emo rastaviti
na proste razlomke:

1

x4 + 2x3 − x2 + 4x+ 12
≡ A

x+ 2
+

B

(x+ 2)
2 +

Cx+D

x2 − 2x+ 3
.

Vrednost integrala I moe se dobiti i naknadnim tra�eǌem vrednosti za uvedene konstante
A, B, C, D (posebno obratiti pa�ǌu na to xta radimo kad imamo kvadrat linearnog qlana,
x+ 2 u ovom sluqaju):

I =

∫
A

x+ 2
dx+

∫
B

(x+ 2)2
dx+

∫
Cx+D

x2 − 2x+ 3
dx = A · ln |x+ 2| −B · 1

x+ 2
+ J.

U integral J , ako uvedimo (ve� uobiqajenu) linearnu smenu x = t+1⇒ dx = dt, dobija se:

J =

∫
C (t+ 1) +D

(t+ 1)
2 − 2 (t+ 1) + 3

dt =

∫
Ct+ C +D

t2 + 2
dt.

Rastavom na dva tabliqna integrala dobijamo reeǌe za J :

J = C

∫
t

t2 + 2
dt+ (C +D)

∫
1

t2 +
(√

2
)2 dt

= C · 1
2
ln
(
t2 + 2

)
+ (C +D) · 1√

2
arctg

t√
2
+ c

= C · 1
2
ln
(
x2 − 2x+ 3

)
+ (C +D) · 1√

2
arctg

(
x− 1√

2

)
+ c.

Konstante A, B, C, D dobijamo iz identiteta rastava na proste razlomke:

1 = A (x+ 2)
(
x2 − 2x+ 3

)
+B

(
x2 − 2x+ 3

)
+ (Cx+D) (x+ 2)

2
,

1 = A
(
x3 − x+ 6

)
+B

(
x2 − 2x+ 3

)
+ (Cx+D)

(
x2 − 4x+ 4

)
,

1 = A(x3 − x+ 6) +B(x2 − 2x+ 3) +
(
Cx3 + (D − 4C)x2 + (4C − 4D)x+ 4D

)
,

1 = (A+ C)x3 + (B +D − 4C)x2 + (−A− 2B + 4C − 4D)x+ 6A+ 3B + 4D,

odnosno iz sistema jednaqina:

A + C = 0
B −4C + D = 0

−A −2B +4C −4D = 0
6A +3B +4D = 1

←−+

←−−−−

−6

+

Posle prve transformacije sistem je oblika:

B −4C + D = 0
−2B +5C −4D = 0
3B −6C +4D = 1

←−
+2

+

←−−−−−

−3

+



Posle druge transformacije dobijamo dve jednaqine:

−3C −2D = 0
6C + D = 1 ←−

+2

+

Kako je D = −1

3
, C =

2

9
, B =

11

9
i A = −2

9
, sledi da je rexeǌe integrala I:

I = −2

9
ln |x+ 2| − 11

9

1

x+ 2
+

1

9
ln
(
x2 − 2x+ 3

)
− 1

9
√
2
arctg

(
x− 1√

2

)
+ c.
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