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Opste teoreme i zakoni dinamike sistema

Kolic¢ina kretanja tacke
Pod koli¢inom kretanja tatke (K ) podrazumeva se vektorska veli¢ina koja je jednaka
proizvodu mase m tacke i njene brzine V , tj. K = mV .

Koli¢ina kretanja materijalnog sistema
Neka materijalni sistem ¢ini n tacaka, ¢ije su mase m,, i=1,2,...,n. Koli¢ina kretanja

materijalnog sistema je tada K = Z K, = Z myV, .

Imajuéi u vidu relaciju za odredivanje polozaja centra masa mr, = Z m.r;
i=1

n - n d _ d" n r _ n _
( c) (Z irijzza(miri)! mE: md_':[ ch:ZmiVi’

=1 i=1 i=1

tada je

K=mV, =K,

Impuls sile

1.) Elementarni impuls sile: Pod elementarnim impulsom sile
dl podrazumeva se veli¢ina koja je jednaka proizvodu sile
F koja deluje na tatku i infinitezimalno malog intervala
vremena dt, tj. di = Fdt.

2.) Impuls sile (ukupni impuls sile): Ako tacka pod dejstvom
sile F prede iz polozaja M, u kome se nasla u trenutku t,

u polozaj M, Koji odgovara trenutku t, tada je u datom intervalu vremena (t,,t)

t
impuls sile F odreden sa | =Ith.
to
Teorema o promeni koli¢ine kretanj a materijalnog sistema
Diferencijalna jednacina kretanja i-te reprezentativne materijalne tacke je

i%:ﬁis i i(m\7) dK 'E +Fu
dt dt dt
dK, d (& " =y
odakle se sumiranjem, za sve tacke, dobija ZT =4t z Ki |= z z F .
i=1 i=1 i=1 i=1

Kako je > F*=F; i D F'=F=0, tada je O('j—f: Fe, tj.. izvod po vremenu
i=1 i=1

kolicine kretanja materijalnog sistema jednak je glavnom vektoru spoljasnjih sila koje
deluju na materijalni sistem. Projektovanjem c¢lanova prethodne relacije na ose
izabranog koordinatnog sistema, npr. Oxyz, dobijaju se teoreme o promeni koli¢ine
kretanja materijalnog sistema u odnosu na ose, tj.

K,=X3, K,=Y5, K,=Z3.
Ako se teorema o promeni koli¢ine kretanja materijalnog sistema, u diferencijalnom
obliku, napise kao dK = F:dt, integracijom se dobija
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b
K, —Ko = [ Fedt=Tg,
)

Sto predstavlja teoremu o promeni koli¢ine kretanja materijalnog sistema, U
(kona¢nom) integralnom obliku, koja glasi: promena koli¢ine kretanja materijalnog
sistema u kona¢nom intervalu vremana jednak je impulsu glavnog vektora spoljasnjih
sila koje deluju na materijalni sistem, u istom intervalu vremena. Odgovarajuce
skalarne jednacine su

t t b
K, —K, =[Xpdt=13, K, —K =[Ygdt=13, K, K, =[Zzdt=1; .
t to to

Zakon o0 odrzanju koli¢ine kretanja materijalnog sistema i zakon o odrZanju
poloZaja centra masa
Ako na materijalni sistem deluje takav sistem spoljasnjih sila da njegov glavni vektor
jednak nuli, tj. FS =0, tada iz teoreme o promeni koli¢ine kretanja sledi zakon o
odrzanju koli¢ine kretanja materijalnog sistema, u obliku

dK =0, K =const., ili K, =K, = const.
U specijalnom slucaju kada je i brzina centra masa materijalnog sistema u nekom
trenutku jednaka nuli, tada iz zakona o odrzanju koli¢ine kretanja materijalnog
sistema sledi

K=K.=mV,=mr, =0, F. =const.
tj. u tom slu¢aju ne menja se poloZaj centra masa materijalnog sistema.
Cesto se deSava da za neku od osa inercijalnog koordinatnog sistema (npr. osu Ox)
vazi X5 =0. Tada vazi zakon o odrzanju koli¢ine kretanja za osu, tj. K, =const. U

specijalnom slucaju, ako je u i nekom trenutku t, zadovoljeno K, (t,) =0, tada je
K,=0,t.

K, :iznllmixi =%(izn1:mixij=0,zn:mixi = const., X¢ :const.,izzl:mixi (t,) :;mixi (t,).

i=1

Moment koli¢ine kretanja tacke
Moment koli¢ine kretanja (kineticki moment) tacke, u odnosu na neki pol O je

LO:FXK:Fme,

gde je F- vektor polozaja tatke u odnosu na pol O, a K njena koli¢ina kretanja.
Moment koli¢ine kretanja tacke, u odnosu na neku osu Ou je projekcija na tu osu

kinetickog momenta L, .

Moment koli¢ine kretanja materijalnog sistema

Moment koli¢ine kretanja (kineti¢ki moment) materijalnog
sitema, u odnosu na neki pol O je glavni vektor momenata
koli¢ine kretanja tacaka sistema odredenih u odnosu na isti
pol

I_—vo :iEOi :imo(ﬁi):iﬁxmi\z-
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Moment koli¢ine kretanja materijalnog sistema u odnosu na neku osu koja prolazi
kroz pol O je projekcija na tu osu kinetitkog momenta L, u odnosu na taj pol O

L, = L, -0 . Kako je

>

I-le:o'I (ylzl_ iyi)!""

! Lz:EO'E:Zmi(Xiyi_ini)'
i=1

U slucaju obrtanja materijalnog sistema oko nepokretne ose,
npr. ose Oz, vazi X; =T, COS@, Yy, =T, sinp | ¢ =w,,paje

=

L, :Zl:mi XY = Vi%) :Zl:mia)zr:(cos2 p+sin’p)=w,> mrl=J,0,.

= = i=1
Do istog rezultata se dolazi i kada je u pitanju kruto telo.

Veza izmedu momenta koli¢ine kretanja materijalnog sistema u odnosu na
nepokretni pol i srediSte masa sistema
Uocimo dva koordinatna sistema: Oxyz — Dekartov inercijalni koordinatni sistem, i
2, Cx,y,z, - Dekartov translatorno pokretni koordinatni sistem
Mgm, I3 smeSten u srediStu masa. Polozaj proizvoljne tacke
v, materijalnog sistema odreden je sa I; =T, + p,, pa je
V - ar, -

- =V,
T Gt M

=Zn:ﬁ><mi\7i :_Zn:('_’;:"‘ﬁi)xmi[\z:"‘%j:
—Z(r STUAYA ) Z[r xmi%j+
i=1
+Z(,5i xmV, )+ Zn:(ﬁi X m, %)
i=1 i

n _ _ . do.
fmajuéi u vidu daje > (% <MV, )= < K, Z[rc < m, ﬁj -0,
i=1 i=1

Zn:(ﬁixmchFi(miﬁi ><\7) 0, Z(p,xm—j L., dobija se

i=1 i=1

EozfcxK+Lg=ocxK+Eg

Veza izmedu Kinetickih momenata u odnosu na dva nepokretna
¢ pola
0 Neka su kineticki momenti u odnosu na nepokretne polove O i O;
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odredeni  sa Lo = OCxK + L. [ I:ol = CE xK+L,. Sada je
Lo, =L, +(O,C-OC)xK. Kako je O,C=00+0C, dobija se relacija koja
pokazuje promenu kinetickog momenta pri promeni pola, tj. I:O1 = I:O +®x K.
Ako materijalni sistem vrSi translatorno kretanje, tada je I:'C =0, pa je kineticki

moment takvog materijalnog sistema L, = OCx K .

Teorema o0 promeni KineticCkog momenta materijalnog sistema u odnosu na
nepokretni pol i nepokretnu osu
Za i-tu tacku materijalnog sistema vazi

Ijio =ﬁ ><mi\7i +1 X%<mi\7i)’ F. Xmi\7i =\7i Xmi\7i =0, I:Io =T x Ifi’ I:Io = Qo(ﬁ)'

gde je F, =F°+F", paje I:'O = Mo(ﬁis)+ I\ﬁo(lfi“). Sabiraju¢i prethodnu relaciju,

za svaku od n tacaka materijalnog sistema, dobija se

L, = M$ + MY . Imajuci u vidu da je glavni moment unutrasnjih sila M3 =0, sledi
[ =N,

tj. izvod po vremenu kinetickog momenta materijalnog sistema, odredenog u odnosu

na nepokretni pol, jednak je glavnom momentu svih spoljasnjih sila koje deluju na

sistem u odnosu na isti nepokretni pol.

Projektujuci ¢lanove prethodne relacije na ose nepokretnog koordinatnog sistema,

npr. Oxyz, dobijaju se izrazi koji predstavljaju teoremu o promeni kinetickog

momenta u odnosu na nepokretnu osu

I;Ox = ng’ I;Oy = MCS)y’ I;Oz = M(S)z

Zakon o odrZanju Kkinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na

nepokretni pol i nepokretnu osu

Ako za sve vreme kretanja materijalnog sistema vazi da je I\7IS =0,tadaje L, =0, tj

L, = const.

Dakle, ako je za sve vreme kretanja materijalnog sistema glavni moment spoljasnjih
sila u odnosu na nepokretni pol jednak nuli, tada je kineticki moment u odnosu na isti
pol konstantan.

Ako na materijalni sistem deluje takav sistem sila da za neku nepomi¢nu osu Ou vazi

da je M3, =0, tada je Ly, =0, tj. L, =const., $to predstavlja zakon o odrzanju
kinetickog momenta u odnosu na nepokretnu osu.

U posebnom slucaju, kada je Mg =0, a u nekom trenutku t, je I:o (t,) =0, tada je
I:O =0, Sto predstavlja specijalni slucaj zakona o odrZanju kinetickog momenta u
odnosu na nepokretni pol. Ako za za neku nepomi¢nu osu Ou vazidaje M, =0,au

nekom trenutku t, je L, (t,) =0, tada je u svakom trenutku L, =0.

Teorema o0 promeni kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na
pokretni pol i pokretnu osu
Neka je sa r; odreden polozaj i-te materijalne tacke u odnosu na pol O nepokretnog

koordinatnog sistema Oxyz i neka je sa p, odreden polozaj te tacke u odnosu na

pokretni pol A Tada vazi T, =T, + 5, i L, =Y 5, xmV, , tj. L, =D (F, =7, )xmyV, .
i=1

i=1
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Diferenciranjem po vremenu dobija se
IiA = Z\Z x mi\7i _ZVA x mi\7i +Z(F| - FA)>< miv;i :
i=1 i=1 i=1
Prvi ¢lan u prethodnom izrazu jednak je nuli, a kako je

K =Z:‘mi\7i i

Z(Fu - FA)>< mi\7i = Zﬁ. xm;a; = Zﬁ. X(lzis + 'Eiu): Zﬁ. x IEiS = Mi\’
i1 i1 i1 i1
dobija se teorema o promeni kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na
pokretni pol, u obliku

=

[, +V, xmV, = Ni:.

Izrazi za teoreme o promeni kinetickog momenta u odnosu na nepokretni i pokretni
pol razlikuju se za ¢lan \7A X m\7C . Ove dve teoreme imace isti oblik ako je:

1.V, =0, tj. i pol A je nepokretan,

2. \7C =0, tj. pol A je pokretan, a centar masa nepokretan,

3.V, || V., tj. brzine oba pola su paralelne

4. A=C, tj. za pokretni pol se usvaja srediSte masa C, i tada je Iic = I\7Ié .

U specijalnom slucaju, kada je |\7Ié =0, sledi da je EC = const., §to predstavlja zakon
o odrzanju kinetickog momenta u odnosu na srediSte masa. Ravan koja je u tom
slu¢aju upravna na I:C i nepokretna, naziva se Laplasova ravan. Ako je I\7Ié =0 iako
su u nekom trenutku sve tacke sistema mirovale tada je za sve vreme kretanja L. = 0.

Projektovanjem ¢lanova izraza IiA +V, x m\7c =M: na pokretnu osu Ap, dobija se

teorema o promeni kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na pokretnu
osu, u obliku

(EAF)AP +(f!>< EA)Ap +(\7A vac)Ap =M,
gde je Q - ugaona brzina pokretne ose.

Kineticka energija materijalnog sistema
Kineti¢ka energija tatke je pozitivna skalarna veli€ina koja se definiSe kao

E, :%mVZ, gde je m - masa tacke, a V intenzitet njene brzine. Kineticka energija
materijalnog sistema predstavlja zbir kinetickih energija pojedinih tacaka, tj.
EK = Z EK- = lZ:mivi2 = lZ:mi (\Z \7| )
i=1 I 2 i=1 2 i=1
Kineticka energija krutog tela, koje je podeljeno na elementarne deli¢e masa dm je
E, = 1 [vedm.
2 \Y%
Kenigova teorema

Neka se kretanje materijalnog sistema posmatra u odnosu na nepokretni koordinatni
sistem Oxyz. Uvodenjem translatorno pokretnog koordinatnog sistema CX,Y,Z,,
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polozaj i-te tacke odreden je sa I, =T, + p,. Apsolutna

brzina tacke je \7- = ﬁ :\7 +\7 , pa je kineticka energija
=52 m b V)=3 S m e +V, ) +V,),
va +22 va SVARE Zm@ ),

%Z":mivg:%\/gzn:m___mvg, va AVARYA zn:m dp' -0,
i= =1

i=1

%Zn:mi(\ll .Vrl):EZminf, %mv += va2
i =

i=1
1 v2
B = mVe +Eq,

Sto predstavlja Kenigovu teoremu: Kineticka energija materijalnog sistema jednaka je
zbiru kineticke energije centra masa, kao da je u njemu skoncentrisana masa celog
sistema, i kineti¢ke energije relativnog kretanja materijalnog sistema u odnosu na
centar masa.

Kineti¢ka energija tela koje se kreée translatorno
U slucaju translatornog kretanja tela vazi da je \7I =\7C pa je kineticka energija

1 1 .. . ) .
Ey :EV 2_[dm :EmVZ. Isti izraz moze se dobiti i iz Kenigove teoreme. U slu¢aju

translatornog kretanja tela je V. =0, pa je E, =%mvg =%mV2.

Kineti¢ka energija tela koje se obrée oko nepokretne ose
Neka se telo obrée oko nepokretne ose Oz. Brzina uocenog elementa mase dm je

V =r,m,, gde je r,- rastojanje uocenog elementa od ose obrtanja, a @, - ugaona
brzina tela. Tada je

1 1 1 1
£ =3 [Vian=2 [, dm =2 [riem=20,07

\Y

Kinetic¢ka energija tela koje vrsi ravno kretanje
Koriste¢i Kenigovu teoremu E, = % mvZ + Ey, » 1 uoCavajucu deli¢ mase tela, vazi
:—ZAmV ? . Kako je brzina uocenog deli¢a V., =pw, gde je p; rastojanje

i=1
deli¢a od centra masa, a @ ugaona brzina tela, dobija se

:—ZAm e X0) —%a)ziAmipf.
i=1

rel

o . 1 : .
Grani¢nim procesom kada N —oo, sledi E, ZEcha)z, gde je sa J. oznacen

aksijalni moment inercije tela za pokretnu osu koja prolazi kroz centar masa i upravna
je naravan kretanja tela. Tada je
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1 1
Ec==mVS +=J;. 0.
k=5 e Thve
Kinetic¢ka energija tela koje se obrée oko nepokretne tacke
Brzina uo¢enog deliéa tela, mase Am,, je V, =& xTF, = (@, xT ), gde je & - trenutna

ugaona brzina tela, T; - vektor poloZzaja uoc¢enog deli¢a tela, u odnosu na nepokretnu

tacku, a @, - jedini¢ni vektor trenutne ose obrtanja Op. Kineti¢ka energija deli¢a tela
. 1 S : o :
je AE, :Ea)z(a)o x T, )’ Am,. Uvodenjem oznake (&, xT, )’ =d§i , gde je d, -

rastojanje deli¢a od trenutne ose obrtanja, uzimaju¢i da N — oo, dobija se
N

N N
E, = lim Y AE, =mz%m2dgimi =%a)2 lim >"d? Am, =%a)2jd2dm=%.]opa)2
i=1 i=1 i=1 \

gde je Jop - promenljivi moment inercije tela u odnosu na trenutnu osu obrtanja Op.

Kineticka energija tela koje vrsi opSte kretanje
Opste kretanje tela moze se razloziti na prenosno translatorno i relativno kretanje koje
predstavlja obrtanje oko trenutne ose obrtanja. Koriste¢i Kenigovu teoremu, tj. da je

kineticka energija E, ==mV_Z +E, , i uzimajuéi u obzir da je relativno kretanje
2 rel
obrtanje oko nepokretne tacke, pri ¢emu je u tom slucaju izraz za kineticku energiju
1 ey . C :
E« = 2 Je, o’ , tada je kineti¢ka energija tela koje vrsi opste kretanje

1 1
EK =§mVC2+§JCpCO2.

Elementarni rad sile
Neka se tatka M kre¢e pod dejstvom sile F po putanji proizvoljnog oblika. Rad sile
F na elementarnom pomeranju dr tacke ili elementarni
rad sile §A jednak je skalarnom proizvodu sile F i
elementarne (beskona¢no male) promene vektora polozaja
te tacke, tj.

SA=F.df, SA=F-Vdt, A=V -dI,

df=3—rds=fds, SA=F-fds.
S

Iz prethodnih razmatranja vidi se da je
>0, 0<a<90°
OA{=0, a=90°
<0, 90° < <180°.

Ako se F i df izraze u odnosu na Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxyz
F =Xi +Yj+2Zk, dF = dxi +dyj +dzk , tada je elementarni rad sile
o A= Xdx +Ydy + Zdz.

Rad sile
Ukupni rad sile, ili samo rad sile, koja deluje na taku, predstavlja rad sile pri
kona¢nom pomeranju tacke po putanji. U cilju odredivanja rada sile posmatra se

kretanje tacke M pod dejstvom sile F, po putanji proizvoljnog oblika. Ako se deo
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putanje tacke izmedu dva njena proizvoljna polozaja M, i M, izdeli se na n delova,
dobija se poligonalna linija. Analogno definiciji elementarnog
rada sile moZe se uvesti mera dejstva sile F,, pri malom
kona¢nom pomeranju tacke iz polozaja M, u polozaj M, ,, koja

je odredena sa IEi -AF,  (i=12,..,n), gde je IEI - sila koja

deluje na tacku M kada se ona nade u polozaju M, i gde je AT, -

prirastaj vektora polozaja T tacke izmedu njenih polozaja M, i M,,,. Ukupna mera

i+1°

dejstva sile F , pri pomeranju tatke M iz polozaja M, u polozaj M, , duz poligonalne

n
linije, je D FAF. Granitnim prelazom, tj. n—oc dolazi se do
i=1

Auw, =lim > F, - AT, koja predstavlja rad sile F, na njenoj putanji izmedu tataka
n—o0 -1
M, i M,. Ova grani¢na vrednost naziva se krivolinijski integral. Dakle, rad sile F

M,
obelezava se sa Aili Ay, iodredenjesa A=Ay = IF -dr.
M;
Ako je za izraCunavanje rada sile izabran Dekartov koordinatni sistem Oxyz, tada je

M, t,
A= [(Xdx+Ydy +2dz), A= [(Xk+Yy+2Zz)dt.

My 4y
U opstem sluc¢aju reSenje prethodnih krivolinijskih integrala zavisi i od oblika putanje
1 od duzine luka po kome se krece tacka. Samo u posebnom slucaju rad sile ne zavisi
ni od oblika putanje tacke, niti od njenog predenog puta, ve¢ samo od koordinata
pocetnog i krajnjeg polozaja tacke. Da bi to bilo ispunjeno, linearni diferencijalni
izraz Xdx +Ydy +Zdz mora da bude totalni diferencijal neke skalarne funkcije
polozaja tacke f(X,y,z), Sto znac¢i da se X, Y i Z mogu predstaviti kao parcijalni
izvodi te funkcije. Sile koje ispunjavaju te uslove zovu se konzervativne i rad takvih
sila zavisi samo od pocetnog i krajnjeg poloZaja tacke na putanji. Svaka sila koja je
funkcija polozaja ne mora da ispunjava te zahteve koji se nazivaju uslovi
konzervativnosti.

Snaga sile
Snaga sile je veli¢ina koja karakteriSe promenu po vremenu rada sile. U cilju

definisanja snage sile posmatra se tacka na koju deluje sila F , koja izvr§i rad AA za
konacan interval vremena At, pri pomeranju tacke iz polozaja M,, u kome se

nalazila u trenutku t, u polozaj M, koji odgovara trenutku t,. Srednja snaga te sile,

.. . AA o=
za posmatrani interval vremena, odredena je sa P, = E . Snaga sile F, u trenutku t,

predstavlja grani¢nu vrednost srednje snage sile kada posmatrani interval vremena

tezi nuli, tj. P = lim A—? =%. Dakle, snaga sile u datom trenutku jednaka je odnosu

elementarnog rada sile i intervala vremena u kome je taj rad izvrSen i predstavlja
brzinu vr$enja rada u tom trenutku.



