ELEKTROKINETIKA 2 (podsetnik za pripremu ispita) STOJIC 1

Strujni generatori. Ekvivalentne transformacije realnih naponskih i strujnih generatora

Posmatrajmo realan naponski generator vremenski konstantne ems E u prostom kolu na sl. 1a
sa vremenski konstantnom strujom /. Intenzitet struje / kola sa termogenim prijemnikom
otpornosti R je I=E/(Rg+R), a napon prijemnika je U=R-E/(Rg+R). Naponski generator je idealan ako
je Rg=0. Medutim, Cesto se u elektrotehnici sre¢u naponski generatori velike unutrasnje otpornosti
Rg u odnosu na otpornost prijemnika R (Rg>>R). U takvim slucajevima intenzitet struje kola je
I=E/Rg, dok je napon prijemnika U = R-E / Rg. Jasno je da se tada realan naponski generator ems E
ponasa u odnosu na prijemnik kao generator struje ls=E/Ry odnosno, kao strujni generator. U ovom
slu¢aju struja prijemnika je unapred poznata i prakti¢no nezavisna od njegove otpornosti R. Na sl.
1b prikazan je realan strujni generator sa vremenski konstantnom strujom /s i unutrasnjom
otpornosc¢u Rs. Napon i struja prijemnika su respektivno U=Is:(R||Rs)=IR i I=ls:Rs / (R+Rs). Strujni
generator je idealan ako Rs—><°, odnosno ako Gs=1/Rs > 0 [S].
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Realni naponski generator uvek se moze zameniti ekvivalentnim realnim strujnim. | obrnuto,
realni strujni generator uvek se moze zameniti ekvivalentnim realnim naponskim. Naravno, ovi
generatori se sustinski razlikuju, a kada se kaze da su ekvivalentni misli se na njihovo ekvivalentno
ponasanje u odnosu na isti prijemnik priklju¢en izmedu P i N krajeva generatora. To znaci da oba
generatora proizvode struju istog intenziteta kroz prijemnik i isti napon na njegovim prikljuécima.
Realni naponski (sl. 1a) i realni strujni generator (sl. 1b) ekvivalentni su u odnosu na prijemnik
otpornosti R ako i samo ako za svako R vaii:

E I.-R

I: = S s s EZISRS/\Rg:RS'
R+R, R+R;

Transformacija strujnog u naponskiizvor E=1R, A R =R

Transformacija naponskog u strujniizvor I, =E/R; A R =R,

Iz prethodnih transformacija sledi da za idealni naponski generator (R; =0[Q]) ne postoji
ekvivalentan strujni, i obrnuto, za idealni strujni generator (Gs=1/Rs =0[S]) ne postoji ekvivalentan
naponski generator.

Metode analize linearnih elektricnih mreZa

Analiza linearnih elektri¢nih mreZa bavi se odredivanjem raspodele struja i/ili napona u granama
linearnih elektricnih mreZa. Konstitutivna relacija — karakteristika nekog elementa mreze u=f(i) ili
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i=g(u) povezuje napon i struju toga elementa. Kod nelinearnih elemenata zavisnost izmedu napona
i struje je nelinearna, pa ¢ak i viSeznacna funkcija, a kod linearnih elemenata jednoznacna.

Neposredna primena Kirhofovih zakona

Za mrezu sa n¢ ¢vorova i hg grana, po prvom Kirhofovom zakonu (IKZ) moguce je napisati tacno
n¢ -1 linearno nezavisnih jednacina za bilo koji skup od ng-1 proizvoljno odabranih ¢vorova.
Jednacina napisana po IKZ za jedini preostali ¢vor uvek je linearna kombinaciju prethodnih n¢-1
jednacina i kao linearno zavisna moze se odbaciti. Algebarsko sumiranje struja u ¢vorovima vrsi se
u odnosu na referentni smer od ¢vora. Cvor mreze je tacka u kojoj se sticu (presecaju) najmanje 3
grane (3 provodnika).

Da bi se odredile struje svih ng grana potrebno je napisati joS ng—(nz-1)= ng - n¢ +1 linearno
nezavisnih algebarskih jednacina po drugom Kirhofovom zakonu (1IKZ), kako bi se obrazovao
potpun nehomogeni sistem od ng nezavisnih linearnih algebarskih jednacina po ng nepoznatih
struja grana. ReSenje takvog sistema uvek postoji i jedinstveno je zbog fizicke prirode problema.

Zadatak 3: Za kolo vremenski konstantne struje sa slike poznato je T
E;=100[V], E;=80[V], R1=2[KQ], R,=5[KQ] i R3=1[KQ]. lzradunati struje
grana u kolu i snage naponskih izvora. +
E. = s E> =
R3 ::
Resenje: &
U kolu na slici postoje 2 ¢&vora, ne=2. Po IKZ mozemo napisati ne-1=1 R1 Rz 2
linearno nezavisnu jednacinu.
Ukupan broj grana u kolu sa slike je ng=3, pa je po IIKZ potrebno &

napisati joS ng—(n¢—1)= 3-(2-1)=2 linearno nezavisne jednacine.
Cvorovi kola oznaéeni su sa A i B, a nepoznate struje grana sa I, I, i /5. Usvajajuci smerove obilaska po
konturama C; i C, kao na slici, formira se sistem od 3 linearno nezavisne jednacine po 3 nepoznate struje

grana.

IKZ za ¢vor A: -L+1,+1;,=0 'i

IIKZ za konturu C;: E —1,-R;—1,-R =0 I'l J IZJ
IIKZ za konturuC:  E,—1,-R,+1,-R; =0. I3

Nakon elementarnog sredivanja dobija se sistem: E, —— E,

-, +1,+1;=0 R

|1'R1+|3'R3=E1 R, / ‘/ R,
|2-R2—|3~R3:E2.

ReSavanjem sistema dobijamo struje grana kola:

I, = 40[mA], .
1, = 20[mA], B
I, = 20[mA].

Snage izvora u odnosu na oznacene, usaglasene referentne smerove su :
PEl =E -1, =4[W],

P, =E,-1,=L6[W].
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Oba generatora rade kao izvori (jer su im snage pozitivne), a snaga koju ulaZu u potpunosti se trosi na
termicku disipaciju na otpornicima u kolu:

P.+P =R-1Z4R,-124R,-12
AW]+1.6[W] = 2[KQ]- (0.04[A])? +5[KQ]- (0.02[A])? + K] - (0.02[A])?,
5.6[W] = 3.2[WJ+2[W]+0.4[W] = 5.6[W] = 5.6[W].

Metod konturnih struja

Metod konturnih struja zasniva se na Il Kirhofovom zakonu, a jednacine napisane po ovom
metodu zapravo su modifikovane jednacine napisane po Il Kirhofovom zakonu. Broj jednacina, tj.
red sistema jednak je broju nezavisnih kontura u kolu, n=n, =n; —(n.-1). Dve konture su

nezavisne ako postoji barem jedna grana koja pripada jednoj, a ne pripada drugoj konturi.
Algoritamski, reSavanje kola metodom konturnih struja izvodi se u tri koraka:
1. Izabrati nezavisne konture u kolu i orijentisati (usmeriti) njihove konturne struje.
2. Formirati sistem n-tog reda po nepoznatim nezavisnim konturnim strujama:
Ri.J;+R,J, +...+ R I +...+ R, J, =E;
Rydi +Rypd, + + R+ + R J =E,

2n%n

R +R,J,+ . +R I +...+R U, =E

nn

gde su:

J;i konturna struja i-te konture;

R;i zbir svih otpornosti u i-toj konturi uzet uvek sa predznakom ,,+“;

Rjj algebarski zbir otpornosti u zajedni¢kim granama i-te i j-te konture, predznak je ,+“ ako su
smerovi konturnih struja J; i J; kroz zajednicku granu isti, u suprotnom predznak je ,—*;

E; algebarski zbir ems naponskih izvora u i-toj konturi; u sumu ulaze sa predznakom ,+“ oni
naponski izvori koji imaju usaglasen referentni smer sa referentnim smerom i-te konture , u
suprotnom izvor ulazi u sumu sa predznakom ,—“.

3. Resiti sistem po nepoznatim konturnim strujama: J4, J,..., Ji,..., Jo. Struja pojedinacne grane je
algebarski zbir konturnih struja koje prolaze kroz tu granu. Ako su referentni smerovi struje
grane i odgovarajuée konturne struje usaglaseni, konturna struja se uzima sa predznakom ,+“, u
suprotnom sa predznakom ,—“.

Zadatak 4: Odrediti struje svih grana elektricne mreze sa slike, ako je poznato:
E1=100 [V], E;=200 [V], E5=50 [V], E4=150 [V], Es=75 [V], Es=180 [V], R:=7.5 [kQ], R,=1[kQ], R:=1.5[kQ],
R4=0.2 [kQ], Rs=0.3 [kQ] i Rs=0.8 [kQ].

Resenje:

Na slici su isprekidanom linijom obeleZene tri proizvoljno usvojene nezavisne konture, Sto znaci da se svake
dve konture medusobno razlikuju barem za po jednu granu. Odgovarajuée njima pridruZene konturne struje
oznacene susaly, JyiJs.

Za ovako odabrane nezavisne konture dobija se slededi sistem linearno nezavisnih jednacina po
nepoznatim konturnim strujama:
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(R,+R,+R;)-J,-R,-J,-R,-J,=E,-E,—E, i i
-R,-J,+(R,+R,+R.)-J,-R.-J,=E,+E,+E ———— ———
4 1(2 4 6) 2 ] 2 4 6 ;Rl f/f 5 ?R‘*ff “sz§
-R,-J,-R;-J,+(R; + R, +R;)-J, =E; + E, - E,. i J, :T L) 2 }!.
II\"\. /! ‘I\\ flr
ReSavanjem sistema dobijamo konturne struje == § R $ ~~=" g, =
J,=-58[mA] , J,=292[mA] i J,=68[mA]. EL » I, R -" T E K L
A—| AAN L AA—1E
Struje grana su onda: |, =J =-58mA], Es -m="7"7" e > J
I,=J,=292[mA], I, =J, =68[mA], E, = R,
| AN -
l,=J,-J,=-297.8[mA], I,=J,-J, =73.8[mA] " I
3
il,=J,-J,=224mA].
AN Zadatak 5: Za kolo sa slike izracunati struju i snagu
termicke disipacije otpornikaR,, ako je poznato:
e=w0[v], 1,=2[A, R=-8a] Rr,-2a],

A ! R, =R, =4[Q].

R

R4

Resenje:
®

jednaka struji strujnog izvora.

Ako u kolu postoje strujni izvori, tada granu sa strujnim
generatorom obavezno treba obuhvati samo jednom
konturom. Struja te konture se ne izraCunava, jer je

Oznac¢imo sa J,, J, i J; konturne struje koje odgovaraju nezavisnim konturama u kolu na slici. Posto

kontura J; obuhvata strujni generator, za tu konturu se ne piSe jednacina, jer je J; = |g = Z[A].

Za drugu i trec¢u konturu se pise: R
3

R, +(R,+R,)J,-RJI,=E A

RJ,-RJ,+(R+R,+R,)J;=0.
Zamenom brojnih vrednosti i reSavanjem sistema
dobijamo:

20J,-16 J3=12[A] R,
-8J,+16 J3=—8[A] /5

o - E = R C‘).-’
Nakon sabiranja jednacina: ] 2 g
12 J, =4[A], odakle je: J, =1/3[A].
Konturna struja J, jeonda J, =—1/3[A]. s

>

* AN
Ri

m|n

MAN

Trazena struja |, kroz otpornik R, je 1,=J,+J, =1 +J, =2[A]+1/3JA]=7/3A],
a snaga termicke disipacije na ovom otporniku je P, =R, 1. = 2[(2](7/3[,0\])2 =2-49/9[W]=98/9[W].
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Metod potencijala (napona) ¢vorova
Metod potencijala ¢vorova zasniva se na | Kirhofovom zakonu, a jednacine napisane po ovom
metodu zapravo su modifikacija jednacina dobijenih primenom | Kirhofovog zakona. Broj
jednacina, tj. red sistema jednak je n=n.-1, gde je n¢ broj ¢vorova u mreZi. Algoritamski,
reSavanje kola metodom napona ¢vorova izvodi se u tri koraka:
1. Oznaciti sve ¢vorove u kolu i proizvoljno izabrati jedan ¢vor kao referentni. Potencijali ostalih
¢vorova racunaju se u odnosu na izabrani referentni ¢vor.
2. Formirati sistem jednacina po nepoznatim potencijalima ¢vorova.
GV =GRV, = =GV —.. =GV, = £l
G,V +G,V, —.. =G,V —.. =G, V, = £l

-GV, -G, NV, —...-GV, —..+G_V, =%l ,
gde su:
V; - potencijal i-tog ¢vora u odnosu na referentni ¢vor;
G;i - zbir provodnosti svih grana koje se susticu u ¢vori i;
Gjj - zbir provodnosti svih paralelnih grana izmedu ¢vorova i i j;.
l; - algebarski zbir proizvoda provodnosti grana i ems naponskih izvora koji se sti¢u u ¢voru i,
kao i zbir struja strujnih generatora koji se sticu u ¢voru i; pri tome kao pozitivnhe uzimaju se
one struje koje teku prema ¢voru i.
3. Resiti sistem jednacina po nepoznatim potencijalima ¢vorova.
Provodnost grane koja sadrzi idealni strujni generator je nula, a provodnost grane sa idealnim
naponskim izvorom je beskonacno velika. 1 5

M\ ' M\
R1 R;

Zadatak 6: Primenom metode potencijala ¢vorova
naéi ukupne toplotne gubitke u kolu sa slike, ako je EC) R, R4§ | GD
poznato: E= 9[V], ;= 5[mA], Ri= 3[kQ], R,= 6[kQY], Rs= 7 ’

0
Resenje: -l—

4[kQ], R,= 2[kQ].

Pregledom kola uoCavamo da postoje 4 nepoznate struje grana. Neposrednom primenom Kirhofovih
zakona dobio bi se sistem 4. reda. Ako ¢vorove u kolu oznac¢imo brojevima 0, 1 i 2 i za referentni usvojimo
¢vor 0, dobicemo sistem 2. reda po metodi potencijala ¢vorova. Cinjenicu da je ¢vor O odabran za

referentni, dodatno smo istakli tako Sto smo ga uzemljili (potencijal Zemlje je uvek nula).
Potencijale ¢vorova 1 i 2 u odnosu na nulti ¢vor

/1 I3
. 1 . 2 odredi¢emo reSavanjem sistema jednacina:
MN * M
1 1 1 1 E
R1 Rs (4 —+)V,——V,=—
> R1 RZ RS R3 R1
E R:2 | s Rl L@ 1 11
—— Vi +(—+—)V, =1,
0 R, R, R,
l Nakon zamene brojnih vrednosti i resavanja sistema
L dobijamo:
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v, =2[V]

V, = —6[V].

Struje grana kola prema referentnim smerovima sa slike su:
_E-V, 9-2 7

" R, “310° 3™
b=t =g 2l
'4=V2R:0=_2-€1303=_3[mA] !

Ukupni toplotni gubiciukolusu P, =R, - I/ +R, - 12+ R, - 12+ R, - 12, ti.

2 2
P =3.103-(£-1o3) +6-103-[%-103) +4:10°-(2:10°) +2.10°-(~3-10° ) =51[mw].

Zadatak 7: Odrediti struje grana elektricne mreze na slici ako je poznato: E;=100 [V], E,=200 [V],
E3=150[V], 1;=1[A], R:=250 [Q], R,=100[Q], R,=20[Q] i Rs=30[Q].

Resenje:

Kolo ima ns=3 €vora i n,=6 grana. Sistem jednacina po metodi Kirhofovih zakona bio bi reda n,-1=5 (zbog
postojanja grane sa idealnim strujnim generatorom). Po metodi konturnih struja bilo bi potrebno formirati
sistem od (ng-n:+1) -1=3 linearne jednacine (zbog grane sa idealnim strujnim izvorom). Medutim, za ovu
mrezu koja ima jednu granu sa idealnim naponskim generatorom, po metodi napona ¢vorova potrebna je
samo jedna jednacina.

Neka je ¢vor O referentni, tj. nulti ¢vor. Potencijal ¢vora 2 je onda V, = E, :lSO[V], pa je potrebno

odrediti samo potencijal ¢vora 1:

(i+i+i)vl _(i+i)v2 = —5+E , odnosno nakon resavanja
Rl RZ R5 Rl R5 I:al RZ
V, =152[V].
Struje grana su:
_ V,—-E, -0 0-V -
=B TVe garag 1, =B 0 oAy 1, =02V m 7 ga), 1, =iV _o071a)
Rl Rz R4 R5

Struja kroz naponski izvor E; sada se mozZe izra¢unati primenom IKZ na ¢vor O:
L=1-1,-1, =6[A].
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Naponski razdelnik

Kako je | = v padovi napona na otpornicima R; i R, jednaki su
+ ++ Rl + Rz
R R R
15 |U; u=1R=——2 Rr-—1 yiju,-1r-—"2 g-_F
U v R +R, R +R, R +R, R +R,
/ A
+
R R
R Uz U,=—>-2=2 i U =—=—U « naponski razdelnik
v 1l R +R, R +R,
Strujni razdelnik:
| Kakoje I =1, +1,i I,-R =1,-R, reSavanjem po /I, dobija se:
—>
R R R +R R
¢ =L+, =0+, =21 ,t. I,= Z_|.
I, i lzi R, R, R, R +R,
y . . R,
Analogno, resavanjem po /, dobijase |, = l.
Ri § R § R +R,
R R
l,=—=2—1 il,=———1 « strujni i razdelnik
® R +R, R +R,
Teorema superpozicije

Jacina struje u bilo kojoj grani linearne mreze jednaka je algebarskom zbiru (u odnosu na isti
referentni smer) jacina struja koje bi u toj grani postojale kada bi naponski i strujni generatori
delovali ponaosob. Naponski generatori eliminisu se iz mrezZe tako Sto se zamene kratkom vezom,
a strujni tako $to se zamene otvorenom vezom.

Zadatak 8: Koristedi princip superpozicije odrediti struju /s kroz naponski izvor u kolu prikazanom na slici a).

Resenje:
o) N
—/ —/
1A I3 Iy Is 1A Is
-— —_— - -—
M M MW MWy M M
50 60 50 60 50 60

203 ;ST=¢12V 303 203 ;IT—_¢12V 0% 203 ;ZT' 302

Primenjujuéi teoremu superpozicije odredi¢emo doprinos struji /s svakog od izvora ponaosob.

Iz kola na slici b) nalazi se struja /; koja predstavlja deo struje Is koji potice samo od naponskog izvora, jer je
strujni izvor iskljucen iz kola. Kako je unutrasnja otpornost idealnog strujnog izvora beskonacno velika, na
njegovom mestu posle iskljucivanja ostaje otvorena veza.

I A (12+ﬂ][A]_

1,

L+l =—— 45 | =%
% 245 643 (7 3
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Iz kola na slici ¢) nalazi se struja /, koja predstavlja deo struje /s koji potice samo od strujnog izvora, jer je
naponski izvor isklju€en iz kola. Kako je unutrasnja otpornost idealnog naponskog izvora beskonacno mala,
na njegovom mestu posle iskljucivanja ostaje kratka veza.

Kakoje I, + 1, =1,sledidaje I, = I, —l,. Primenom stava o strujnom razdelniku dobija se

2 2 3 1 2 1
I.=1.——=—[A] i I, =1-——==[A]. Sadaje |, =| ——= ||A].
s=b g A T =gy =3lAl sedaie (7 3)”
Konacno, primenjujudi princip superpozicije dobijamo:

12 4 2 1
l.=1L+l,=| —+—+——=|=3|A]|.
St (7 3 7 3) [A]

Tevenenova teorema: U odnosu na bilo koja svoja dva ¢vora a i b svaka sloZena, linearna mreza N,
ponasa se kao ekvivalentan Tevenenov naponski generator Cija je ems er jednaka naponu praznog
hoda mreZe usp- , @ Unutrasnja otpornost R jednaka je ekvivalentnoj otpornosti mreze izmedu
priklju¢aka a i b koja se dobija eliminacijom svih generatora iz mreze N. ldealni naponski
generatori eliminiSu se iz mreZze N tako $to se zamenjuju kratkom vezom, a idealni strujni tako Sto
se zamenjuju otvorenom vezom.

——— e ]
ahu

Tevenenova teorema se obicno koristi kada se razmatranje i proracun odnose na potrosac
(prilagodenje potroSaca po snazi ostatku kola). Tada se ostatak kola zamenjuje Tevenenovim
generatorom.

Zadatak 9: |zracunati snagu koja se razvija na potrosacu u kolu sa slike a). Vrednosti upotrebljenih
komponentni su E, =30[V], E, =20[V], R, =40[Q], R, =60[Q] i R, =80[€2].

Resenje:
U odnosu na par krajeva (a, b) paralelna veza dva realna naponska izvora E; i E, moZe se ekvivalentrirati
Tevenenovim generatorom, kao $to je prikazano na slici b).

| a : a
£, EZ—LT EEF% EZ—LT | =
| |
i | <>
RiZ R, & RS R, i & RrS &
|
- i | :
| b b
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o 7 —17 a
—-> A -
Ei = . Ez‘L Er=r ll
< \’:IR g
ET=Uaboo T S Rp%
R1§ R R; R, RT% )
b b b

Odredivanje elektromotorne sile Tevenenovog generatora - E7:

Pocetno kolo se otvori - prekine izmedu tacaka a i b. Elektromotorna sila E; jednaka je naponu praznog
hoda izmedu tacakaaib:

El'Ez

2

E -U, -E+Rr 5 BR*+ER 30-60+20-40
R+R,  R+R, 40+ 60

Odredivanje unutrasnje otpornosti Tevenenovog generatora - Ry:

E; =U,. =E, +R,l,. Kako je jacina struje |, = , traZena elektromotorna sila Er je

= 26[V].

Svi nezavisni izvori u kolu se anuliraju — poniste. Na mestima idealnih naponskih izvora ostaju nulte
unutrasnje otpornosti — tj. kratki spojevi. Grana sa otpornikom R; je isklju¢ena iz kola. Zatim se izracunava
ekvivalentna otpornost izmedu tacaka a i b:

R 40-60 2400
RT:Rab:(RlnRZ): R12 = =
R+R, 40+60 100

ResSavanjem ekvivalentnog kola dobija se:

2 2 2 2
E
P:IZRP:(ﬁ] R, P:(242680j -80:(%) -80:(%) .80 = 5[W].
T T Rp +

Svaka paralelna veza dva naponska generatora moZe se zameniti jednim ekvivalentnim

= 24[Q)].,

naponskim generatorom Cije su karakteristike:

. R R _ _RR,
& =Bpr B R RIRI=E

U specijalnom slucaju kada su generatori jednaki (E; = E, = E i Ri= R,=R) dobija se

E, =E, R =R/2.

Zadatak 10: Izracunati snagu koja se razvija na potrosacu u kolu sa

slike. Vrednosti upotrebljenih komponentni su E =30[V], E==

I, =1/3[A], R, =30[], R, =60[] i R, =90[C]. ;
P

MN

Resenje:
Za odredivanje parametara Tevenenovog generatora postupamo

kao u prethodnom zadatku:
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Q
¢ Q

a

: !

ET=
Er=Ugpo
ll T ab <: RT RP
’ Rq RT§

R; Ry

mln
;

MWV

b b b
E, =E+R-I,= 30+30-% =40[V], R; =R, =30[Q], jer je unutradnja otpornost idealnog strujnog

izvora beskonacno velika, a idealnog naponskog generatora beskonacno mala. TraZzena snaga je

2 2 2
P—I?R, =| —IT -RP:( 40 j.goz(lj .90 =10[W].
R +R, 30+90 3

Teorema kompenzacije
Bilo koji deo slozene elektricne mreze, koji je sa ostatkom mreze povezan preko dva kraja 1i 2,
moze se zameniti idealnim naponskim generatorom ems jednake naponu izmedu tih krajeva i

vezane za referentni smer napona.
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