
Rada Mutav
i� �uki�

2 Integrali - odreÆeni, nesvojstveni, primene

2.1 OdreÆeni integral

Neka je f(x) neprekidna i nenegativna funkcija definisana na zatvorenom intervalu [a, b].
Жelimo da na�emo povrxinu dela ravni S ome�enu funkicijom y = f(x), x-osom i pravama
x = a i x = b.

x

y

y = f(x)

R1 R2 Ri

Rn

a bξ1 ξ2 ξi ξnx1 x2 xi−1 xi xn−1

Podelimo interval [a, b] u n podintervala definisanih taqkama a = x0 < x1 < x2 < · · · <
xn−1 < xn = b. Oznaqimo ovakvu podelu intervala sa P . Duжina podintervala [xi−1, xi] je
∆xi = xi−xi−1, pa su u opxtem sluqaju ovi podintervali razliqite duжine. Duжina najve�eg
pointervala predstavǉa dijametar podele P i oznaqava sa ‖P‖,

‖P‖ = max{∆x1,∆x2, . . . ,∆xn}.
Neka su ξi ∈ [xi−1, xi] izabrane taqke. Tada povrxinu S aproksimiramo zbirom povrxina

pravougaonika Ri,

S ≈ ∆x1f(ξ1) + ∆x2f(ξ2) + · · ·+∆xnf(ξn) =
n
∑

i=1

f(ξi)∆xi.

Ovu sumu nazivamo Rimanovom sumom.

Kada podela P teжi ,,najfinijoj mogu�oj”, tj. kada ‖P‖ → 0, dobijamo

S = lim
‖P‖→0

n
∑

i=1

f(ξi)∆xi.

Ako ovaj limes postoji i ako je konaqan za ma kakvu podelu P , zva�emo ga odreÆeni integral

u Rimanovom smislu funk
ije f(x) u granicama od a do b i oznaqava�emo ga sa
∫ b

a

f(x)dx.

U tom sluqaju kaжemo da je funkcija f(x) integrabilna na intervalu [a, b]. Da bi proi-
zvoǉna funkcija bila integrabilna na nekom intervalu [a, b], dovoǉno je da je neprekidna
na ǌemu, ili da ima konaqan broj prekida I vrste.

Vaжnije osobine odre�enog integrala:

•

∫ a

a

f(x)dx = 0;

•

∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx;

•

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx (a < c < b);
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• ako je f parna funkcija, vaжi

∫ a

a

f(x)dx = 2

∫ 2

0

f(x)dx;

• ako je f neparna funkcija, vaжi

∫ a

a

f(x)dx = 0;

•

∫ b

a

(αf(x) ± βg(x)) dx = α

∫ b

a

f(x)dx± β

∫ b

a

g(x)dx (α, β ∈ R).

Teorema 2.1. (�utn-Lajbni
ova formula.) Ako je funk
ija f(x) neprekidna na [a, b], tada na tom

intervalu postoji neodreÆeni integral

∫ b

a

f(x)dx = F (x) + C (C = const) i va�i

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (x)

∣

∣

∣

∣

b

a

.

Teorema 2.2. (Smena promen	ive kod odreÆenog integrala.) Ako je funk
ija f(x) neprekidna na
[a, b] i x = ϕ(t) neprekidna zajedno sa svojim izvodom ϕ′(t) na [α, β], gde je a = ϕ(α) i b = ϕ(β), tada
je

∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Teorema 2.3. (Par
ijalna integra
ija kod odreÆenog integrala.) Ako su funk
ije u = u(x) i
v = v(x) diferen
ijabilne na odseqku [a, b], tada je

∫ b

a

u dv = uv

∣

∣

∣

∣

b

a

−
∫ b

a

v du.

Primer 2.1. Izraqunati I =

∫ π/2

0

dx
3 + cosx

.

I =











tg
x

2
= t, dx =

2 dt
1 + t2

dt,

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
,

x = 0 ⇒ t = 0, x =
π

2
⇒ t = 1











=

∫ 1

0

2dt
1+t2

3 + 1−t2

1+t2

=

∫ 1

0

dt
2 + t2

=
1√
2
arctg

t√
2

∣

∣

∣

∣

1

0

=
1√
2
arctg

1√
2
.

Primer 2.2. Izraqunati integral

∫ 1

0
x2 ln(1 + 3x2)dx.

Ovde koristimo par
ijalnu integra
iju:

∫ 1

0

x2 ln(1 + 3x2)dx=

[

u = ln(1 + 3x2) dv = x2 dx

du =
6x

1 + 3x2
dx v =

x3

3

]

=
x3

3
ln(1 + 3x2)

∣

∣

∣

∣

1

0

− 2

∫ 1

0

x4

1 + 3x2
dx =

2

3
ln 2− 2

9

∫ 1

0

9x4 − 1 + 1

3x2 + 1
dx

=
2

3
ln 2− 2

9

∫ 1

0

(3x2 − 1)dx− 2

9

∫ 1

0

dx

1 + 3x2
=

[ √
3x = t√

3 dx = dt

]

=
2

3
ln 2− 2

9
(x3 − x)

∣

∣

∣

∣

1

0

− 2

9
√
3

∫

√
3

0

dt
1 + t2

=
2

3
ln 2− 2

9
√
3
arctg t

∣

∣

∣

∣

√
3

0

=
2

3
ln 2− 2π

27
√
3
≈0, 32774.

Primer 2.3. Izraqunati integral I =
∫ e

1
ln2 x dx
(ln x+2)2 .

I =

[

lnx = t, x = et

dx = et dt

]

=

∫ 1

0

t2et dt
(t+ 2)2

=

[

u = t2et dv = dt/(t+ 2)2

du = (2t+ t2)et dt v = −1/(t+ 2)

]

= − t2et

t+ 2

∣

∣

∣

∣

1

0

+

∫ 1

0

tet dt =
[

u = t dv = et dt
du = dt v = et

]

= −e

3
+ tet

∣

∣

∣

∣

1

0

− et
∣

∣

∣

∣

1

0

= −e

3
+ 1.
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Primer 2.4. Izraqunati I2 =

∫ π/4

0

(cos 2x)3/2 cosxdx.

I2 =

∫ π/4

0

(1 − 2 sin2 x)3/2 cosxdx =

[

sinx = t
cosxdx = dt

]

=

∫ 1/
√
2

0

(1− 2t2)3/2 dt =
[ √

2t = sinu√
2 dt = cosu du

]

=
1√
2

∫ π/2

0

(1− sin2 u)3/2 cosu du =
1√
2

∫ π/2

0

cos4 u du =
1√
2

∫ π/2

0

(

1 + cos 2u

2

)2

du

=
1

4
√
2

∫ π/2

0

(

1 + 2 cos 2u+
1 + cos 4u

2

)

du =
1

4
√
2

(

3

2
u+ sin 2u+

sin 4u

8

) ∣

∣

∣

∣

π/2

0

=
3π

16
√
2
.

Primer 2.5. Izraqunati In =

∫ π/2

0

sinn xdx.

Pokazano je kod neodreÆenih integrala da je

∫

sinn xdx =
n− 1

n

∫

sinn−2 xdx− cosx sinn−1 x

n
,

pa je

In =
n− 1

n
In−2 −

cosx sinn−1 x

n

∣

∣

∣

∣

π/2

0

=
n− 1

n
In−2,

pri qemu je

I0 =

∫ π/2

0

dx =
π

2
, I1 =

∫ π/2

0

sinxdx = − cosx

∣

∣

∣

∣

π/2

0

= 1.

Za n = 2k va�i

I2k =
2k − 1

2k
I2k−2 =

2k − 1

2k
· 2k − 3

2k − 2
I2k−4 = · · · = (2k − 1)(2k − 3) · · · 1

2k(2k − 2) · · · 2 I0 =
(2k − 1)!!

(2k)!!

π

2
.

Sliqno, za n = 2k + 1 va�i

I2k+1 =
2k

2k + 1
I2k−1 =

2k

2k + 1
· 2k − 2

2k − 1
I2k−3 =

2k(2k − 2) · · · 2
(2k + 1)(2k − 1) · · · 3I1 =

(2k)!!

(2k + 1)!!
.

Primer 2.6. Na�i

∫ π

0

sin 153x

sinx
dx.

Oznaqimo In =
∫ π

0
sinnx

x dx i poÆimo od izraza In−In−2. Ako iskoristimo formulu sin a−sin b =

2 cos a+b
2 sin a−b

2 , taj izraz se svodi na

In − In−2 = 2

∫ π

0

cos(n− 1)x sinx

sinx
dx =

2

n− 1
sin(n− 1)x

∣

∣

∣

∣

π

0

= 0,

pa je In = In−2. U naxem sluqaju je I153 = I151 = · · · = I1 =
∫ π

0
dx = π.

2.2 Nesvojstveni integral

Postoje dve vrste nesvojstvenih integrala:

(1) Integral neograniqene funkcije (nesvojstveni integrla prve vrste)

Ako je f(x) neograniqena u taqki c ∈ [a, b] i neprekidna za x ∈ [a, c) ∪ (c, b], tada je
∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→0+

∫ c−ε

a

f(x)dx+ lim
δ→0+

∫ b

c+δ

f(x)dx.

(2) Integral sa beskonaqnim granicama (nesvojstveni integral druge vrste).
Ako je f(x) neprekidna za x ∈ [a,+∞), vaжi

∫ +∞

a

f(x)dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx.

Analogno se definixe na intervalu (−∞, b).

Ako limesi postoje i konaqni su kaжemo da integral konvergira, a u suprotnom da di-
vergira.

Neka je a < c < b. Integral

∫ b

a

f(x)dx konvergira ako i samo konvergira

∫ b

c

f(x)dx i vaжi

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.
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Primer 2.7. Izraqunati I3 =

∫ 0

− 1

2

x+ 1√
x2 − x

dx.

Odgovaraju�i neodreÆeni integral je

1

2

∫

2x− 1 + 3√
x2 − x

dx =
1

2

∫

d(x2 − x)√
x2 − x

+
3

2

∫

dx
√

(x − 1/2)2 − 1/4

=
1

2

√
x2 − x

1/2
+

3

2
ln(2x− 1 + 2

√

x2 − x) + C,

pa je

I3 =

(

√

x2 − x+
3

2
ln(2x− 1 + 2

√

x2 − x)

) ∣

∣

∣

∣

0

−1/2

= −
√
3

2
− 3

2
ln(2−

√
3) ≈ 1, 10941.

Primer 2.8. Izraqunati

∫∞
1

dx
x
√
x−1

.

Dati integral I je nesvojstven - ima neograniqenu gor�u grani
u i podintegralna funk
ija

nije definisana za x = 1. Zato �emo ga napisati kao zbir dva integrala I = I1 + I2, pri qemu je

I1 =
∫ 2

1
dx

x
√
x−1

i I2 =
∫∞
2

dx
x
√
x−1

. Izraqunajmo prvo neodreÆeni integral

∫

dx
x
√
x− 1

=

[√
x− 1 = t, x = t2 + 1

dx = 2t dt

]

= 2

∫

dt
t2 + 1

= 2 arctg t+ c = 2 arctg
√
x− 1 + c.

Tada je I1 = lima→1 2 arctg
√
x− 1|2a = π

2 , i I2 = limb→∞ 2 arctg
√
x− 1|b2 = π − π

2 pa je I = π.

Primer 2.9. Izraqunati I =
∫ π

0
sin2 ϕ dϕ

(1+sinϕ)(1− 1

2
sinϕ)2

.

Uvedimo smenu tg x
2=t. Tada je sinx= 2t

1+t2 , dx=
2 dt
1+t2 , a nove grani
e za integral su 0 i ∞, pa je

I =

∫ ∞

0

8t2 dt
(1 + t2 + 2t)(1 + t2 − t)2

=

∫ ∞

0

8t2 dt
(1 + t3)3

.

Oqigledno, treba uvesti smenu 1 + t3 = u, t2 dt = 1
3 du, u = 1 za t = 0 i u = ∞ za t = ∞, pa je

I =
8

3

∫ ∞

1

du
u2

= − lim
b→∞

8

3u

∣

∣

∣

∣

b

1

=
8

3
.

Primer 2.10. Izraqunati I =

∫ ∞

1

x lnx

(1 + x2)2
dx.

I = lim
b→∞

∫ b

1

x ln x

(1 + x2)2
dx =









u = lnx, dv =
xdx

(1 + x2)2
,

du =
dx
x

, v = − 1

2(1 + x2)









= lim
b→∞

(

− lnx

2(1 + x2)

∣

∣

∣

∣

b

1

+
1

2

∫ b

1

dx
x(1 + x2)

)

= lim
b→∞

(

− ln b

2(1 + b2)
+

1

2

∫ b

1

1 + x2 − x2

x(1 + x2)
dx

)

=
1

2
lim
b→∞

(

∫ b

1

dx
x

−
∫ b

1

xdx
1 + x2

)

=
1

2
lim
b→∞

(

ln |x| − 1

2
ln |1 + x2|

)
∣

∣

∣

∣

b

1

=
1

2
lim
b→∞

(

ln b− 1

2
(ln(1 + b2)− ln 2)

)

=
1

4
lim
b→∞

ln
b2

b2 + 1
+

ln 2

4
=

ln 2

4
.

Primer 2.11. Izraqunati I =

∫ ∞

0

x2 + 1

x4 + 1
dx.

I =

∫ ∞

0

1 + 1
x2

x2 + 1
x2

dx =





x− 1/x = t,
(

1− 1/x2
)

dx = dt,
(x− 1/x)

2
= t2 ⇒ x2 + 1/x2 = t2 + 2,

x = 0 ⇒ t = −∞, x = ∞ ⇒ t = ∞



 =

∫ ∞

−∞

dt
1 + t2

= lim
a→−∞

∫ 0

a

dt
1 + t2

+ lim
b→∞

∫ b

0

dt
1 + t2

=
1√
2

lim
a→−∞

arctg
t√
2

∣

∣

∣

∣

0

a

+
1√
2

lim
b→∞

arctg
t√
2

∣

∣

∣

∣

b

0

=
π√
2
.
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Primer 2.12. Izraqunati

∫ ∞

0

(
√
2 + e−x −

√
2)dx.

Uvede�i smenu 2 + e−x = t2 (t > 0) polazni integral se svodi na

∫

√
2

√
3

(t−
√
2)

(−2t dt
t2 − 2

)

= 2

∫

√
3

√
2

t dt
t+

√
2
= 2(t−

√
2 ln(t+

√
2))

∣

∣

∣

∣

√
3

√
2

= 2(
√
3−

√
2) +

√
2 ln 8− 2

√
2 ln(

√
2 +

√
3) ≈ 0.3345.

Primer 2.13. Izraqunati

∫ ∞

0

x10e−x dx.

Polaze�i od integrala

In =

∫ ∞

0

xne−x dx =

[

u = xn, dv = e−x dx,
du = nxn−1 dx, v = −e−x

]

= lim
b→∞

(

−xne−x

∣

∣

∣

∣

b

0

)

+ nIn−1 = nIn−1,

pri qemu je I0 = 1, dobijamo da je In = n!. Dakle, I10 = 10!.

Integral In definixe Gama funk
iju, koja predstav	a produ�e�e faktorijel funk
ije.

2.3 Primena integrala

Povrxina ravnog lika

Neka je γ neprekidna kriva.

Ekspli
itno zadata kriva. Ako je kriva γ data funkcijom y = f(x) za x ∈ [a, b], tada je
povrxina izme�u luka krive f(x) i x−ose na intervalu [a, b]

P =

∫ b

a

|f(x)| dx.

Poslediqno, povrsina figure u ravni odre�ena krivim f1(x) i f2(x) je

P =

∫ b

a

|f2(x)− f1(x)| dx.

Kriva u polarnim koordinatama. Neka je kriva γ data u polarnim koordinatama ρ =
ρ(ϕ), ϕ ∈ [α, β]. Tada je povrxina figure odre�ene krivom γ za ϕ ∈ [α, β]

P =
1

2

∫ β

α

ρ2 dϕ.

Kriva u parametarskom obliku. Neka je kriva γ zadata parametarski: x = x(t), y = y(t),
t ∈ [t1, t2] i neka je P povrxina izme�u krive γ i x−ose. Razlikuje naredne sluqajeve.

(1) Ako je x(t) rastu�a i y(t) > 0 ili je x(t) opadaju�a i y(t) 6 0, onda je

P =

∫ t2

t1

y(t)x′(t)dt.

(2) Ako je x(t) opadaju�a i y(t) > 0 ili je x(t) rastu�a i y(t) 6 0, onda je

P = −
∫ t2

t1

y(t)x′(t)dt.

Primer 2.14. Izraqunati povrxinu omeÆenu krivim y = 2− x2
i y3 = x2

.

NaÆimo preseqne taqke datih krivih:

{

y = 2− x2

y3 = x2
⇒
{

y = 2− y3

y3 = x2
⇒ y = 1, x = ±1,

pa je povrxina izmeÆu krivih y = 2− x2
i y =

3
√
x2

P =

∫ 1

−1

(2− x2 − 3
√
x2)dx = 2

∫ 1

0

(2− x2 − 3
√
x2)dx =

32

15
.

y =
3
√

x2

y = 2− x2

−1 1

5



Primer 2.15. Izraqunati povrxinu omeÆenu krivim y2 = 2x+ 1 i x− y − 1 = 0.

Kriva y2 = 2
(

x+ 1
2

)

je parabola sa temenom

(

− 1
2 , 0
)

koja seqe

y−osu u taqkama (0,−1) i (0, 1). NaÆimo preseqne taqke datih

krivih:

{

y2 = 2x− 1

y = x− 1
⇒
{

(x − 1)2 = 2x− 1

y = x− 1
⇒
{

x1 = 0, y1 = −1;

x2 = 4, y2 = 3.

Tra�enu povrxinu P nalazimo kao zbir povrxine P1 izmeÆu

krivih y = −
√
2x+ 1 i y =

√
2x+ 1 na

[

− 1
2 , 0
]

i povrxine P2

izmeÆu krivih y = x− 1 i y =
√
2x+ 1 na [0, 4]. Dakle,

y2 = 2x+ 1

y = x− 1−
1

2
4

(4, 3)
3

(0,−1)

P =

∫ 0

− 1

2

(
√
2x+ 1− (−

√
2x+ 1))dx+

∫ 4

0

(
√
2x+ 1− (x− 1))dx = · · · = 16

3
.

Drugi naqin bi bio da posmatramo date krive kao funk
ije od y: x = 1
2

(

y2 − 1
)

, x = y + 1, pa
da povrxinu raqunamo kao integral du� y−ose:

P =

∫ 3

−1

(

y + 1− y2 − 1

2

)

dy = · · · = 16

3
.

Primer 2.16. Na�i povrxinu figure omeÆene krivom y =
√
1−x2

x i pravama x = 1
2 , x = 1 i y = 0.

Tra�ena povrxina jednaka je

P =

∫ 1

1/2

√
1− x2

x
dx =

[

x = sin t,
dx = cos t dt

]

=

∫ π/2

π/6

cos2 t

sin t
dt =

∫ π/2

π/6

dt
sin t

−
∫ π/2

π/6

sin t dt

=

∫ π/2

π/6

sin t dt
1− cos2 t

+ cos t

∣

∣

∣

∣

π/2

π/6

=

[

cos t = u,
− sin t dt = du

]

=

∫

√
3/2

0

du
1− u2

−
√
3

2
=

=
1

2
ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√
3/2

0

−
√
3

2
= ln(2 +

√
3)−

√
3

2
.

Primer 2.17. Na�i povrxinu figure ograniqene krivom (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) (Bernulijevom
lemniskatom).

Prelaskom na polarne koordinate x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ dobi-

jamo jednaqinu (ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ)2 = a2(ρ2 cos2 ϕ− ρ2 sin2 ϕ),
odakle je ρ2 = a2 cos 2ϕ. Vidimo da mora biti cos 2ϕ > 0, tj.
ϕ ∈

[

−π
4 ,

π
4

]

∪
[

3π
4 , 5π

4

]

. Zbog periodiqnosti funk
ije cos 2ϕ
tra�ena povrxina je

(x2 + y2)2 = a2(x2
− y2)

−a a

P =

∫ π/4

−π/4

ρ2 dϕ =

∫ π/4

−π/4

a2 cos 2ϕdϕ = 2

∫ π/4

0

a2 cos 2ϕdϕ = 2a2
sin 2ϕ

2

∣

∣

∣

∣

π/4

0

= a2.

Primer 2.18. Na�i povrxinu kardioide ρ = a(1 + cosϕ), 0 6 ϕ 6 2π, a > 0.

Tra�ena povrxina je

P =
1

2

∫ 2π

0

a2(1 + cosϕ)2 dϕ = a2
∫ π

0

(1 + 2 cosϕ+
1 + cos 2ϕ

2
)dϕ

= a2
(

3

2
ϕ+ 2 sinϕ+

sin 2ϕ

4

)∣

∣

∣

∣

π

0

=
3

2
a2π.

ρ = a(1 + cosϕ)

2a

Primer 2.19. Na�i povrxinu P ograniqenu jednim lukom 
ikloide x = a(t−sin t), y = a(1−cos t)
i x−osom (a > 0 i 0 6 t 6 2π).

P =

∫ 2π

0

y(t)x′(t)dt =
∫ 2π

0

a(1− cos t) · a(1− cos t)dt

= a2
∫ 2π

0

(

1− 2 cos t+
1 + cos 2t

2

)

dt = 3a2π.

x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t)

2aπ
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Zapremina obrtnog tela

Neka je γ nenegativna neprekidna kriva.

Ekspli
itno zadata kriva. Ako je kriva γ data jednaqinom y = f(x), x ∈ [a, b], tada je
zapremina tela nastalog rotacijom krive γ oko x−ose

V = π

∫ b

a

y2(x)dx,

a zapremina tela nastalog rotacijom krive oko y−ose je

V = 2π

∫ b

a

xy(x)dx.

Kriva u polarnim koordinatama. Neka je kriva γ data u polarnim koordinatama ρ =
ρ(ϕ), ϕ ∈ [α, β]. Zapremina tela nastalog rotacijom krive γ oko polarne ose je

V =
2

3

∫ β

α

ρ3(ϕ) sinϕdϕ.

Kriva u parametarskom obliku. Neka je kriva γ zadata parametarski: x = x(t), y = y(t),
t ∈ [t1, t2] i neka je x(t) rastu�a na [t1, t2]. Zapremina tela nastalog rotacijom krive γ oko
x−ose je

V = π

∫ t2

t1

y2(t)x′(t)dt.

Primer 2.20. Kriva y =
√
x · sinx (0 6 x 6 π) rotira oko x-ose. Odrediti zapreminu dobijenog

tela.

Tra�ena zapremina je

V = π

∫ π

0

x sin2 xdx = π

∫ π

0

x · 1− cos 2x

2
dx =

π

2

∫ π

0

xdx− π

2

∫ π

0

x cos 2xdx.

=

[

u = x dv = cos 2xdx
du = dx v = sin 2x/2

]

=
π

2
· x

2

2

∣

∣

∣

∣

π

0

− π

2

[

x sin 2x

2

∣

∣

∣

∣

π

0

− 1

2

∫ π

0

sin 2xdx
]

=
π3

4
≈7, 7516.

Primer 2.21. Na�i zapreminu tela nastalog rota
ijom krive y =
(

x2 + 3
x2

)−3/4
oko x-ose za x > 0.

Znamo da je zapremina tela dobijena rota
ijom krive y = y(x) oko x−ose za x ∈ [a, b] jednaka

π
∫ b

a
f2(x)dx. U naxem sluqaju zapremina V �e biti nesvojstveni integral

π

∫ ∞

0

dx

(x2 + 3/x2)
3/2

= π lim
b→∞

∫ b

0

x3 dx
(x4 + 3)3/2

.

UvoÆe�em smene x4 + 4 = t, 4x3 dx = dt, pri qemu je t = 3 kada je x = 0 i t = b4 + 3 kada je x = b,
dobijamo

V =
π

4
lim
b→∞

∫ b4+3

3

t−3/2 dt = −π

2
lim
b→∞

t−1/2

∣

∣

∣

∣

b4+3

3

=
π

2
√
3
≈ 0, 9069.

Primer 2.22. Na�i zapreminu tela koje nastaje rota
ijom kardioide ρ = a(1+cosϕ) oko polarne
ose.

Telo opisuje gor�i luk kardiodie, pa je ϕ ∈ [0, π]. Dakle, zapremina je

V =
2π

3

∫ π

0

ρ3 sinϕdϕ =
2π

3

∫ π

0

a3(1 + cosϕ)3 sinϕdϕ =

[

1 + cosϕ = t, − sinϕdϕ = dt,
ϕ = 0 ⇒ t = 2, ϕ = π ⇒ t = 0

]

=
2a3π

3

∫ 2

0

t3(− dt) =
2a3π

3

∫ 2

0

t3 dt =
2a3π

3

t4

4

∣

∣

∣

∣

2

0

=
8a3π

3
.

Du�ina luka krive

Neka je γ glatka kriva.

Ekspli
itno zadata kriva. Ako je kriva γ data jednaqinom y = f(x), x ∈ [a, b]. Tada je
duжina luka krive γ

L =

∫ b

a

√

1 + y′(x)2 dx.
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Kriva u polarnim koordinatama. Neka je kriva γ data u polarnim koordinatama ρ =
ρ(ϕ), ϕ ∈ [α, β]. Duжina luka krive γ je

L =

∫ β

α

√

ρ(ϕ)2 + ρ′(ϕ)2 dϕ.

Kriva u parametarskom obliku. Neka je kriva γ zadata parametarski: x = x(t), y = y(t),
t ∈ [t1, t2]. Duжina luka krive γ je

L =

∫ t2

t1

√

x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Primer 2.23. Na�i du�inu luka krive y = ln cosx za x ∈ [0, π4 ].

Du�ina luka krive y = y(x) za x ∈ [a, b] se raquna po formuli L =
∫ b

a

√

1 + (y′(x))2 dx. U naxem

sluqaju je 1 + (y′(x))2 = 1 + tg 2x = 1/ cos2 x, pa je

L =

∫ π/4

0

dx
cosx

=

∫ π/4

0

cosxdx
1− sin2 x

.

UvoÆe�em smene sinx = t, cosxdx = dt, t = 0 za x = 0 i t = 1/
√
2 za x = π/4 dobijamo da je

L =

∫ 1/
√
2

0

dt

1− t2
=

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

t+ 1

t− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1/
√
2

0

=
1

2
ln

√
2 + 1√
2− 1

= ln(
√
2 + 1) ≈ 0, 8814.

Primer 2.24. Na�i obim figure odreÆene krivom y = 1
4x

2 − 1
2 lnx i pravama x = 1, x = 2, y = 0.

Du�ina luka L date krive za x ∈ [1, 2] je

L =

∫ 2

1

√

1 +

(

x

2
− 1

2x

)2

dx =

∫ 2

1

√

1

2

(

x+
1

x

)2

dx

=
1

2

(

x2

2
+ lnx

)
∣

∣

∣

∣

2

1

=
3

4
+

1

2
ln 2.

y = 1

4
x2

−
1

2
lnx

1 2

Du�ina du�i od taqke (1, 0) do taqke (1, y(1)) je y(1) = 1
4 ; du�ina du�i od taqke (2, 0) do taqke

(2, y(2)) je y(2) = 1 − 1
2 ln 2. Konaqo, du�ina segmenta na x−osi od taqke (1, 0) do taqke (2, 0) je 1,

pa je tra�eni obim 3

4
+

1

2
ln 2 +

1

4
+ 1− 1

2
ln 2 + 1 = 3.

Primer 2.25. Na�i du�inu luka krive y = archx za x ∈ [1, 2].

Neka je y = t. Tada je x = ch t, t ∈ [0, arch2], pa je tra�ena du�ina luka

L =

∫ arch 2

0

√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt =
∫ arch 2

0

√

sh2 t+ 1 dt =
∫ arch 2

0

ch t dt = sh t
∣

∣

arch 2

0

= sh arch 2 =

√

ch2(arch 2) + 1 =
√
3.

Primer 2.26. Na�i du�inu luka krive

(

x
a

)2/3
+
(

y
b

)2/3
= 1, a 6= b.

Prelaskom na parametarski oblik krive x = a cos3 t, y = b sin3 t, t ∈ [0, 2π], dobijamo da je �ena
du�una luka

L =

∫ 2π

0

√

x′(t)2 + y′(t)2 dt =
∫ 2π

0

√

9a2 cos4 t sin2 t+ 9b2 sin4 t cos2 t dt

= 3

∫ 2π

0

| cos t sin t|
√

a2 cos2 t+ b2 sin2 t dt = 12

∫ π/2

0

sin t cos t

√

a2
1 + cos 2t

2
+ b2

1− cos 2t

2
dt

=
6√
2

∫ π/2

0

sin 2t
√

a2 + b2 + (a2 − b2) cos 2tdt =

[

cos 2t = u, −2 sin 2t dt = du,

t = 0 ⇒ u = 1, t =
π

2
⇒ u = −1

]

=
3√
2

∫ 1

−1

√

a2 + b2 + (a2 − b2)udu =
3√

2(a2 − b2)

(a2 + b2 + (a2 − b2)u)3/2

3/2

∣

∣

∣

∣

1

−1

=
4(a2 + ab+ b2)

a+ b
.
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Povrxina obrtnog tela

Neka je γ nenegativna glatka kriva.

Ekspli
itno zadata kriva. Ako je kriva γ data jednaqinom y = f(x), x ∈ [a, b], tada je
povrxina tela nastalog rotacijom krive γ oko x−ose

P = 2π

∫ b

a

y(x)
√

1 + y′(x)2 dx.

Kriva u polarnim koordinatama. Neka je kriva γ data u polarnim koordinatama ρ =
ρ(ϕ), ϕ ∈ [α, β]. Povrxina tela nastalog rotacijom krive γ oko polarne ose je

P = 2π

∫ β

α

ρ(ϕ) sinϕ
√

ρ(ϕ)2 + ρ′(ϕ)2 dϕ.

Kriva u parametarskom obliku. Neka je kriva γ zadata parametarski: x = x(t), y = y(t),
t ∈ [t1, t2]. Povrxina tela nastalog rotacijom krive γ oko x−ose je

P = 2π

∫ t2

t1

y(t)
√

x′(t)2 + y′(t)2 dt.

Primer 2.27. Na�i povrxinu tela nastalog rota
ijom krive y = a ch x
a oko x−ose za x ∈ [−a, a].

Kako je ch x
a = ex/a+e−x/a

2 , to je y′ = ex/a−e−x/a

2 , pa je tra�ena povrxina

2π

∫ a

−a

a
ex/a + e−x/a

2

√

1 +

(

ex/a − e−x/a

2

)2

dx = 2aπ

∫ a

−a

ex/a + e−x/a

2

√

(

ex/a + e−x/a

2

)2

dx

= 2aπ

∫ a

−a

(

ex/a + e−x/a

2

)2

dx =
aπ

2

∫ a

−a

(e2x/a + 2 + e−2x/a)dx

=
aπ

2

(

e2x/a

2/a
+ 2x+

e−2x/a

−2/a

) ∣

∣

∣

∣

a

−a

=
aπ

2

(

ae2 − ae−2 + 4a
)

= a2π(sh 2 + 2).

Primer 2.28. Na�i povrxinu P obrtnog tela koje nastaje rota
ijom lemniskate ρ2 = a2 cos 2ϕ
oko polarne ose.

Na osnovu simetrije je

P=2 · 2π
∫ π/4

0

a
√

cos 2ϕ sinϕ

√

a2 cos 2ϕ+

(

− a sin 2ϕ√
cos 2ϕ

)2

dϕ=4a2π

∫ π/4

0

sinϕdϕ=4a2π

(

1− 1√
2

)

.
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