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5.1 Zadaci

Ispitati svojstva strukture (75 - 94).
Zadatak 75 (Z,x), gde je Z skup celih brojeva i x*xy:=x +y+ 2.
Zadatak 76 (R,x), gde je R skup realnih brojeva i xxy:=x+y+ zy.
Zadatak 77 (Q,0), gde je Q skup racionalnih brojeva i x oy =z + 2y.
Zadatak 78 (R,o), gde je R skup realnih brojeva i x oy :=2x + 2y.
Zadatak 79 (R,o), gde je R skup realnih brojeva i xoy := 1—(x+y)+2xy.
Zadatak 80 (Q7,x), gde je QT skup pozitivnih racionalnih brojeva i

Ty
$+y'

TxY =

Zadatak 81 (R™T,x), gde je R* skup pozitivnih realnih brojeva i

T *y = xy>.

Zadatak 82 (G,-), gdeje G ={x+yV5 |22 -5y>=1; 2,y € Q} , a ,”
mnozenje realnih brojeva.

r+y

Zadatak 83 (G,x), gdejeG={x|—-1<x <1, € R} i xxy:= T
Y

Zadatak 84 (R)\ {0},*), gde je R skup realnih brojeva i x *y := a;—y

Zadatak 85 (S,x), gde je S ={(a,b) | a,b€ Q, a#0} 1

(a,b) * (c,d) := (ac,bc+ ¢ + d).

Zadatak 86 (S,-), gde je S = {

ractonalnih brojeva.

112 ‘m,nEZ} 1,7 mnoZenje
n
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Zadatak 87 (S,0), gde je S = {f1, f2, f3, fa} i ,0” je mnoZenje preslika-
vanja. Funkcije fi, fa, f3, fa preslikavaju skup R\ {0} u skup R\ {0} i pri

tome je:

file) =, folw) =, fole) =1 i@ fale) =~ .
L+ Jalb]

Zadatak 88 ({a,b},x*) i operacija x je data tablicom

allalb
bllbd|a

Zadatak 89 ({T,Ll}, A)
Zadatak 90 ({T,L}, V)

Zadatak 91 (Z x Q,x), gde su Z i @Q skupovi celih, odnosno racionalnih
brojeva 1
(@,y) * (u,v) := (z + u, 2% +v).

Zadatak 92 (S,-), gde je S = {l Z 2b ]

a,b e Q; a+b\@>0} )

- mnozZenje matrica.
Zadatak 93 (Z,x,0), gde je Z skup celih brojeva ,
rzxy:=x+y+1 1 zoy:=zy+z+y.

Zadatak 94 (S,+,-), gde je S = {x +yV2 | m,y € Z} , i 47 0,7
sabirangje, odnosno mnozZenje realnih brojeva.
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5.2 ResSenja

U zadacima (75 — 92) ispituju se sledeca svojstva algebarskih struktura:

r
.
5
4o

50

10

20

30

40

50

grupoidnost,

asocijativnost,

postojanje neutralnog elementa,
postojanje inverznog elementa,

komutativnost.

Resenje 75
reZ NyezZ = x+y+2¢€”2

(xy)sz=(x+y+2)xz2=(r+y+2)+z+2=a+y+2+4
rx(yxz)=wx(y+tz+2)=r+y+z+2)+2=2+y+z+4
r*e=exr =2

r+e+2=e+ax+2=2 e=-2

rxx =2 xx = -2

x4+ +2=2"424+2=-2 2 =—-x—4

THkY=1Y*T

r+y+2=y+x+2

(Z, %) je komutativna grupa.

Resenje 76

10

re€RANyYyeER = x4+y+zyce R

2° (zxy)xz = (r4+y+ay)xz=@+y+ay) +z+(x+y+ay)z

= rH+y+tzt+ay+rz+yz+ryz
vx(yxz) = wx(y+ztyz)=c+y+z+yz)+ay+z+yz)
= z+y+z+azy+zz+yz+xyz
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rxe=exr=x, x+etaxe=et+rxt+ex=uw, e(l+x)=0e=0

zxx =2'xx=0, z4+2'+zx' =2’ +2x+22=0, (1+2z)2 = —=x,
/ X

e —— 1
x 1 , T F

TrkY=Yy*xr, T+y+ary=y+x+yx

(R, ) nije grupa jer za element —1 ne postoji inverzni element.
(R, *) je komutativna polugrupa sa neutralnim elementom.

ResSenje 77

1° ze@Q NyeQ = z+2ye@

2° (roy)oz=(x+2y)oz=(r+2y)+2z=x+2y+22
zo(yoz)=zo(y+22)=x+2y+22)=x+2y+4z

3° zoe=z,z+2e=x,e=0
Oox =042z =2z

4° Posto ne postoji neutralni element, nema smisla ispitivati egzistenciju
inverznih elemenata.

5° zoy=x+2y, yor=y+ 2z

(Q,0) je grupoid.

Resenje 78

1° e RANyeER = 20+2yc R

2° (xoy)oz=(2x+2y)oz=2(2x+2y)+2z=4x +4y + 2z
zo(yoz)=xo (2y+22) =2x+ 22y +2z) =2z + 4y + 4z

3° zroe=eox#ux
2r+2e=2e+2x #£=x

4° Ne postoji inverzni element.

5° zoy=2x+2y

yox =2y + 2z =2x+ 2y
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(R, 0) je komutativan grupoid.
Resenje 79
1° zeRANyeR = 1—(x+y)+22y€R

2° (xoy)oz = (l—xz—y+2zy)oz
1-1-2z—y+22y) —2+2(1—x—y+22y)z
= z+y+z—2xy—2xz —2yz +4dzyz

zo(yoz) = zo(l—y—z+2yz)
= l—-2—-—(1-y—2z+2yz)+22(1l —y—z+2yz)
= z+y+z—2xy—2zxz—2yz +4zyz

3° zoe—eox=u=u
l—-x—e+2ze=1—e—x+2ex==x
1-2z—e+2ze=0, (1-22)(1—€)=0,e=1

4° zor' =2'ox =1, 1—x—2'+2z2' =1—-2'—x+22'2 =1, 2z—1)a’ ==,
)T 1
a1 U7 3

5° zoy=1—z—y+2zy, yor=1—-y—z+2yx=1—x —y+ 2xy

(R, o) je komutativna polugrupa sa jedinicom.

ResSenje 80
1° IE€Q+ A y€Q+ _— ﬂe@-‘r
r+y
xy
Ty x—|—yz TYZ
2° (xxy)*xz= * z = =
(@y) Tty Yy, wytaz+yz
T+y
Yz
x
Yz y+z TYZ

Tx(Y*2)=a%* = =
(yx2) Y+ 2z x4+ Y= Ty + T2 + Yz

Y+ z
xe ex
3° rxe=exx=1x, —— = =z, ze=2+ze, 22 =0
r+e e+x

(@7, *) nema neutralni element.
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4° (Q™",*) nema inverzni element.

Ty
5° xxy =
y r+y
yx Ty
Y* T = =
y+x r+y

(@7, *) je komutativna polugrupa.

Resenje 81

1° 2ze Rt AN ye Rt = 2%? c R*

2° (zxy)*z=(2%%) * 2 = (2%9?)%2? = 2ty?2?
v (y*2) = (y222) = 22(y%22)? = 22yt

3° zxe=exzx=ux, 22 =e’x’=1

(R*, %) nema neutralni element.
4° (R*,x) nema inverzni element.
5 1wy = 2%y

yxx =22 = 2%y’

(R*, %) je komutativan grupoid.
Resenje 82

1° Ako je a,b € G, onda postoje x1,y1,x2,y2 € @ takvi da je
a:xl—i—yl\/g, b:xQ—i—yg\/g, w%—5y%:11x%—5y%:1. Tada je

a-b=(x1+1y1V5) - (z2 + y2V5) = (122 + Syrye) + (212 + 2oy1)V5.

Neposredno je jasno da je z1x2+5y1y2, 1y2+22y1 € Q. Dalje imamo:
(z122 + 5y192)* — 5(w1y2 + 231)°

= 2223 + 10z 2211y2 + 25y3y3 — 5ady2 — 10z120Y1Y2 — H23Y?

= afw — brtys — Su3yf + 25yiy3

= af(23 — 5y3) — 5yt (23 — 5y3)

= («% = 5yi) - (23 — 5y3)

=1.



5.2. RESENJA 45

2°  Asocijativnost vaZzi jer je u pitanju mnozenje realnih brojeva.

3°  Neutralni element je e = 140 - /5.

1
4°  Neka je a = = 4+ yv/5. Dokazimo da je ¢’ = ——— inverzni element
T+ y\/g
elementa a.
, 1 r—yV5 x—-yv/5 x—yJ/b
a = . = 3 3 = = r — y\/g
z+yVh xz—yv/5 22-5y 1

2?2 —5(—y)? =22 - 5y% = 1.
5° Komutativnost vazi jer je u pitanju mnozenje realnih brojeva.
(G,-) je komutativna grupa

Resenje 83

r+y

142y
(1—22)(1-y?) >0
1—22 -2+ 222 >0

1° xxy=

1+ 2zy + 22y > 22 + 22y + 2
(1+2y)? > (z +y)?

(z+y)?
MY, 142y >0
(14 zy)? 4
THY )
142y
-1< Ty <1.
142y
rT+y
+z
o Tty 1+ 2y T+ y+z+ayz
2° (zxy)xz= %2 = =
1+ xy 1_|_$+Z~/_Z 1+zy+2z+yz
142y
Y+ =z

y+z x+1—|—yz Tyt zt+ayz
1+yz_1+xl/+z Cltaytrztyz
149z

xx(y*z)=1xx*
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3° rxe=exx=mu,
r+e e+x
l14+ze l4ex
e(1—2%)=0,e=0

Zz,

4° zxax'=2'xx=0
x+a ¥4 0. 4
= = 7$:—$
1+z2/ 1+2'z

rT+Yy Y+
142y 1+yx

(G, *) je komutativna grupa.

5 xxy =

ResSenje 84
1° x,yGR\{O}:%ER\{O}

at
o _ (Y 9 TYz
2 (x*y)*z—(z)*z_—z =
Yz
"Bi
Yz xYz
3° rxe=exx=mu,
e ex 5
2 2 ’
4° zxx'=2'xx =2
zx' 2z
7:7:2 ,:—
2 2 T
Ty YT
50 = — = — = .
T*Y 5 5 Y*T

(R\ {0}, %) je komutativna grupa.

ResSenje 85

1° (a,b) € SA(c,d) € S= (ac, bc+c+d)e S

2° ((a,b) * (c,d)) * (e, f) = (ac, bc+ c+d) * (e, f)
= (ace, bce +ce +de+e+ f)
(a,b) % ((e,d) = (e, f)) = (a,b) * (ce, de+ e+ f)
= (ace, bce + ce + de + e + f)
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3°  (a,b) * (e1,e2) = (e1,€2) * (a,b) = (a,b)
(ae1, bey + e +e2) = (e1a, esa+a+b) = (a,b)
ae; =ea=a, e =1
bei1 +e1+ex=ea+a+b=0>
b+1l4+es=eata+b=0>b, eg =—1

(1,—1) je neutralni element za operaciju .
4°  (a,b) x (a’, V) = (d, V) * (a,b) = (1,-1)

(ad, ba' +d' + V) = (da, Va+a+b)=(1,-1)

, 1
aa’ =a'a=1, a = —

a
ba' +ad +V =ba+a+b=-1
11 b1
be 44 W —batatb——1, 4 =2
a a a

(l _a+b+1

, ) je inverzni element za (a,b).
a a

5°  (a,b) * (¢,d) = (ac, be+c+d)
(¢,d) * (a,b) = (ca, da+ a+b)

(S, %) je nekomutativna grupa.

Resenje 86
o 1+2my 1+ 2mo
r = ——— N = —-————
1+ 2n 1+ 2n9

_1+2m 1+2m2_1+2(m1+m2+2m1m2)65
YT T om 142ns 14 2(n1 + 1o+ 2nim)

x .

2° Asocijativnost vazi jer je u pitanju mnozenje racionalnih brojeva.

1+2-0

3P e=1=_ ="

‘ 1+2-0
40 _1+2-m ,  1+2-n

Tt et T1x2om

5°  Komutativnost vazi jer je u pitanju mnozenje racionalnih brojeva.

(S,-) je komutativna grupa.
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Resenje 87

Lo [ Al ] fs] fa
Nl fe|fs]fa
P Vhalfolfi|falfs
sl fs | fa|l i| fo
Jall fal fs| o | N

2° Asocijativnost vazi jer je u pitanju mnozenje preslikavanja.

3 e=fi

4 fi=h, f5="0, fi=1Ff fi=h

5° Iz tablice neposredno sledi komutativnost operacije o.
(So) je komutativna grupa.

Resenje 88

1° z,y € {a,b} = zxy € {a,b}.

S oo o Q||| 8

H T*Y ‘ Y *z \ (x*y)* 2z \ x* (y*2) ‘

<

20

z
a
b
a
b
a
b
a
b

SRS QL
IsERsEE Rl Rl Rl e
QISR RS
eSS oe
eSS oe

3° e=a

4° ad' =a, bV =0

(o ]y[zxy[ysa]
a | a a a
5° alb b b
blal b b
b|b a a
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({a,b}, *) je komutativna grupa.
ResSenje 89

1° zyye{T, L} =aoAye{T, L}

’x ‘ Y ‘ z Hx/\y‘y/\z‘(x/\y)/\z‘x/\(y/\z)‘
T T|T T T T T
T T /| L T 1 1 1
T LT 1 1 L 1
2° T L | L 1 1 1 €L
LT T 1 T 1 L
1| T L 1 1 1 L
L LT 1 1 1 L
I N 1 1 1 1
3 e=T

cANT=TAzxz==zx
r=x=2x

£ dAL=1nd=1#T

Element x = | nema inverzni element.

la [y lany[yne]
T T T T
5° T L L 1
11T 1L 1
1| L i iR

({T,L}, A) je komutativna polugrupa sa jedinicom.

Resenje 90 ({T,L}, V) je komutativna polugrupa sa jedinicom.
Resenje 91

1° (z,y), (u,v) € ZxQ = (x+u, 2"y+v) € ZxQ

2° ((a,b) x (c,d)) * (e, f) = (a+¢c, 2°b+d) * (e, f)
=(a+c+e, 2°(2°b+d) + f)
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=(a+c+e, 27+ 2°d + f)
(a,0) = ((c,d) * (e, f)) = (a,b) * (c+ e, 2°d+ [)
= (a+c+e207¢ +2¢d + f)
3% (e1,€2) =(0,0), (z,y)*(0,0) =(0,0) * (z,y) = (z,y)
42 (2,y) = (-z,-27")
57 (@,y) * (u,v) = (z +u, 2" +v)
(u,v) * (z,y) = (u+ x,2%v 4+ y)
(Z x Q,*) je grupa.

ResSenje 92

1° z=| " 201 , Y= az 2b ;a1 +b1v2 >0, ag +bavV2 >0
b1 al bg as

aias + 2b1b2 2a1b2 + 2a2b1 _ aias + 2b1b2 2(@1[)2 + agbl)
azb1 +aiba  2b1ba + aras a1ba + asbr  araz + 2b1bo

arag + 2b1bg + (a1be + agb1)V2 = a1(az + bav/2) + b1v/2(az + bav/2)
= (a1 + b1v2)(ag + bav/2) > 0

2°  Mmnozenje matrica je asocijativno.

3° 62[1 2’0165, 140v2=1>0

0 1
a —2b
40 T = [ Z Zb ‘| , 33, — CL2 :b2b2 CL2 —a2b2
a2 —2b2 a2 —2bh?
a + —b Vo — a— b2 B 1 50
a2 =202 a2 —202" " (a—bV2)(a+bvV2) a+bv2

50 a1 2b; | a2 2bs | ara2 + 2b1bo  2a1by + 2a9b1
b a; by as | | asby +aibe  2b1by + ajaz
a9 2b2 . aq 2b1 i ajas + 2()1[)2 2a2b1 + 2a1b2
by as by a1 | | aiba+agby  2b1by + ayaz
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(S,-) je komutativna grupa.

U zadacima (93 — 94) ispituju se svojstva algebarskih struktura sa dve
operacije i to:

1) U tackama (1° — 5°) svojstva prve operacije redom: grupoidnost, aso-
cijativnost, postojanje neutralnog elementa, postojanje inverznog ele-
menta i komutativnost.

2) U tacki 6° se ispituje distributivnost druge operacije prema prvoj.

3) U tackama (7°—11°) se ispituju svojstva druge operacije istim redom kao
svojstva prve operacije u tackama (1° — 5°).

Resenje 93
1° zeZ NyeZ=z+y+1ec”
2° (zry)xz=(@+y+D*rz=0+y+2z+2
xx(y*xz)=zcx(y+z+1)=x4+y+2z+2
3° xxe=exxr==x
r+et+l=et+ax+1l=2 e=—-1
4° gxax' =x'xx=-1
x4+ +1=2d"4+2+1=-1, 2/ =—-2-2
5 zxy=zx+4+y+l=y+z+l=y=x*zx
6° ze€eZNyeZ—=ayt+ax+yecs
7 (zoyloz=(zyt+rtyloz=(ryt+ar+yz+(@y+r+y) +=
=r+y+ztry+xrz+yz+xyz
zo(yoz)=wo(yz+y+z)=z(yz+y+2)+r+(yz+y+z)
=rx+y+ztry+rz+yz+xyz
8 zoe =¢dox==x
el +r+e =erv+etr=x

(x+1)e =0, =0
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9° xr# -1
zox' =2'ox =0
x4+ =22+ +x=0

x
1 /:_ /:_
(x+1)x x, x P

10° zoy=zxy+x+y=yr+y+ax=yocz

11° zo(y*xz)=zo(y+z+1)=zy+z+1)+x+(y+2+1)
=2z+y+z+14+ay+ao2
(woy)«(woz) = (ay+a+y) (w2 +a +2)
=zy+zr+ytzz+r+z+1
=2z+y+z+1+4+zy+22

(Z,%,0) je polje.

Resenje 94

1° a=z1 +y1V2, b=1z2+y2v2
a+b=(z;+z2)+ (y1 +y2)V2 € S

2° Sabiranje je asocijativno.

3 e=0=0+0v2

4° a=x+yV2, d = —z—yV/2

5° Sabiranje je komutativno.

6° a =1 +y1V2, b=z +y2V/2
a-b=(z122 + 2y192) + (T1Y2 + 21 )V2 € S

7° Mmnozenje je asocijativno.

8 ¢ =1=1+0vV2

1 1
P a=0+1vV2€8, d=—_=-V2¢8
¢ V2 ¢ 0+1v2 2 7

10° Mnozenje je komutativno.

11° Mnozenje je distributivno prema sabiranju.



