Vektorski prostori

Vektorski prostor

Neka je X neprazan skup i (K, +, ) polje. Skup X je vektorski ili linearni prostor
nad poljem skalara K ako ima slede¢u strukturu:
(1) Definisana je operacija + u skupu X (sabiranje vektora), takva da je (X, +)
Abelova grupa;
(2) Definisana je operacija - (mnozenje vektora skalarom) koja svakom vektoru
u € X isvakom skalaru A € K pridruzuje vektor Au € X, pri ¢emu vazi sledeée:
L AMpu) = (Ap)u,
2. (A + p)u = Au+ pu,
3. AMu+v) = Au+ Ao,

4. lu = u.
Ako su uy,ug,...,ur € X vektorii A1, A9, ..., A\; € K skalari, vektor
Aur + Agug + -+ Apug
se zove linearna kombinacija vektora wuq, uo, ..., Uk.

Skup svih linearnih kombinacija vektora iz skupa A C X zove se lineal skupa A:

L(A):{)\lu1+)\2u2—|—~~-+)\kuk | UL, U, .. Uy €A, A, A9, .., A €K, k‘EN}.

Vektori uy,uo, ..., u, € X su linearno nezavisni ako vazi
Atug + Xoug + -+ Au, =0 = AM=X=...=),=0.
Vektori ui, ug, ..., u, € X su linearno zavisni ako postoji A\p € K, A\ # 0, tako da

Je



Atur + Agug + -+ Apu, = 0.
Ako u vektorskom prostoru X postoji n linearno nezavisnih vektora, a svaki

skup od n + 1 vektora je linearno zavisan, tada je prostor X n—dimenzionalan, tj.

dim X = n.

Skup B C X je algebarska baza prostora X ako je B skup linearno nezavisnih
vektora i L(B) = X.

Skup Y C X je wektorski potprostor vektorskog prostora X ako je on sam za

sebe vektorski prostor nad istim poljem skalara i sa istim operacijama kao i prostor
X.
Skup Y C X je potprostor vektorskog prostora X ako i samo ako vazi

1° (Vur,ug €Y) wup+ug €Y,
2° VMue X)(VA€EK) M€y,

ili, drugacije zapisano,

(Vu,v € V)V, v €K) pu+vv €Y.

Normirani prostor

Vektorski prostor X nad poljem K (C ili R) je normiran ako postoji nenegativna
funkcija || - || : X — R takva da je

L. Jjul| =0 & u=20,
2. | Aull = [A] - [[ull,
3. lu+ vl < lull + lvll;

za svako X\ € K i u,v € X. Za funkciju u — |Ju|| kazemo da je norma ili duzina
vektora u.



Zadaci:

1. Ispitati linearnu zavisnost vektora ui,us, us € R3 ako je:
a) u; =(1,0,3), ug = (=1,1,1), wug=(2,-1,3);
b) up = (2, 1, —1), U9 = (0, —2, 3), us = (—2, —4, 5).

ResSenje: a) Formirajmo linearnu kombinaciju vektora ui, us, us, izjednacimo
je sa nula—vektorom i odredimo njene koeficijente:

AUl + Aoug + Azug = )\1(1, 0, 3) + )\2(—1, 1, 1) + )\3(2, —1, 3)
= ()\1 — X+ 2A3, Ao — A3, 3A1 4+ Ao+ 3)\3)
= (0,0,0).

Vektori su jednaki ako imaju jednake odgovarajuée koordinate, pa se koeficijenti
A1, A2, A3z dobijaju reSavanjem sistema linearnih jednacina

Al — Ao+ 2X3 =0,

Ao — A3 =0,
3A1 + Ay + 323 =0.
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MnozZenjem prve jednacine sa —3 i dodavanjem trecoj, a zatim mnozenjem druge
jednacine sa —4 i dodavanjem tre¢oj sistem dobija trougaoni oblik

Al — Ao+ 2A3 =0, A — Ao+ 223 =0,
Ay — Az = 0, Ay — A3 = 0,
Ay —3\3 = 0, A3 = 0.

Sistem jednacina je zadovoljen samo ako je Ay = Ay = A3 = 0. Kako je
AUl + Aoug + Asug =0 = Al =X =23 =0,

vektori uq, us, u3 su linearno nezavisni.

b) Kao u prethodnom delu zadatka, odredimo koeficijente u proizvoljnoj line-
arnoj kombinaciji vektora wuy, ug, ug koja je jednaka nula—vektoru:

AUl + Aoug + Asug = >\1(2, 1, —1) + )\2(0, -2, 3) + )\3(—2, —4, 5)
= (201 — 2A3, A1 — 292 —4A3, —A1 4+ 32 + 5A3)
= (0,0,0).

Izjednacavanjem odgovarajué¢ih koordinata dobija se sistem linearnih jednacina

2A1 — 2X3 =0,
AL — 2Xp — dAg = 0,
—A1 +3X+ 53 =0.

Posle slede¢ih koraka:
-drugu jednac¢inu pomnozimo sa —2 i dodamo prvoj,
-drugu jednac¢inu dodamo trecéoj,
-drugu jednac¢inu prebacimo na prvo mesto,
sistem dobija oblik
A1 — 22 —4X3 =0,
4hg +4X3 =0,
Ao+ A3 =0,

tj. svodi se na dve jednacine

Al —2X9 —4)X3 =0,
Ao+ A3 =0.

Iz druge jednacine dobija se A\g = —A3, a zamenom u prvoj i Ay = 2Ag + 4A3 =
—2A3 4+ 4)\3 = 2)3. Prema tome, sistem jednacina je zadovoljen za svaki izbor
koeficijenata

Al =2A3, Ay = —\g, A3 € R.
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Na primer, za A3 = 1, Ay = 2, A3 = —1 dobija se
2u1 —uo +uz3 =0 ili uz = —2u1 + usg,

§to znaci da su vektori ui, uo, us linearno zavisni.

T T - =
2. Dokazati da vektori @ = i +i+k, b=1d+] +2k i ?:_)Z' —|—2j 4.3&>
¢ine bazu u prostoru Vo (FE) i odrediti koordinate vektora d =6 + 9 +14 k

u toj bazi.

Resenje: Vektori 7, ?, ¢ Eine bazu u prostoru Vp(FE) ako su linearno neza-
visni i ako svaki vektor 2 € Vp(E) moze da se predstavi kao njihova linearna
kombinacija.

Da bismo dokazali linearnu nezavisnost @, b @, posmatrajmo njihovu linearnu
kombinaciju

- - = = - = > - =

ad +B8b4+yC=ali+7+k)+B(i+j+2k)+~(i +25 +3k)
- — —

=(a+B+7)i +(@+B+27)] +(a+28+3y)k.

Dobijeni vektor je jednak nula—vektoru samo ako su mu koordinate jednake nuli,
tj. ako vazi
a+pB+v=0,
a+ B+ 2vy=0,
a+28+3y=0.

Oduzimanjem prve jednacine od trece i druge jednacine redom, sistem linearnih
jednacina dobija trougaoni oblik

a+pB+vy=0,
B42y=0,
7 =0,

koji je zadovoljen samo ako je « = § = 7 = 0. Prema tome, vektori a, 7, 7 su
linearno nezavisni.

Pokazimo da proizvoljan T € Vo(F) moze da se predstavi kao linearna kom-
b1nacua Vektora a,b 7 Kako je dimVp(F) = 3, svaki skup od 4 vektora, pa
i {7 b, 7,2}, je linearno zavisan, §to zna¢i da 7 moze da se predstavi kao
linearna kombmacua preostalih.

Na osnovu dokazanih &injenica, skup {d, T , @} ¢ni bazu u prostoru Vo (E).
Koordinate vektora 7 u toj bazi su koeficijenti u linearnoj kombinaciji



7:a7+ﬂ?+’y7

i odredujemo ih na sledeéi nacin:

7:a7+ﬁﬁ+’y?,
- — T e e
6i +9) +l4k =a(i+j+k)+8(i+j+2k)+~v(i +25 +3Fk)

:(a+5+’y)7+(a+,3+27)7>+(a+25+37)?,

a+pB+y=6, a+f+vy=06, v =3,
Oé+ﬂ+2’)/:9, 5_‘_27:8’ B: )
a+28+ 3y =14, v =3, a=
Prema tome, N
d=d+20+7.

3. Dokazati da je {t?,¢% +¢,t + 1} baza u prostoru
Py ={p | p(t) = at® + bt +c¢, a,b,c € R},

a zatim odrediti koordinate vektora g(t) = 4t> — 1 u toj bazi.

Resenje: Kako je dim Py = 3, dovoljno je dokazati da su vektori pi, p2, p3, gde
je pi(t) =2, po(t) = t> +t, p3(t) =t+ 1, linearno nezavisni. Nula-vektor u
prostoru Py je nula-polinom O(t) = 0t2 + 0t + 0. Sada je

Apr+Aape+A3p3 =0 & (Vt S R) A1p1 (t) + )\ng(t) + )\3])3(?5) = O(t)
& (MER) M2+ o (2 +1) + \3(t+ 1) = O(t)
& (VEER) (M +X)t2 4+ (A2 + M)t + A3 = O(t)

A1+ Ao =0,
& Ao+ A3 =0,
A3 =0

-~ )\1:)\2:)\3:0.

Dakle, vektori p1, po, ps su linearno nezavisni, pa ¢ine bazu u prostoru Ps. Koor-
dinate vektora ¢ u toj bazi odredujemo na sledeé¢i nacin:



g=ap1+PBp2+aps & (VtER) qt) = api(t) + Bpa(t) +ps(t)

& (VteER) 42 —1=at> + B (> +1) +y(t+1)
= (a+B)* + B+t +7
a+ =4,
& B+~=0,
y=1

& a=5, =-1, y=1.

4. Ispitati da li skup vektora {(1,2,1),(0,1,2),(1,3,3)} obrazuje bazu vektorskog
prostora R 3,

Resenje: S obzirom da je dim R® = 3 i skup {(1,2,1),(0,1,2),(1,3,3)} sadrzi
tri vektora, da bi ovaj skup vektora predstavljao bazu prostora R 3, dovoljno je da
bude linearno nezavisan. Linearnu nezavisnost skupa vektora utvrdujemo proverom
vrednosti koeficijenata u linearnoj kombinaciji

a(1,2,1) + 5(0,1,2) +~v(1,3,3) = (0,0,0)
< (a+7,2a+ B+ 3y, a4+ 268+ 3y) =(0,0,0). (0.1)
To nas dovodi do homogenog sistema jednacina po koeficijentim «, 81 v
a+v=0
204+ +37=0 & a=p=—n.
a+28+ 3y

Zakljuéujemo da koeficijenti linearne kombinacije (0.1) ne moraju svi istovremeno
biti nule, tj. skup vektora {(1,2,1),(0,1,2),(1,3,3)} je linearno zavisan te nemoze
predstavljati bazu.

5. Dokazati da je
X = {(a7a+6aa+6+770) | O‘a/877€R}

potprostor vektorskog prostora R*, a zatim odrediti dimenziju i jednu bazu
prostora X.

Resenje: Skup X je potprostor vektorskog prostora R* ako vazi:



1° (VXl,XQGX) X1+ X € X,
2° (Vxe X)(VAeR) Ixe X.

Dokazimo 1°. Neka su
x1 = (a1,a1 +b1,a1 + b1 +¢1,0) i x2 = (a2,a2 + b, az + bz + ¢2,0)
proizvoljni vektori iz skupa X. Tada je

X1 + X9 = (al,al +bi,a1 + b1 + 01,0) + (az,az + bo,as + by + CQ,O)
= (a1 + az, (a1 + b1) + (a2 + ba), (a1 + b1 +c1) + (a2 + bz + ¢2),0)
= (a1 + a2, (a1 + az) + (b1 + b2), (a1 + az) + (by + b2) + (c1 + ¢2),0) .

Uvodeéi oznake
a; +az = a, by + by = 83, cLt+e2=v

dobija se

x1+x2 = (0, + f,a+ f+7,0) € X.
Dokazimo 2°. Neka je x = (a,a 4+ b,a+ b+ ¢,0) proizvoljan vektor iz skupa X i
A € R proizvoljan skalar. Tada je

Ax = MNa,a+ba+b+¢0)=(Aa,A\(a+b),\(a+ b+ ¢),0)
= (Aa, Aa + Ab, Aa + A\b + Ac, 0).

Ako ozna¢imo

Aa = a, b=, Ac =1y,

dobijamo
Ax = (o,a+ B,a+ +7,0) € X.

Dakle, X je potprostor prostora R*. Odredimo mu dimenziju i jednu bazu. Pro-
izvoljan vektor x = (o, + B, + f +7,0) € X moze da se predstavi na sledeci
nacin:

x=(,a+ f,a+ +7,0) = (o, o, ,0) + (0, 3, 3,0) 4 (0,0,7,0)
= a(]‘7 1’1’0) +B(0717170) +’7(070’]"0)7

to jest kao linearna kombinacija vektora

u; =(1,1,1,0), uy=(0,1,1,0),  uz=(0,0,1,0).
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Vektori uy, us, uz su linearno nezavisni, jer vazi:
A1ug + Agug + Az3uz =0
< A(1,1,1,0) + A2(0,1,1,0) + A3(0,0,1,0) = (0,0,0,0)

& (AL AL+ A2, A+ A2+ A3,0) = (0,0,0,0)

)\1:Oa
= A1+ A2 =0,
A+ A+ A3=0,

4 )\1:)\2:)\3:0.

Kako su vektori ug, ug, uz linearno nezavisni i L ({ug,uz,uz}) = X, oni ¢ine bazu
u prostoru X . Dimenzija prostora jednaka je broju vektora u bazi, pa je dim X = 3.

6. Dokazati da je
X ={(-a,0,0+5,0) 0. e R}

potprostor prostora R*. Odrediti dimenziju i jednu bazu prostora X.

Resenje: Dokazimo da vazi
(Vx1,%x2 € X)(Vp,v €R)  pxy +rvxg € X.

Neka su x1 = (—aj,a1,a1+b1,b1) 1 x2 = (—ag, az,az+be, by) proizvoljni vektori
iz skupa X i u, v € R proizvoljni skalari. Tada je
px1 + vxa = p(—ai, a1, a1 + by, b1) + v(—az, a2, az + b, ba)
= (p(—a1) + v(—az), par + vag, p(ar + b1) +v(az + bz), by + vbz)
= (—(pa1 + vaz), pay + vag, (pay + vaz) + (uby + vba), by + vba) .
Uvodeéi oznake
pal +rvas = «, pby + vby = f3,

dobija se
pux1 + vxs = (—a, o, a+ 3, 8) € X.

Prema tome, X je potprostor prostora R*. Odredimo bazu i dimenziju prostora X.
Kako proizvoljan vektor x = (—«, o, a + 3, ) € X moze da se predstavi u obliku

X = (—oz,a,oz—f—ﬁ,ﬁ) = (—a,a,a,O) + (0707/87/6) = Oé(—l,l,].,O) +ﬁ(0707171)7
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zakljucujemo da je X = L ({u,uz2}), gde je w; = (—1,1,1,0), uz = (0,0,1,1).
Pored toga, vektori u; i ug su linearno nezavisni jer vazi

Aup +Aue =0 & A\ (—1,1,1,0) + A2(0,0,1,1) = (0,0,0,0)
= (*)\la)\ly)\l + )\27)\2) — (0707070)
S AM=X=0.

Zato {(—1,1,1,0),(0,0,1,1)} predstavlja bazu u prostoru X i dim X = 2.

7. a) Dokazati da je
X ={(a,b,c) eR* |a+b+c=0}

vektorski prostor.

b) Odrediti dimenziju i jednu bazu prostora X.

Resenje: a) Kako je X C R3, dovoljno je dokazati da je on potprostor prostora
R3. Neka su x1 = (ag,b1,c1) i x2 = (a9, bz, c2) proizvoljni vektori iz X i u,v € R
proizvoljni skalari. Tada je

px1+vxe = p(ar, by, c1)+v(az, by, c2) = (pai+vaz, pby +vb, pci +veg) = (a, b, c).
Kako je a1 +by+c1 =0 i as+ by + co =0, vazi
a+b+c = (paj+vag)+(uby +vbe)+ (e +vee) = plar+by+c1)+v(ag+be+cz) =0,

zakljucuje se da pux; + vxo € X.
b) Za proizvoljan vektor x = (a,b,c) € X vazia+b+c¢ =0, tj. c= —a — b, pa
on moze da se predstavi na sledeé¢i nacin:

x = (a,b,c) = (a,b,—a —b) = a(1,0,—1) + b(0,1,—1) = au; + bug,

gde je u; = (1,0,—1), ug = (0,1,—1). Vektori u; i uz su linearno nezavisni jer
vazi
Atup +Aue =0 & A(1,0,—1) + X\2(0,1,—1) = (0,0,0)
g ()‘1, )‘23 _)\1 - )‘2) = (0’ Oa O)
&S M= =0

Zato vektori uj i ug ¢ine bazu u prostoru X, pa je dim X = 2.
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8. Dat je vektorski prostor
X ={(8z,2z,y) | #,y €R}

u odnosu na uobicajene operacije sabiranja vektora i mnozenja vektora skalarom.
Odrediti dimenziju i jednu bazu vektorskog prostora X.

Resenje: Proizvoljan vektor u € X moze da se predstavi u obliku
u = (3z,2z,y) = (3,2,0) +(0,0,1).

Kako su vektori (3,2,0) i (0,0, 1) linearno nezavisni, oni ¢ine bazu u prostoru X,
pa je dim X = 2.

9. Dokazati da je
X = {(a,ﬁ,%aJrv) la+B8+7y=0,087 ER}
potprostor prostora R, Odrediti bazu i dimenziju prostora X.

Resenje: Za proizvoljni vektor u = (o, 5,7, +7v) € X vazi a+ f+ v = 0,
paje 8 = —a—, tj. u = (o,—a — v,7,a + 7). Zbog toga skup X moze da se
predstavi u obliku

X:{(a,—a—%%wrv)\OweR}-

Na nacin prikazan u reSenjima zadataka 4. i 5. zakljucuje se da je X potprostor
prostora R*, dim X = 2, a jedna baza je {(1,—1,0,1),(0,—1,1,1)}.



