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SloZeno kretanje tacke
Relativno, prenosno i apsolutno kretanje tacke
Za proucavanje slozenog kretanja tacke potrebno je neko
. pokretno telo | i tacka M koja se krece po njemu. Kretanje
tatke M u odnosu na nepokretan koordinatni sistem Oxyz
M ! naziva se apsolutno kretanje i odredeno je parametarskim
\ jednacdinama kretanja

\ x=x(t), y=yt), z=21),
¢ ili F=xi+yj+zk . Brzina i ubrzanje tatke M u odnosu na
7 koordinatni sistem OXyz naziva se apsolutna brzina, odnosno

A | \\ apsolutno ubrzanje tacke M. Kretanje tacke M u odnosu na
I3 pokretni koordinatni sistem O, £rng, naziva se relativno
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kretanje i odredeno je slede¢im parametarskim jednacinama

i v, &=&(1), n=n(t), c=¢(t),
i } / $to se moze izraziti u slede¢em vektorskom obliku
| p=El+nii+cv.
Kretanje tacke tela I, sa kojom se u datom trenutku poklapa
tatka M, naziva se prenosno kretanje. Prenosna brzina i
prenosno ubrzanje tacke su brzina i ubrzanje one tacke tela |
sa kojom se posmatrana tacka poklapa u datom trenutku.

Brzina tacke pri sloZenom kretanju (apsolutna brzina tacke)

Polozaj tacke M u odnosu na nepokretni koordinatni sistem OXyz odreden je sa
F=P, +p=T, +E1+nii+cv .
gdeje 7, =00, a p=0M . Tada je
V=r=r, +p,
b=l it U+ EL+ i+ b
Prva tri ¢lana na desnoj strani prethodnog izraza karakteriSu brzinu promene vektora p u odnosu na
pokretni koordinatni sistem O,&7¢ . Taj deo izvoda po vremenu ,5 predstavlja lokalni (relativni) izvod

po vremenu vektora p , odnosno relativnu brzinu tacke M, tako da vazi

= dp o -

v, = éf:§/1+77,u+gv~
Preostala tri ¢lana u izrazu za p KkarakteriSu promenu vektora 5 koja je posledica kretanja
koordinatnog sistema O,&£re u odnosu na koordinatni sistem Oxyz. Izvodi po vremenu jedini¢nih

vektora 1, 4 1 v odredeni su na slede¢i nacin
A=0xAi, [=dxji, V=@xV,
gde je @ vektor trenutne ugaone brzine obrtanja tela | oko uslovno nepokretne tatke O,. Zamenom
ovih relacija dobija se
p=VN, +&dxA)+n(@x i)+ (dxV), p=N, +@x(EL+nfi+5V),

,B:d(;t/)+c?)x,5:\7r+c?)xﬁ-

Apsolutna brzina tatke M mozZe se sada izraziti kao V =V, +&x p+V, . Ako se tatka M ne krece po

telu I, tada je \7r =( iprethodni izraz svodi se tada na prenosnu brzinu tatke M
V,=V, +@xp-
Prethodnim izrazom odredena je brzina one tacke tela I, koje vrsi opste kretanje, sa kojom se u datom

trenutku poklapa tacka M. 1z svega prethodnog proizilazi da je apsolutna brzina tacke M jednaka zbiru
prenosne i relativne brzine, tj.

V=V, +V,.
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Intenzitet, pravac i smer apsolutne brzine odreden je, npr. projekcijama na ose Dekartovog pravouglog
koordinatnog sistema Oxyz, tj.
V=V, +Vs V=V 4V, Y,

Vi, +V,,-
sV ~ ..V "
V= VZ+V] 4V, cosL(V,l):VX, cosZ(V,])=—=> cosA(V,k):VZ-

<

Ubrzanje tacke pri sloZenom kretanju (apsolutno ubrzanje tacke )

Izraz za apsolutno ubrzanje tacke M koja se krece po telu | nalazi se odredivanjem izvoda po vremenu
izraza za apsolutnu brzinu tacke M, ;.
d=V=V, +oxp+axp+V,,
pri ¢emu je \70 =g, - ubrzanje pola translacije, @ =& - prenosno ugaono ubrzanje tj. ugaono ubrzanje
1 1

tela . Analogno izrazu za brzinu moze se pisati

. 7 2 =
VASLASNP Y S YA S 7
dt dt ot

Relativno ubrzanje &, tacke M govori o promeni relativne brzine V. usled relativnog kretanja. Kada

= CA+iifi+ V-

koordinatni sistem O,¢rg miruje, tj. kada se telo | ne krece, sledi da je

a=a4a,.
Na osnovu prethodno recenog, izraz za apsolutno ubrzanje tacke M moguce je napisati u obliku
d=8, +éxp+dx(V, +@xp)+8 +0xV,, d=8, +Exp+adx(dx p)+a, +2&xV,.

Kada tacka M ne vr$i relativno kretanje, tj. \7r =0 1 & =0, prethodni izraz svodi se na prenosno
ubrzanje tacke M

— — — — — — — — — — —_ — Q()

d, =8, téxp+ox(oxp), d, =8, +Exp+adxVy'-
Izraz 24 xV, naziva se Koriolisovo ubrzanje tacke M, obelezava se sa 8. G-

a’cor =20 ><Vr :

Intenzitet vektora g, odreden je sa a , =2wV, sin Z(V, ). Ocigledno je da je Koriolisovo ubrzanje

a,,, jednako nuli u slede¢im slucajevima:
1) @=0, tj. kada se telo po kome se krece tacka, krece translatorno; 2) V, =0, tj. kada se tacka ne

kreée relativno; 3) &’,H\Z , tj. kada su vektori trenutne ugaone brzine tela po kome se krece tacka i

relativne brzine tacke paralelni.
Pravac vektora Koriolisovog ubrzanja 3, upravan je na ravan koju obrazuju

vektori trenutne ugaone brzine tela po kome se krece tacka & = @, i relativne

brzine tacke \7r , a smer je takav da se posmatrano sa kraja vektora g, obrtanje

or
vektora @ najkra¢im putem do poklapanja sa vektorom \7r , vidi kao matematicki
pozitivno. Na osnovu prethodnog proizilazi da je apsolutno ubrzanje tatke M
jednako zbiru prenosnog, relativnog i Koriolisovog ubrzanja, tj.

d=ap+a +dgr-

Intenzitet, pravac i smer vektora apsolutnog ubrzanja tacke M moze se odrediti pomocu
projekcija na ose nepokretnog Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema OXyz, tj.
a, =a, +a, +a,,> a, =a, +8, +8,,>a, =a, +a, +a

cor; corz

- = a - a - a
a=.la;+a; +a; cosA(a,l)zgxa cosZ(a,j)=-2, cosA(a,k):;Z-

cory

o |4
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Dinamika relativnog kretanja tacke

Diferencijalne jednadine relativnog kretanja tacke

Kretanje tacke u odnosu na inercijalne koordinatne siteme koji se
smatraju uslovno nepokretnim naziva se apsolutno kretanje tacke.
Postoji Citav niz problema kretanja tacke koja se krece u odnosu na
neko telo, pri ¢emu se to telo kre¢e na proizvoljan na¢in u odnosu na
inercijalni koordinatni sistem. Mnoge od ovih problema pogodnije
je posmatrati u odnosu na neinercijalne koordinatne sisteme vezane
za to pokretno telo. Kretanje tatke u odnosu na takve koordinatne
sisteme naziva se relativno kretanje tacke. U odnosu na takve
koordinatne sisteme, u opStem slucaju, nece vaziti osnovna
jednacina dinamike tacke.

Osnovna jednacina dinamike tacke, u odnosu na inercijalni (uslovno

nepokretni) koordinatni sistem Oxyz je:ma=F2+R, gde je &

apsolutno ubrzanje posmatrane tacke, F? rezultanta svih aktivnih sila koje deluju na tacku, a R
reakcija veze. Poznato je iz kinematike da vazi

- ).

drVr _ drp

dt g2

é.:ap"'al""écora ép=§A+§pXﬁ+5)pX(ﬁ)pXﬁ), a = :‘524‘7.7./‘7*5‘7

acor = ZE)p ><\7r , gde je: dp - ubrzanje tacke A (pola translacije), (T)p - prenosna ugaona brzina (ugaona
brzina tela | u odnosu na inercijalni koordinatni sistem), &p- prenosno ugaono ubrzanje (ugaono

ubrzanje tela | u odnosu na inercijalni koordinatni sistem), p=¢& A+ 1 [i+¢ Vv - vektor polozaja tacke u

odnosu na pokretni koordinatni sistem A&y, \7r - relativna brzina tacke M , .
\7r = d(;_tp =1 +nfi+¢v , pri Cemu je sa :l—; oznacen lokalni (relativni) izvod po vremenu, i gde su
A, 4 1 v- jediniéni vektori pokretnog koordinatnog sistema Afnpd . Sada je

map +Ma, +Magor = F?+R, odnosno md, =F%+R- ma, —Magor . Ako se uvedu oznake
—ma, =F", —mag, =Fg; , prethodna jednacina dobija oblik
5 ~a_, p, gin, gin
ma, =F+R+Fp +Feor
Vektori IEF',n i Ifc'gr imaju dimenziju sile, a njihov smer je suprotan od smera vektora ubrzanja ap i

acor , respektivno. Vektor lfii)n naziva se prenosna inercijalna sila, a vektor lfcigr - Koriolisova
inercijalna sila.
Prethodna jednacina odreduje kretanje tacke u odnosu na neinercijalni koordinatni sistem A&7¢ 1 ona
se naziva osnovna jednacina dinamike relativnog kretanja tacke.
U opstem slucaju, prenosna inercijalna sila ima tri komponente: IEgA =-ma, - prenosna translatorna,
Ifi')rf =-m(& x p) - prenosna obrtna i Iférlz =-—M(@p x(@p % p)) - prenosna aksipetalna.
Ako je za neinercijalni (pokretni) koordinatni sistem A&7¢ izabran Dekartov pravougli koordinatni
sistem, tada je

méE=F& + Ry +Fpk + Fne,mij = FZ + R, +Fpy + i, .mE=FZ + R, + Fllk + Fih -
Ako je za neinercijalni (pokretni) koordinatni sistem izabran prirodni trijedar, u tacki relativne putanje,
tada se dobijaju sledece skalarne diferencijalne jednacine relativnog kretanja tacke

. 2 i i i i
md(\j/tr :Fta+Rt+FFI)?= m\l/?_r:Fna+Rn+FFI)Ir]1+Fclgrn» OZFba+Rb+FFIJrE)+FCI3rb’
k

Relativna ravnoteZa tacke
Pod relativnom ravnotezom (mirovanjem) tacke podrazumeva se njeno mirovanje u odnosu na

neinercijalni koordinatni sistem. Tada je V; =0, &, =0 i Ifcigr =20 xV; =0, paje
0=F2+R+F)".

Ova jednacina predstavlja jednacinu relativne ravnoteZze tacke.
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Teorema o promeni kineticke energije pri relativnom kretanju tacke
Diferencijalna jednacina relativnog kretanja tacke je
md, = F2+R+Fy' —2m(ap xVy) .

. . . - d T .
Mnoze¢i skalarno, relativnom brzinom tacke V, = dr_:) =&A+nu+¢v,levuidesnu stranu prethodne

jednacine, sledi

OV 2, R+ B, - 2m(@ 2V Y,
Kako je (aﬂ)><\7,r)'\7Ir =0, tj. m\7,r~dr\/ﬂr :Ifa~d,5+§~dr,5+ IE,iJn~d,ﬁ. Leva strana ove jednacine

- o " 1 y L .
moze se transformisati na slede¢i nacin mV, -d,V, :dr(E mV,2J=dEkr, Sto znaci da predstavlja

diferencijal kineti¢ke energije tacke pri njenom relativnom kretanju. Sabirci na desnoj strani jednacine
predstavljaju elementarne radove odgovarajucih sila na relativnoj putanji tacke. To znaéi da se ta
jednacina moze pisati u obliku
dE =5 AF2 )+ s A [R)+ s A [ED),

Sto predstavlja diferencijalni oblik teoreme o promeni kineticke energije tacke pri njenom relativnom
kretanju i moZze se formulisati na slede¢i nacin: diferencijal kineticke energije tacke, pri njenom
relativnom kretanju, jednak je zbiru elementarnih radova na relativnom pomeranju rezultante svih
aktivnih sila, reakcije veze i prenosne inercijalne sile.

Integracijom, u odgovarajuéim granicama relativne brzine tacke, od Vi, do Vi, i u granicama od

polozaja M, do polozaja M, relativne putanje, .

Vr2 1 M, M, My -
o4z )= Jonlee}e [onlfl [snley)
Viy My My M,

dobija se

Tov2 Lov2oa (ﬁ"‘)nLAr (R)+ A (ﬁ‘”)
5 (M;M3) (MiM3) (MM)\"p >
Sto predstavlja teoremu o promeni kineticke energije tacke u kona¢nom obliku, pri njenom relativnom
kretanju, a koja se moze formulisati na slede¢i nacin: kona¢na promena kineticke energije tacke, pri
njenom relativnom kretanju, na nekom kona¢nom relativnom pomeranju tacke, jednaka je zbiru radova
svih aktivnih sila, reakcija veza i prenosne inercijalne sile na tom istom relativnom pomeranju tacke.



