DINAMIKA LETA PROJEKTILA

2. OSNOVNE JEDNACINE KRETANJA
2.1. OSNOVNE JEDNACINE KRETANJA “SFERI CNA ZEMLJA”

2.1.1. Translacija — Newton-ova jedna ¢&ina

Osnove jedndne kretanja su date na osnovu Njutnovog zakonajneecijalni
koordinatni sistem, a za model sferne rotiéajuemlje.

Diferencijalne jedné&ine su definisane u Inercijalnom koordinatnom smit¢X,Z,Y]
(translacione jedrine) i Vezanom sistemiix,y,z] (rotacione jednane).

U bilo kom inercijalnom koordinathom sistemu, Drugewton-ov zakon (Zakon
inercije) glasi:

0°T _ g
matz =>F (2-1)

ili, ako se vektor polozaja razloZi na projekcije u inercijalnom koordinatnom
sistemu vezanom za zem[X,Z,Y], a imaj¢i u vidu da su spoljne sile koje deluju na
projektil aerodinaméka (Fa), pogonska (), upravljajuca (Fc), i gravitaciona (F),
sila:

%X _ B

m atz _ZFX - FAx +FT>< +FC>< +Fg><
0%Y _ _

Moz = DF, =F, +F +F, +F, (2-2)
0%y

mFZZFZ :FAz +FTZ +Fcz +ng

Svaku od ove tri diferencijalne jedfiae drugog reda mozZzemo da d@amimo na po
dve diferencijalne jedi&ne prvog reda, a imaguu vidu da je:

dX

_:V

dt *

dy

—=V. 2-3
prraia (2-3)

mozemo da napiSemo slédeSest diferencijalnih jeddaa prvog reda:
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Vy =3F, /m=(F, +F +F. +F,)/m
V, =3F, /m=(F, +F, +F. +F,)/m (2-4)

V, =2F, Im=(F, +F +F, +F )/m
(jedn&ine brzine ili dinamike jedngine), i
X =V,
Y =V, (2-5)
Z=V,

(jedn&ine polozaja ili kinematske jedéiae).

2.1.2. Rotacija — Euler-ova jedna ¢&ina

Jedndine odrzanja momenta koine kretanja — (Euler-ov zakon) u vezanom
koordinatnom sistemu glasi:

(L—'::@xJ:ZM (2-6)

gde jeJ tenzor inercije:

J={J. J. J (2-7)

Xz yz 2z

Uobicajeno je da je koordinatni sistem postavijen takostix, y, z glavne ose
inercije. Dijagonalnic¢lanovi Jxx, Jy, Jz predstavijaju glavne momente inercije, i
definisani su zapreminskim integralima:

J><x = Ip(yz + Zz)dV
Jy = j ,o(x2 + zz)dv (2-8)

3,.= [ plx +y?av

Ostali ¢lanovi predstavljaju centrifugalne momente inercgefinisane sledg&mn
zapreminskim integralima:
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3., = [ oxydv
J, = J',@(zdv (2-9)
J,, = J'pyzdv

Ako razlozimo vektor ugaone brzinenna njegove komponente duz glavnih
koordinatnih osa vezanog koordinatnog sist¢xaz]:

p
@=|q (2-10)
r

iz jedn&ine (2-6) se dobija:

Jop+3,0+3.F+rq(d, —J,)-J p+J,,pq+ Jyz(q2 - rz): M,
3 b+ 3,0+ 3,0 +1p(3, =30~ J,pq+ d, g+ I (1 - p?)=3IM,  (2-11)

y
3 b+3,4+ 3,0+ pa(d, —3,) - drq+d,pr+ 3, (PP -q?)=3M,

(Euler-ove dinantke jedn&ine za opsti skaj)

Ovo je generalni oblik Euler'ove jedfiae, za telo bilo kakvog oblika. Ona ima malu
primenu, osim za pr@avanje utija debalansa na kretanje projektila. f&telice
(projektili i avioni) su u najmanju ruku simetne u odnosu na vertikalnu ravanzj.
Za takve oblike tela odgovardjcentrifugalni momenti inercijée biti jednaki nuli:

Jy=3J,=0 (2-12)
pace tenzor inercije pte u degenerisani oblik:
JXX O ‘]XZ
J={0 J, O (2-13)
J 0o J

Cime ¢e se jedn&ina (2-11) pojednostaviti u oblik:
I+ f+rqd, —J,)+J,,pd=2M,
3,4+, = 3,0+ 3,2 - p*)=3M, (2-14)
JXZp + ‘]ZZr + pq(JXX - Jyy) - ‘]Xqu = ZM z

(Euler-ove dinantke jedn&ine za letelicu simeihu u odnosu na vertikalnu ravan)

Ako je telo simetidno i u odnosu na horizontalnu ravanyj, 5to ukljiujue krstastu i
onsosimettinu konfiguraciju, svi centrifuglani momenti ingecbice jednaki nuli:
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3,=3,=3,=3,=3,=3,=0 (2-15)

Xy Xz yx yz

pace tenzor inercije preci u vektor inercije J:

XX

J=|0 J, 0]=J (2-16)
Na taj n&in, dobija se Euler-ova jed&iaa u obliku:

wxJ=>'M (2-17)

odnosno, ako razlozimo vektor ugaone brzinea njegove komponente duz glavnih
koordinatnih osa vezanog koordinatnog sist¢xaz]:

Jup+rad,, -J,) =M,
Jyyq+ r.p(‘]zz_‘]xx) = z'\/Iy (2_18)
JF +pA(J —Jy) =2M,
ili, kad se projekcile momenata razloze na komptmdgiMoment ima samo tri
komponente, jer gravitaciona sila deluje u centasanprojektila koji je koincidentan

sa koordinatnim p&getkom Vezanog koordinatnog sistema pa tako neviaazkakav
moment):

p:[ZMx+rq(‘]zz_Jyy)]/‘]xx :[MAX+MTX+MCX+rq(‘]z_‘]yy)]/‘]xx
q:[ZMy+rp(‘]xx +‘]zz)]/‘]yy :[MAy+MTy+MCy+rp(Jxx _‘Jzz)]/‘]yy (2_19)
F=[EM,+pa(dy = I/ Jz =[Mp, + My, + M, +pa(dy —J )]/ I,

(Euler-ove dinantke jedn&ine za krstasti ili osnosimetni projektil)

Da bi se dobile promene Euler-ovih uglova, neoplogeénprojektovati vektor ugaone
brzine na Inercijalni koordinatni sistem:

®| |1 sindtan® cosPtan@|p | p+(gsin®d +rcosd)tgd
©(=[0 cos® -sin® |q = —rsin® + qcosd (2-20)
W| |0 sind/cos® cosd/cosd)|r gsin® +rcos®

CosO

(kinematska jedr@na Euler-ovih uglova)

Upravo u prvoj i poslednjoj od ove tri jedfiae vidi se jedna od najédn mana
predstavljanja ugaonog polozZaja projektila prekteEavih uglova. Kada je vrednost
ugla © bliska vrednostiv2 dobijaju se jako velike vrednosti izvoda ojleifouglova,
sto moZe da izazove numgii nestabilnost pri numeékom reSavanju ovih
jedn&ina. Upravo zbog toga (pre svega) se u moderng@ndiici leta daje prednost
interpretaciji u obliku kvaterniona.
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U slwtaju da se ugaoni poloZaj predstavlja u obliku kwratma, umesto predhodne tri
diferencijalne jednéne ¢e se pojaviti ¢etiri diferencijalne jedn@ine promene
vrednosti kvaterniona:
& 0 -p -q -r|g| |(-ep-ea £N2
élzlp 0 —qq:(%p-gq-ge)rlz
& 2|9 -r 0 pjlg |(teprea N2
& r q -p Ollel |[(-ep e N2

(kinematska jednana kvaterniona)

(2-21)

Dakle, kori€enjem kinematskih jeddaa preko kvaterniona, dobija se jedna
diferencijalna jedn&na viSe nego u séaju da se radi direktno preko euler-ovih
uglova. Medjutim, to je cena koju vredi platiti da izbegne numeika nestabilnost u
okolini vrednosti @|=172. sistem diferencijalnih jeddaa je u ovom sléaju
oc¢igledno predimenzionisan jer, implicitno, sadrZiows

e=1-(@+e+e +eZ)=0 (2-22)

Ovaj uslov se moze koristiti kao kriterijjumctensti prorguna, ili ¢ak kao metod
povetanja t&nosti putem ortogonalizacije kvaterniona (pogladlje

Ovim je sistem diferencijalnih jedtima zatvoren u shiaju nevaenih projektila. U
slwaju vodjenih projektila, Be nam potrebne dodatne jedime. Ove jedn&ne
pretstavljaju dinantke jedn&ine sistema u vodjenja i pravljanja projektilajeonam
omoguavaju da odredimo pozicione uglove kontrolnih eleata projektila..

Integracijom prvih Sest diferencijalnih jedi@a (obttno se one reSavaju numiim
metodom), za zadate §Eine uslove, dobija se trajektorija projektila kagaromena
vektora brzine kretanja centra masa. Preostaleaj@un integracijom daju polozaj
projektila kao krutog tela u prostoru kao i njegaxgaone brzine.

Neophodno je napomenuti da se na ova&méajektirija projektila | vector brzine
dobijaju u odnosu na inercijalni koordinatni systergaoni polozaj projektila takodje,
dok se ugaona brzina projektila dobija u koordinatrsistemu vezanom za projektil.

2.2.  OSNOVNE JEDNACINE KRETANJA “RAVNA ZEMLJA”

Ukoliko je domet projektila dovoljno mali, zanenjarlu odnosu na dimenzije

radijusa Zemlje (u praksi se smatra da ovakva amdcija daje dobre rezultate za
domete do 250 km), krivina Zemlje se moZe zanemiapibvrSina Zemlje se moze

smatrati ravnom. Koriolisovo ubrzanje usled ro&dipordinatnog sistema vezanog
za zemlju (neinercioni sistem) se zanemaruje kaboiizontalna komponenta
centrifugalnog ubrzanja usled rotacije zemlje, de& vertikalna komponenta
centrifuganog ubrzanjadana preko "efektivnog” gravitacionog ubrzanja:

g'=g-Rcos?dQ?2 (2-23)
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Diferencijalne jednéine kretanja projektila se piSu u Normalnom kooaditom
sistemu vezanom za zemljx,,Yo,Zo] koji se smatrgriblizno inercijalnim. Pri tome
diferencijalne jedné&ne translacionog kretanja postaju:

Vo =ZF Im=(F, +F +F +F )/m
V, =ZF, Im=(F, +F +F +F )/m (2-24)

Yy

V, =2F, /m=(F, +F_+F, +F,)/m
(Newton-ove dinantke jedn&ine), i

% =V

Yo =Vy,

2,=V,,
(kinematske jedniane).

(2-25)

Jednéine rotacije ostaju iste kao i ranije, s tim Sto Eaer-ovi uglovi, odnosno
kvaternioni, réunaju u odnosu na Normalni koordinatni sistem vezazamlju a ne
inercijalni koordinatni sistem. Time azimut, elesat ugao | ugao valjanja postaju
Euler-ovi uglovi:

o=y
©=EL (2-26)
W=AZ

2.3. Pocetne vrenosti parametara leta

Polozaj projektila je oo zadat geogrfskom du-inom,, geografskondirinom J; i

nadmorskom visinom H. 1z oveih vé&la se lako dobija getna vrednost vektora
polozaja u inercijalnom koordinatnom sistemu:

(R. + H)cos(d;) cogay)
X, =| (R + H)cog(4, ) sir(a,) (2-27)
(Re + H)sin(d;)

Patetna brzina projektila (pre starta)¢®j u slé¢aju raketnog projektila, jednaka
perifernoj brzini rotacije Zemlje, dode u sluSaju klaghog projektila, ovoj vrednosti
biti dodata vrednost relativne {&tne brzine projektila:

— —

V, =V, +V, (2-28)

Patetni ugaoni poloZaj projektila je standfardno zadalovima azimuta (AZ),
elevacije (EL) i valjanja ), u normalnim vezanom za Zemlju koordinatnom siste

Iz ovih uglova lako se dobija petna vrednost matrice transformacljf jedna&inom
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(1-56), a zatim i peetna vrednost matrice transformacijg' jedn&inom (1-57) i
pocetne vrednosti kvaterniona jediraom (1-58)-(1-61)

Pcatetna relativna ugaona brzina valjanja, kod lagasiwajucih i brzo-rotiraji€in
(klasiénih) projektila Q, je ob&no zadata, dok se petna vrednost vektora apsolutne

ugaone brzine projektila dobija transformacijom awgaone brzine u inercijalni
sistem i dodavanjem ugaone Zemlje:

p Q, 0
q| =T,| 0|+ O (2-29)
rl, 0 Q¢

Time su odréeni paetni uslovi diferencijalnih jedri@na kretanja.
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