PROSTOPERIODICNE STRUJE (podsetnik za pripremu ispita) sToJIC 1

Ustaljeni sinusni (prostoperiodicni) rezim

Ako u kolu deluje prostoperiodi¢ni (naponski ili strujni) izvor kruzne ucestanosti w, tada su u
ustaljenom stanju, svi naponi i sve struje u tom kolu takode prostoperiodi¢ni sa istom kruznom
ucestanoS¢u w. ReSavanje kola sa naizmeni¢nim strujama u vremenskom domenu je isuvise
matematicki intenzivno, pa se zbog toga primenjuje fazorski racun.

Fazori

Neka je prostoperiodi¢ni napon u(t) =U, _cos(w-t+6)=U -x/zcos(a)-t +0), gde je

U — efektivna vrednost napona, U,,—amplituda napona

(ot + 0) — trenutna faza napona, 6 — pocetna faza napona,
f—ucestanost napona f =1/T, T- period napona,

w — kruzna u€estanost, =27 =27/T .

vremenski domen (t) ~ u(t)=U 2 -cos(w-t+6) vremenski domen (t)
u(t) =Re[U ‘\/E-ej(w”@)] T
u(t) =Re[U 2 el ]
u(t) = Re[U -e¥? -2 -ei]
v u(t) =Re[U -v2-e']

kompleksni domen U=U-e’=Uz0 . kompleksni domen

Kompleksna veli¢ina U =U -e!’ =U /@ naziva se fazor napona u(t).

Otpornik u ustaljenom prostoperiodicnom reZimu:

Us =R-1=R-1_-cos(w-t+y)=U,, -cos(w-t+0;) = U, =Rl A 0=y, tj

» U ustaljenom prostoperiodicnom rezimu struja otpornika i napon na njemu uvek su u fazi (tj.

0, =y ). Efektivna vrednost (prostoperiodicnog) napona na otporniku je
U, =R-1, gde je Il efektivna vrednost struje kola.

U ustaljenom stanju struja i i napon na otporniku ug mogu se predstaviti u obliku:
i=v2-Re[l-e”'} A uy=+2-RelU,-e"'],

to se odatle pri usaglasenim smerovima za napon ug i struju i lako dobija sledeca implikacija,

Vt: Uy =2-Re{Ug e} =R-i=2-Re{R-1-e"} = Uy =R:-1=2Z,1. (1)
Relacija (1) pokazuje da se kompleksni predstavnik napona na otporniku usaglasenog smera sa

strujom, dobija kao proizvod termogene otpornosti R (ili "kompleksne impedanse" otpornika Zg=R)
i kompleksnog predstavnika struje /.

Kalem u ustaljenom prostoperiodicnom rezimu:
u = L-% = L% l,-cos(w-t+y)=—w-L-1_-sin(o-t+y)=w-L-1_ -COS(a)-t+l//+% )=

=U,,-cos(w-t+6 ) = U, =o-L1, A 9L=w+g_

» U ustaljenom prostoperiodicnom reZzimu struja kalema fazno zaostaje za naponom na njemu za
ugao 1t/2 (tj. 8,-Y=mn/2). Efektivna vrednost napona na kalemu je
U =w-L-1=X_-1 (X_=w-L « induktivna otpornost kalema)
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S obzirom da se struja i i napon kalema u, mogu predstaviti u svakom trenutku u slede¢em obliku:
i=v2-Re{l-e”'} A u =+2-Refu -e"'},

to se odatle pri usaglasenim smerovima za napon uy i struju i lako dobija sledeca implikacija,

Vt uL :o\/E-Re{uL .ejw-l} — L-%:a\/i-Re{(j(’o. L).I_,ejw't} = QL :(ja)- L).I_:;L .I_ . (2)
Relacija (2) pokazuje da se kompleksni predstavnik napona kalema usaglasenog smera sa strujom,
dobija kao proizvod kompleksne impedanse kalema Z =jw-L i kompleksnog predstavnika struje /.

Kondenzator u ustaljenom prostoperiodic(nom rezimu:

i = c:ddltC - c%[ucm cos(at +6.)] =—wCU,,, sin(t + ) = CU,,, cos(at + 0 +§) -

=1 cos(wt+¥) = |_=aCU_ A ‘I’:0C+%.

» U ustaljenom prostoperiodicnom rezimu struja kondenzatora fazno prednjaci naponu na njemu
za ugao /2 (tj. Y-8¢.=m/2).. Efektivna vrednost napona na kondenzatoru je,

1
U.=——-1=X_-I
cTC c

Posto se struja i i napon kondenzatora uc mogu predstaviti u svakom trenutku u obliku:
izﬁ-Re{l-ej‘“‘t} A uczﬁ-Re{gc-e"“"t},

to se odatle pri usaglasenim smerovima za napon uc i struju i lako dobija slede¢a implikacija

du . i 1

d—tczﬁ-Re{(Jco-C)-gc-elw"} = U.=—"-1=2Z,-1.

= jo-C 1
Dobijena relacija (3) pokazuje da se kompleksni predstavnik napona na kondenzatoru usaglasenog

vt: i=+2-Refl-e”}=C- (3)

smera sa strujom, odreduje kao proizvod kompleksne impedanse kondenzatora Zc=1/(jw-C) i
kompleksnog predstavnika struje /.

Svi zakoni koji vazie u elektrokinetici vremenski konstantnih struja, vaZe i u ustaljenom
prostoperiodicnom reZimu, stim Sto se umesto trenutnih vrednosti struja i napona koriste
kompleksni predstavnici struja i napona, a umesto RLC elemenata njihove impedanse.

Relacije (1), (2) i (3) koje povezuju kompleksne predstavnike napona i struje otpornika, kalema i
kondenzatora predstavljaju kompleksne oblike Omovog zakona za te elemente.

Prema tome, u ustaljenom prostoperiodi¢cnom reZimu u RLC kolima i mreZzama:

(a) Sa kompleksnim impedansama elemenata postupa se isto kao i sa otpornicima u termogenim
mrezama. Kompleksna impedansa u opstem slucaju je oblika Z=R+j-X=Z-€'®, gde je R-rezistansa, X-
reaktansa, Z je moduo, a ¢-argument kompleksne impedanse Z. Kod RLC mreZa uvek je R>0, a X
moze biti > 0 ("pretezno induktivna" impedansa) ili < 0 ("pretezno kapacitivna" impedansa), u
zavisnosti od RLC parametara i kruzne frekvencije. Recipro¢na vrednost impedanse Z zove se

admitansa Y:
1 1 R . X : R X
=== = -j =G+jB, G=———, B=——"——,
T~ Z R+j-X R*4+X? I RTx . R? + X? R? + X?

gde se G zove konduktansa, a B susceptansa admitanse Y.
(b) Vaze kompleksni oblici svih navedenih teorema mreza i svih metoda koje se koriste za analizu
tih mreza (npr., metod konturnih struja, metod potencijala ¢vorova itd.).
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Za RLC kolo na sl. 1, iz kompleksnog oblika Omovog zakona za RLC elemente i drugog Kirhofovog
zakona, odmah se dobija:

I_Ez E — E _Ee]e :|,ej'(9"9)=|.ejw
- . 1 ko ’
Z R+j-o-L+- R+j- (03 L—lj Z-e
jo-C o-C
1 2 0 L_i
Z=Z7-e""=R+j (oa L——J, Z=|Z|_\/R2+(co L——j , @=arctan ©-C )

gde je E-kompleksni predstavnik prostoperiodiéne ems generatora e(t), a Z-kompleksna impedansa
rednog RLC kola.

Ustaljen prostoperiodi¢ni rezim koji viada u RLC kolu na sl. 1 kada je frekvencija generatora
w=we=1/vLC zove se fazna rezonancija. Tada su ems i struja kola u fazi (< ¢=0), kompleksni
predstavnik struje kola je I=E/R, a napona na kalemu i kondenzatoru U =(jwo-L/R)-E=(jv/L/ C /R)-E i
Uc=E/(jwo-C-R)=(-j/L/ C /R)-E, respektivno. Prema tome, efektivne vrednosti napona na kalemu i
kondenzatoru kod rednog RLC kola u faznoj rezonanciji su U=Uc=(~/L/ C /R)-E i u sluéaju kada je

v L/ C>>R one mogu viSestruko da premase efektivhu vrednost ems kola E. Usled toga u kolu
tada moze nastupiti proboj dielektrika u kondenzatoru, ili oStecenje izolacije Zice kod kalema. Pri
faznoj rezonaciji naponi uy i uc su u protivfazi, tj. njihove pocetne faze razlikuju se za n (0.-6c=mn).
Snaga u kolima i mreZzama sa prostoperiodi¢nim strujama.
Posmatrajmo proizvoljan prijemnik kompleksne impedanse g=g/1=z-ej“" (sl. 2a), koji moze biti ili
neki potrosac u pravom smislu te redi, ili ekvivalentni deo neke elektricne mreZe.

Prijemnik kompleksne impedanse Z il Trenutna snaga koju ovaj generator

_ odgje je €, a trenutna snaga
koju prima je - &l.

b eE

1 *2 cos - faktor snage prijemnika

L1 sing - faktor reaktivnosti prijemnika

Trenutna snaga koju ova generator

U | U i “ u,U odaje je ui 5, a trenutna snaga
o T - koju prima je - uig .
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Kompleksna impedansa Z zavisi od parametara prijemnika i od kruzne frekvencije o=2n/T .

Ako je prijemnik sa sl. 2a prikljuéen na generator napona u=U+/2 -cos(wt+8) i ako je njegova
struja u ustaljenom prostoperiodiénom rezimu i=I\/§-cos(wt+\|/), tada je trenutna snaga koju ovaj
potrosac prima data relacijom:

p(t) = u(t)-i(t) = 2UI - cos(wt + 06) - cos(wt + ) = Ul -cos(6 — ) + Ul -cos(2wt +0 + ) =

=Ul -cosp+UI -cos2at + 8+ ), gde je ¢ = G-y - fazna razlika izmedju napona i struje.  (4)
Iz prethodne relacije sledi da je frekvencija trenutne snage prijemnika 2f. Ta snaga, u slu¢aju kada
je cosp<1, moze biti ¢ak i negativna u odredenim vremenskim intervalima. To znaci da se u tim
intervalima prijemnik ponasa kao izvor i da vrac¢a energiju izvoru napona u(t). Na sl. 2b prikazana je
usvojena konvencija o smerovima napona i struje generatora koju valja posStovati da bi se pravilno
odredila snaga generatora. Iz relacije (4) lako se zakljuCuje da je p(t) > 0 (V t), ako i samo ako je
prijemnik Cisto termogenog karaktera, tj. ako je @=0 (tj. ako su napon i struja prijemnika u fazi).

Srednja ili aktivna snaga prijemnika P definiSe se preko relacije (4) na sledeci nacin:
T/2
1

P=@=$- jp(t)-dt=?jp(t).dt=U| -cosp [W],

i predstavlja srednju brzinu sa kojom se elektricni rad generatora u prijemniku pretvara u toplotu,
mehanicki rad (npr. kod motora naizmenicne struje) ili u druge vidove rada ili energije i nepovratno
odlazi iz mreZe. Primetimo da je kod idealnog kalema i kondenzatora cos=0, Sto znadi da idealni
reaktivni elementi ne konzumiraju aktivhu snagu. U tehnickoj praksi od interesa je poznavanje
srednje, ili aktivne snage P. Usvojeno je da se coso zove faktor snage, a sing faktor reaktivnosti
prijemnika.

Trenutna i aktivna snaga Cisto termogenog prijemnika (tj. otpornika) prikazanog na sl. 3a su:

2 2 2 2
us@) 2-U ) U — U
—2=———.c05"(w-t) =—-[1+cos(2m-1)] =0, P, = t)=—,

5 B (w-1) = [ (2w-1)] r = P: (1) =
Sto znadi da se elektricna energija u otporniku prakti¢no stalno pretvara u toplotu (ali ne i

Pr (t) =

obrnuto), zbog ¢ega se za otpornik kaZe da je Cisto aktivni prijemnik.

u(t) =U~/2-cos(om -t)

iR(t):B\/E-COS(cmt) iL(t):L\/E-cos(oo-t—E) iC(t)=m~C-Ux/§-cos(w~t+£)
R o-L 2 2
R L C
2120 1
i (1) A i (t) A i(t) A
-V u(t) -0 u(t) = u(t)
@ (b) (c)
SI. 3
Trenutna snaga idealnog kalema na sl. 3b je:
2 2
pL(t)=u(t)~iL(t)=2 v -cos(m-t)-sin(m-t) = Y -sin(2w - t),
o-L o-L

Sto znadi da se kalem naizmeni¢no ponasa kao prijemnik i kao generator. U toku jedne poluperiode
(=T/4) snaga p.(t) je pozitivna, pa se tada energija generatora deponuje u magnetsko polje kalema,



PROSTOPERIODICNE STRUJE (podsetnik za pripremu ispita) sToJIC 5

a u toku druge poluperiode p(t) je negativno, pa se deponovana energija kalema u celini vrada
mrezi. Zato se za idealni kalem kaZe da je Cisto reaktivni prijemnik.

Trenutna snaga idealnog kondenzatora na sl. 3¢ je:

P () =u(t) i (t) =—2-o-C-U? -cos(m-t) -sin(m-t) = —m-C-U? -sin(2m- t),
Sto znadi da se i kondenzator naizmeni¢no ponasa kao prijemnik i generator. U toku jedne
poluperiode (=T/4) snaga pc(t) je pozitivna, pa se tada energija generatora deponuje u
"elektrostaticko" polje kondenzatora, a u toku druge poluperiode pc(t) je negativno, pa se
deponovana energija kondenzatora u celini vraéa mreZi. Zato se i za idealni kondenzator kaze da je
Cisto reaktivni prijemnik. Ukupna energija svih kalemova i kondenzatora u nekom elektriécnom kolu
ili mrezi zove se reaktivna energija kola ili mreze.

Pretpostavimo sada da je prijemnik sa sl. 2a na proizvoljan nacin sastavljen od otpornika,
kalemova i kondenzatora i da je pocetna faza napona u(t), 0=0. Tada se prema relaciji (4) trenutna
snaga koju mreza-potros$ac¢ prima moze predstaviti u slede¢em obliku:

p(t) = u(t)-i(t) =Ulcosp+Ulcos(2at — p) =Ulcosp|[1+cos(2at) | +Ulsing-sin(2at) .

Prva od komponenti U-/-coso-[1+cos(2wt)] u prethodnom izrazu po znaku nikada nije negativna i
odgovara brzini sa kojom se energija generatora nepovratno predaje prijemniku. Srednja vrednost
te komponente u toku periode T je aktivha snaga P prijemnika. Druga komponenta
U-I-sin@-sin(2wt) periodicno menja i znak ivrednost sa periodom T/2 i ona opisuje brzinu razmene
energije izmedu generatora i prijemnika. Uobicajeno je da se maksimalna brzina te razmene,
Q=U-Isinp naziva reaktivna snaga prijemnika, a da se sing zove faktor reaktivnosti prijemnika.
Jedinica za reaktivnu snagu je [VAr] — "volt-amper reaktivni". Reaktivna snaga i faktor reaktivnosti
otpornika su nula; reaktivha snaga kalema je Qi=U-1=wL-*>0 (I je efektivna vrednost struje
kalema), a faktor reaktivnosti je sing,=1; reaktivna snaga kondenzatora je Qc=-U-I=-wC-U*<0 (U je
efektivna vrednost napona na kondenzatoru), a faktor reaktivnosti je sin@c=-1.

Reaktivna snaga prijemnika je u praksi vazna veli€ina, jer karakterise nivo i brzinu razmene
energije izmedu generatora i prijemnika po napojnim vodovima. U prenosu energije neizbezni su
gubici, a njihovu dopunsku komponentu stvara bas to bespotrebno "Setanje" energije izmedu
generatora i prijemnika. Setanje energije je veée ukoliko je reaktivna snaga prijemnika veéa. U
praksi obi¢no nastojimo da eliminiSemo te neopravdane gubitke primenom postupka koji se zove
"popravka" faktora snage prijemnika. Prijemnici su retko kada cisto aktivni ili Cisto reaktivni. Na
primer, statorski namotaji motora naizmeniéne struje svakako da imaju aktivnu, ali i pozitivhu
reaktivnu snagu. Paralelnim priklju¢ivanjem nekog kondenzatora namotaju motora, aktivna snaga
celog sistema svakako se nec¢e promeniti, medutim, u slu¢aju kada kapacitivnost kondenzatora ima
tacno odredenu vrednost, reaktivnu snagu sistema moguce je potpuno anulirati - kompenzovati.
Tada je, za specificiranu aktivnu snagu prijemnika neophodnu za vrienje odredenog rada, struja u
napojnim vodovima minimalne efektivne vrednosti. Primetimo da su u tom sluéaju napon i struja
Citavog sistema u fazi, Sto znadi da je u njemu uspostavljena fazna rezonancija (CoSe=1 < ¢=0).

Zadatak 1: Za induktivni prijemnik na slici (to moZe biti statorski namotaj nekog motora naizmenicne
struje), odrediti kapacitivnost kondenzatora C tako da faktor snage sistema bude jednak jedinici.

Resenje:
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Neka je U=Ue!® (6=0) kompleksni predstavnik napona u(t), a l=jw-C-U i L=U/(R+jw-L) kompleksni
predstavnici struja ic, i, redom. Iz | Kirhofovog

zakona sledi: i) F“;__Jﬂ?{nﬂﬁ_
I=1.+1, =| joC+——— |-U= ; - ' !
-t [J R+ja)Lj_ » | !
(2 ! :

R U+jelco— | c - e
- . . — . . I
R?+(wL)® — RP+(wL)” | — u(f) = U2 -cosio £) C T B

' i

Faktor snage celog sistema bic¢e jednak jedinici ako : L i
o . . . . Faldor smage . :
je imaginarni deo kompleksnog predstavnika struje . A ! i
e ! .

glavne grane [ ravan nuli. To ¢e biti kada je PRUEHIIEG J& c0sg | E

C=L/[R*+(w-L)*], pa na osnovu toga dalje sledi:
R R-C . R

| = ‘U = -U, odnosno i(t)=1~+2-cos(at)=———

" RP+(ew-L)? — L — ®) V2 (1) R +(w-L)

Posle popravke faktora snage, aktivna snaga mreze je nepromenjena P=R-U*/[R*+(wL)?], ali je zato efektivna

U2 -cos(at).

vrednost / glavne struje minimizirana na vrednost /=R-U/[R*+(wL)?]. Efektivna vrednost struje prijemnika
IL=U/[R2+(wL)2]1/2=[1+(w-L/R)2]1/2-I=I/c05(p ostaje ista pre i posle popravke faktora snage.

P Aktivnu snagu P i reaktivnu Q prijemnika kompleksne impedanse g=z‘ej“’= Z-cosQ+j-Z-sinp=R+j-X ,
mogude je predstaviti u sledecem opStem obliku:

P=U-l-cosp=Z-1?-cosp=R-1?>0 [W], Q=U-1-sinp=2Z-1%-sinp=X-1* [VAr].

Pored trenutne, aktivne i reaktivne snage u mrezama sa prostoperiodi¢nim strujama koriste se jos
i prividna snaga S i kompleksna prividna snaga S, Cija je zajednicka jedinica [VA]. Prividna snaga
prijemnika impedanse Z definisana je kao:

S=U-1=Z-1"=P*+Q* [VA] (= P=S-cosp A Q=S-sing).
Neka su U=U-exp(j0) i I=I-exp(jP) — kompleksni predstavnici napona u i struje i prijemnika.
Kompleksna prividna snaga S prijemnika definiSe se na slededi nacin:
S:=U-1"=U-e"-(1-e") =U-1-e"=U-1.e*=U-1-cosp+j-U-1-sinp=P+j-Q,
S=Z-1-1"=(R+j- XMIF=R-1"+]-X-1"=P+]-Q,

Prividna snaga masina naizmenicne struje predstavlja grani¢nu snagu sa kojom one mogu trajno
raditi bez pregrevanja.
Kompleksna prividna snaga koju generator ulaze (videti sl. 2b) definiSe se na sledeci nacin:
E-l" _ P, — aktivna snaga generatora
S :{ }: o T { }’

U-1j Q, —reaktivna snaga generatora

S, =S =/ P} + Q7 — prividna snaga generatora
P Trougao impedanse i trougao snage

. X
R+jX, Z=R+jX =JRE+X2-e" "R =Z7¢¥

=U-1"=Z-1-1"=Z-1”=(R+jX)- I?=R-1I’+jX-1°’=P+jQ

z

w
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P . X . . .
Faktor snage cos¢:§ , gde je (p:arcth argument impedanse i istovremeno fazni stav

izmedu napona i struje na impedansi.

Q=X-1’

Zadatak 2: U RC mreZi na slici uspostavljen je ustaljeni
prostoperiodi¢ni rezim. Ako je R=100[Q] i ic ip
e(t)=100cos(400t)[V] odrediti:
a) kapacitivnost C tako da efektivne vrednosti struja ic i ix @ ? C It L E
budu jednake. Odrediti zatim i trenutne vrednosti struja /, €
ic i iz. Nacrtati fazorski dijagram mreze. .
- .

b) aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu mreze.
c) induktivnost L koju je potrebno prikljuciti RC mrezi tako
da efektivna vrednost struje i bude minimalna. Kolika je tada reaktivna snaga RLC mreze?

Resenje:
a) Naponi na kondenzatoru i otporniku jednaki su elektromotornoj sili e(t). Fazori struja ic i ix su
I.=Y.-E=joC-E i I,=Y,-E=E/R-, gdeje E =100/+/2[V] fazor elektromotorne sile e(t).

Da bi efektivne vrednosti (moduli fazora) struja bile jednake potrebno je da vaii ||_C|=||_R|, tj.
_ 1
w-R 400-100
Sada je |, = joC-E = j400-25-10_6-@= ji:i-ej :LL%[A], a u vremenskom domenu

22 27 2

| joC-E|H E/R|,sledi @CE=E/R, pa se konatno dobija C = = 25[uF].

NN

i..(t) =1-cos(400t + %)[A] .

o
o
=
-
Sl
| —
B
il

-
}
o

T

wld E
>

»
»

Y

0 5 fazna osa

Kolo i njegov fazorski dijagram

E 1 100 1

R 100 V2 2

Fazor struje izvora je na osnovu | Kirhofovog zakona:

[A], paje i (t) =1-cos(400t)[A].

Analogno |, =
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_ jarctg? 1 iz i T
[=T_+1, = 4 P17 e = et =10’ 21 E A,
J\/E \/_ \/_( = 2[ : V2 4[ :

odnosno u vremenskom domenu i (t) = J2- cos(400t +%)[A].

b) Kompleksna snaga izvora je
= = — 100 | 1 . 100 1
S=E-I =—- —(1+J)} A-j)=50Q-j)-
2 {ﬁ NG
Kakoje S =P+ jQ, toje P=50[W], Q =-50[VAr] i S =50V2[VA].

c¢) Nakon prikljuc¢ivanja induktivnosti L paralelno kondenzatoru i otporniku struja izvora je:

I=Y- E:(£+ jaC +i) E= l+ J(a)C—i) -E, a njena efektivna vrednost:
R joL R oL

|1 |=|E|- l+ j(a)C—i) = E-\/(i)2 +(a;c_i)2 . Minimum izraza je za @C _L =0, paje trazena
R wl R ol L

0]
. . 1 1 . v e
induktivnost | = . =Z[H], a admintansa kola Y —E. Snaga kola u ovom sluéaju je
= = Tk = e Dk ok = Dy 1 1 100,,
S=E-1"=E-(Y-E)' =Y -(E-E")=Y -E?’==.E?= =50,
(Y-E) (E-E) ; 100 (\/E)

pa je P=50[W], Q= O[VAr] i S=50[VA.

Zadatak 3: U mreZi na slici uspostavljen je ustaljeni prostoperiodi¢ni rezim. Odrediti:
(a) trenutne vrednosti oznacenih struja i napona,

(b) aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu mreze,

(c) pokazati da su u ovoj mrezi ems e(t) i struja i(t) u fazi Vo € (0,0).

Resenje:
a) Ukupna impedansa mreze sa slike je ANA i ~ 4

— - - - »- Bz
Z,=(Z;+Z)||(Zz+Z;), gdesu R I
Z_R =R =500[1] ,

- . . 4 5. -y 12

¥

_ 1 1 1 . C R !
lo=——=-]—=-]—+———=—]500[Q -

o PR TR R ¢
impedanse otpornika, kalema i kondenzatora, @

redom. Zamenom se dobija:

Z_U = (ZR +ZL) I (Z_R +Z—c)

7 = (500+ j500) || (500 j500) R=500[Q), L=25[mH], C=100 [nF].

5 _ 500(1+ j)-500(1— j) :5002-2
Y 500(1+ j)+500(1—j) 500-2

Oznacene struje jednake:

- E E-e" 10.e"*

[=— =% —20-e“ImAT, pa je i(t) = 2072 sin(2-10%t + z/ 4)[mA],
A 500 [MA], paje i(t) ( JIMA]

NN ]

¢=2E sn(et+6) [V], E=10 [V], 0 =2-10' [’&d] 6=
s

= 500[)]
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=102[mA], pa je i (t) = 20sin(2-10*t)[mA],

. Z,+Z, 500(+]) 50042.-e""*
r__E 10-e’*"* 10-e’*"*
2" Z.+Z, 500(—j) 50042-e

Naponi na kalemu i kondenzatoru su:

U =27, -1, =j500-10«/§-10*3= j5V2[V] = u, (t) =10sin(2-10*t + 7/ 2)[V],

U, =27, —j500-104/2 -/7'2.10° =52[V] = u,(t) =10sin(2-10*t)[V].

b) Kako u kqu postoji samo jedan izvor to je ukupna snaga izvora jednaka ukupnoj snazi mreze. Kompleksna

snagaizvoraje S =E-1"=10-e*.(20-e/"*.10°%)" =10-e/"* . (20-e 7" .10°) = 0.2[VA], pa je

P=0.2[W], Q=0[VAr] iS=0.2[VA].

c¢) Kako je ukupna impedansa kola realna velicina, Z_U =500[€2], koja ne zavisi od kruzine ufestanosti

_ E 10.eM7* 10-e74
+

=102 -e7"2[mA], pa je i, (t) = 20sin(2-10*t + 7/ 2)[MA] .

izvora w, to se kolo ponasa kao Cisto termogeno (otpornicko) pa su struja i napon izvora uvek u fazi.

Zadatak 4: U mrezi na slici uspostavljen je ustaljeni prostoperiodi¢ni rezim. Odrediti:
(a) trenutnu vrednost struje kalema i(t),
(b) aktivnu snagu mreze.

Brojni podaci: € (t) = V2Esin(at) , e,(t) = V2E cos(at) , i, (t) =21 sin(et), E =100[V],
., =0.4[A] , @=10[rad/s],R =R, =1[kQ] , L=0.1[H] , C = 0.1 uiF].

1
n
el+% + Lé R1 CDig
SV
0

Resenje:
a) Odredimo najpre fazora izvora:

e (t) =+2Esin(st) = E, =E =100[V],
e, (t) =~/2E cos(at) =\[2Esin(at + 7/2) = E,=E-e™? = j100[V] i
i, (t) =21, sin(@t) = T, =1, =0.1A].

Po metodi potencijala ¢vorova, usvajajuéi ¢vor 0 za referentni, dobijamo:

(E+Ja)C+i+€]V E1+Ja)CE +1

R joL o

Nakon zamene brojnih vrednosti i izracunavanja sledi \71 =50[V].

V, 50
joL j-10*-0.1

domenu i(t) =504/2sin(10%*t — 7/ 2)[MA].

=—j50[mA] =50-e*"’[mA], odnosno u vremenskom

Struja kalema je onda I =
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b) Kako se aktivna snaga razvija samo na termogenim otpornicima, ukupna aktivna snaga mreze jednaka je
snazi termicke disipacije na otpornicima R i Rl:

P=R-I1.2+R 1., gdesu | i |, efektivne jacine struja kroz otpornike R i R,. Njihove vrednosti su:
T _E -V, _100-50 V, _ 50

= =50[mA] i I, == =——=50[mA].
*=TR = 1000 OMATT e =5 = 1a0p = 2UMA

Aktivna snaga mreze je P=R-1.7+R, -1,* =1000-(50-10"*)* +1000- (50-10°)* = 5[W].

Prilagodenje po snazi
U praksi Cesto postoji potreba da se impedansa prijemnika odabere

| L

tako da njegova aktivna snaga bude maksimalna. Za prijemnik se tada
kaze da je (optimalno) prilagoden po snazi generatoru tj. da je ostvaren
uslov maksimalnog prenosa (aktivne) snage. Sa sli¢nim problemom vec¢ H
smo se sreli u elektrokinetici vremenski konstantnih struja kada smo

5

|

I

Z ||

pokazali da se prilagodenje po snazi moze ostvariti ako i samo ako je
otpornost prijemnika jednaka unutrasnjoj otpornosti generatora. @ t E
Medutim, u kolima prostoperiodi¢ne struje prijemnik u opstem

o,
e

slucaju karakteriSe kompleksna impedansa Z,, a generator kompleksna
unutradnja impedansa Z,. Realni naponski generator (E, Z) Sl- 4
"kompleksne ems" E prikazan na slici 4 moZze biti, takode i ekvivalentni Tevenenov generator koji
predstavlja neku slozenu elektriénu mrezu izmedu neke njene dve tacke, ili dva ¢vora oznacena sa
"@". Naravno, "kompleksne ems, struje i naponi" nemaju nikakavog fizickog smisla, ve¢ iskljuivo
predstavljaju kompleksne predstavnike odgovarajucih prostoperiodi¢nih fizi¢kih veli¢ina. Imajudéi to
u vidu, mi govorimo o "kompleksnoj ems", umesto o kompleksnom predstavniku ems, ili o
"kompleksnoj struji", umesto o kompleksnom predstavniku struje.

Ako su u kolu prikazanom na sl. 4 kompleksna impedansa generatora Z;=Rg+j-Xj, a prijemnika
Zo=Rp+j-X,, tada su kompleksna struja /, napon U i prividna snaga S, prijemnika:

. E _ E _ E
T Zy+Zy, (RyHIX)H(R X)) (Ry+R)+](X +X,)
141k = _, E4E|,
\/’(R9+Rp) +(X, +X,)
R +j-X.)-E . R +j-X.)-E*
Uu=2,1= R, J_p)— , S,=U-1"=2,-1°= ®, ZJ ) - =
Ry +R)+j- (X, +X,) (R, +R)"+ (X, +X,)
_ R,-E? X, -E?

=P+]Q, = A Q=

P, = 2 2 2 2"
(Ry +R)" + (X, +X,) (Ry +R)+ (X, + X))
MoZe se jednostavno pokazati da je aktivna snaga P, prijemnika maksimalna ako je
istovremeno Xy= -X; i R,=R; .
Prijemnik kompleksne impedanse Zp optimalno je prilagoden naponskom generatoru kompleksne
impedanse Zg ako je Zp=Zg*, tj. ako je Rp=Rg i Xp=-Xg. Aktivna snaga prijemnika tada je
maksimalna i jednaka E*/(4Rg). Uslov Zp=Zg* zove se uslov prilagodenja po snazi.
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Ako je prijemnik prilagoden po snazi generatoru, tada je aktivna snaga koju generator ulaze
Pg=E2/(2Rg), dok je reaktivna snaga Qg=O[VAr]. S obzirom da je aktivna snaga prijemnika tada
Pp=E2/(4Rg), zakljucujemo da se tacno jedna polovina uloZene aktivne snage potrosi na zagrevanje
generatora usled DZulovog efekta. Kod generatora male snage (u elektronskim i
telekomunikacionim kolima i mrezama) prilagodenje po snazi ima odredeni smisao, dok kod
prijemnika velike snage (to su prijemnici elektricne energije iz gradske mreze) takvo prilagodenje
nema nikakav smisao, posto ono izaziva veliko i bespotrebno zagrevanje i generatora i mreze.

Zadatak 5: U kolu prikazanom na slici odrediti kompleksnu impedansu optereéenja Z tako da se na

njemu razvije maksimalna aktivna snaga. Za tako odredeno Z izracunati maksimalnu aktivnu snagu. Brojni

podaci: E =10£0V], R=4[Q], Z_C =—J3[Q], ZL = JQ].

Resenje:
U odnosu na impedansu Z , deo kola levo od tacaka A i B, moze se predstaviti ekvivalentnim Tevenenovim
generatorom. Elektromotorna sila Tevenenovog generatora je

E -2 g- B 10,00-6,-5313V],
R+Z.  4-j3

a njegova unutrasnja impedansa

R - = R-zZ. .. 4-j3 . .

Z.=2, +(R||Z.)=2, + —= = j1+ ==L =(1.44-j0.92)[Q] =R, + jX-.

P22 RIZ)=Z 4 g = 147 = (L4 (09D =R + X,
Ako se nepoznata impedansa Z prikaZe kao Z=R+ X,

onda je aktivna snaga koja se na njoj razvija P =R - 12,
gde je | efektivna vrednost struje:

P E, =
Z.+Z R+ jX)+(R+jX)’

Izraz za aktivnu snagu postaje:

P_RIZ=R ‘ET ‘2 _ E,’ . If'kvivalentirano kolo posle

(R, + R)2 +(X; + X)2 Ry + R)2 +(X; + X)2 primene Tevenenove teoreme
Ovaj izraz ima maksimalnu vrednost kada je X; =—Xi R, =R, odnosno Z = Z_T*, pa je traZena
impedansa Z = (1.44+ j0.92)[Q].

E. E.; E, E,; . . -
= = ———, a maksimalna aktivna snaga potrosaca:

Z+Z. Z+Z 2Re[Z] 2R

Struja u kolu je sada | =

2 2 2
P =R I1?=R 5 _ELE =6.25[W].
2R 4R 4R,
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Zadatak 6: Za kolo na slici poznato je E =10[V],

— — O - R L
R =400[Q] , L =10[mH] i C =10[nF]. | NS o
a) Odrediti ucestanost @, pri kojoj u kolu nastaje < <
fazna rezonancija Ve Vi [—— C
' E Ve | T
b) Za o =w,/2, ®, =w,i ®, =2, odrediti fazore

napona na otporniku, kalemu i kondenzatoru, kao
i fazor struje u kolu.

Resenje:

a) Impedansa kola sa slike je

z‘:R+j(a)L—i):R+jx .
oC

U slucaju kada je X=0, kolo se ponasa kao Cisto rezistivno (otpornicko) i struja / je u fazi sa ems E. KaZe se da
je tada u kolu nastupila fazna rezonancija izmedu napona i struje izvora.

Rezonantna ucestanost @, odreduje se iz uslova X=0, odnosno

1 1 rad

1 5
oL =—+ iliw,= = =1.10[—1]
@,C JLC 10-102-10-10°° sec
b) Fazor struje kola je 1= E/Z_, a fazori napona na otporniku, kalemu i kondenzatoru su redom:

Vo=Rl,V =Z1 = joLl i V; =Z.1 =(1/ jwC)1 . U tabeli su izlistane njihove vrednosti za tri date

kruzne ucestanosti.

W =w,12=10/2 w, = @, =10° w, =20, =2-10°

| =6.44 /75,07°[mA] I =25 20°[mA] | =6.44 £-75,07° [mA]
V, =2.58 £75,07°v] V, =10 £0°v] V, =2.58 £-75,07°[V]
V, =3.22 £165,07°[V] V, =25 /90°V] V, =12.88 £14,93°V]
V. =12.88 £-14,93°V] V, =25 £-90°[V] V. =3.22 £-165,07°[V]

Zadatak 7: U mrezi prikazanoj na slici vlada ustaljeni prostoperiodi¢ni rezim. Odrediti:
(a) trenutne vrednosti struja i, iy i is.
(b) aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu mreze.

Podaci: e=100/2 -sin(10%t) [V], R=100 [Q], L=10 [mH] i C=1 [pF].

Resenje:
(@) | =ENZ_||Zy+Z. |1 Z) =E/[joL||R+(/ joC)||R]1=E/[joLR/(R+ joL)+R/(l+ joRC)],
T =100/[(50+ j50)+ (50-j50)] =1 = i(t) =1-/2 -sin(10*t)[A],
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I=T-RIR+ joL)=(2/2)-e 7" = i,(t) =1-sin10‘t— 7/ A)[A],

I -RI(R+1/ joC) = (N212)-e¥"'* = i(t) =1-sin(10"t + 7/ 4)[A]
(b) S =E-1"=100[VA] = P=100[W], Q=0[VAr], S =100[VA].

Zadatak 8: U mrezi na slici uspostavljen je ustaljeni prostoperiodi¢ni rezim. Odrediti:

(a) kapacitivnost Ci otpornost R, tako da snaga ovog otpornika bude maksimalna i izracunati je.
(b) trenutne vrednosti struje kola i napona reaktivnih elemenata ako je uslov iz tacke (a) ispunjen.
Podaci: E=100[V], w=10 [rad/s], R1=5[kQ], i L=40[mH].

L R1 |/( C
Al
} e=+2E sin(ot) R,

Resenje:

(@) R, =R, =5[KQ], C=1/(L-w?)=25[4F], Py o, =(E/2)*/R, =0.5[W].

(b) Z, =R +R, =2R =10[KQ], T = E/Z, =100/10[KQ]=10[mAY], i(t) =10+/2 5in(1000t)[mA],
U, = joL-T =oll -e"? =wlLle’? =0.4-(z/2)[V], u,(t) =0.442sin(1000t + 7/ 2)[V],

|

L J.%)CT =E-e*”’2 =0.4/(-712)[V], U (t) = 0.442sin(1000t — 77/ 2)[V].

<
I



