
Iterativno rexavaǌe linearnih sistema jednaqina

Iterativne metode za rexavaǌe linearnih sistema jednaqina

Posmatrajmo linearni sistem od n jednaqina sa n nepoznatih

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

ili skra�eno zapisano

A · −→x T
=
−→
b

T
,

gde je −→x = [x1 x2 . . . xn],
−→
b = [b1 b2 . . . bn], i

A =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann


.

Ovakav sistem se pod odre�enim uslovima mo�e rexavati iterativnim algo-
ritmima, Jakobijevim, odnosno Gaus-Seidelovim. Radi lakxeg zapisa, sledi
ilustracija tih algoritama na sistemu 3× 3.

Za polaznu iteraciju uzima se −→x = [x
(0)
1 x

(0)
2 x

(0)
3 ] =

−→
b = [b1 b2 b3] i iteriramo

x
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)
dok se ne ostvari zadata taqnost. Ovo je Jakobijeva metoda, Gaus-Seidelova
se od ǌe razlikuje samo po tome xto vrednosti dobijene u k + 1-voj iteraciji
poqiǌu da se koriste ve� tokom trajaǌa te iteracije, odnosno
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.

Za nultu iteraciju se uzimaju iste vrednosti kao kod Jakobijeve metode.



Jakobijeva metoda se matriqno zapisuje u obliku
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Uopxte, za linearne iterativne algoritme oblika

(1)

[−−−−→
x(k+1)

]T
= B ·

[−−→
x(k)

]T
+ [−→c ]T .

(vektori −→c i −→x su dimenzija 1× n, B je matrica dimenzija n× n), va�i slede�e
tvr�eǌe.

Teorema 1. Proces (1) konvergira ukoliko je barem jedan od izraza

‖B‖∞ = max1≤i≤n

n∑
j=1

|bij |

(uniformna norma, koja se raquna tako xto se posmatraju zbirovi apsolutnih
vrednosti elemenata u svakoj koloni i od ǌih odabere najve�i),

‖B‖1 = max1≤j≤n

n∑
i=1

|bij |

(apsolutna norma, koja se raquna tako xto se posmatraju zbirovi apsolutnih
vrednosti elemenata u svakoj vrsti i i od ǌih odabere najve�i),

‖B‖2 =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

|bij |2

(euklidska norma), strogo maǌi od 1.
Primer 1. Dat je sistem linearnih jednaqina

1.3x1 + 0.8x2 + 4.3x3 = 3.4

7.6x1 + 4.1x2 + 1.1x3 = 2.5

3.3x1 + 10.8x2 − 3.2x3 = 1.2.

Dokazati da se Jakobijeva i Gaus-Seidelova metoda mogu primeniti na rexavaǌe
ovog sistema i sprovesti prve tri iteracije Gaus-Seidelove metode.

Rexeǌe: Ovako zapisan sistem ne mo�e da se rexava dotiqnim metodama, ali
ako preslo�imo jednaqine tako da se iz svake jednaqine koeficijent sa najve�om
apsolutnom vrednox�u nalazi na glavnoj dijagonali, odnosno

7.6x1 + 4.1x2 + 1.1x3 = 2.5

3.3x1 + 10.8x2 − 3.2x3 = 1.2

1.3x1 + 0.8x2 + 4.3x3 = 3.4,



Jakobijeva metoda �e glasiti
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Apsolutna norma odgovaraju�e matrice u posledǌem zapisu je strogo maǌa od 1
i stoga se mogu primeniti i ova i Gaus-Seidelova metoda, koja �e glasiti
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Sad se uzme x(0)1 = 2.5, x(0)2 = 1.2, x(0)3 = 3.4 i iterira:
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Postoji jox jedan naqin provere konvergencije iterativnog procesa (1) koji
mo�e da pru�i vixe informacija nego vrednost bilo koje od normi matrice B,
ali mu je mana to xto je u praksi potpuno primenǉiv samo ako je red matrice B
maǌi od 3.

Za datu matricu B,

B =



b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

...
...

. . .
...

bn1 bn2 . . . bnn





polinom po λ

P (λ) = det (B − λ · E) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 − λ b12 . . . b1n

b21 b22 − λ . . . b2n

...
...

. . .
...

bn1 bn2 . . . bnn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
zove se karakteristiqni polinom matrice B, dok se koreni tog polinoma (one
vrednosti λ, kompleksne ili realne, za koje je P (λ) = 0) nazivaju sopstvene
vrednosti matrice B (E predstavǉa jediniqnu matricu reda n).

Drugim reqima, sopstvene vrednosti matrice B su rexeǌa (po λ) jednaqine
(sledi primer sa matricom 2× 2)

(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Va�i slede�e tvr�eǌe.
Teorema 2. Ukoliko su sve sopstvene vrednosti matrice B po modulu maǌe

od 1, iterativni proces (1) konvergira (modul kompleksnog broja se zna kako se
raquna, dok se pod modulom realnog broja podrazumeva ǌegova apsolutna vred-
nost).

Primer 2. Dokazati da je iterativni proces oblika
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(sluqajno se potrefilo da su vrednosti uniformne i apsolutne norme me�usobno
jednake) i
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> 1.

Dakle, Teorema 1. se u ovom sluqaju ne mo�e primeniti. Me�utim, sopstvene
vrednosti matrice B nalazimo iz∣∣∣∣∣∣
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Rexavaǌem kvadratne jednaqine nalazimo

λ1,2 =
1± i

√
2

3
,

odnosno |λ1,2| =
√(

1
3

)2
+
(√

2
3

)2
= 1

3 < 1, odakle na osnovu Teoreme 2. sledi da
dati iterativni proces ipak konvergira.
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