Pada Mymasuuh Byxuh

6 ®yHKIUje BUIIe TPOMEH/bUBUX
6.1 OHoOBHEU TOjMOBU

Peanna QpyHknmja n peajsHux IPOMEH/LUBUX je HEKa (yHKIMja obmuka f(r1,Za,...,T,) KepuHu-
cana Ha HeKOM ckynmy D C R™ ca Bpemmoctuma y ckymy R, marme, f: D — R.

Crermmjasro, mocMaTpajMo GyHEMMA]y aBejy mpomenmusux f(z,y), rae je (v,y) € D C R2. Hhen
rpaduk je HoBpm y IpocTopy R3.
IMpumep 6.1. a) Toven dynkmmje z = 22 — y — 3 je nena pasan R2. Then rpaduk je Takohe papan y
mpoctopy R3, wnja je jeamaumma 22 —y — 2z = 3.
6) Jomen dbyrkimje f = /9 — 22 — 92 je 3aropen muck 22 +1y% < 9, a men rpadwk je Topma morycdepa
cdepe nonmymnpednrka 3 MEHTPUPAHE ¥ KOOPIUHATHOM MTOYETKY .

Pacrojame msmeby tauaka a(ai,as) u b(by,by) y mpoctopy R? je

la—b|| = /(a1 — b1)? + (a2 — by)?.

Heka je f: D — R ¢pynrmmja va ckymy D C R? u mera je (zo,y0) € D.

Hedununuja 6.1. JIlumec ( )lhzn )f(x, y) je jenHak m ako 3a cBako € > 0 mocroju § > 0 TakBO 114
z,y)—(z0,y0

BazxKu |f($,y) - m| < € KaJ rof je 0< H(:rvy) - (xovyO)H < J.

OBae nmocmaTpaMo IpUbImKaBame TAUKU (Lo, Yp) IO CBAKO] KPUBOJj, A aKO JUMEC MOCTOjU, OH
Mopa Outu jemumHCTBEH Oe3 003Mpa IO KOjOj ce KPUBO] MPUOIMKABAMO.

IMopen mmmeca lim f(x,y) Mory ce mocMaTpaTu U NOHOGMHEHY JTUMECH
(z,y)—(z0,Y0) ) .
lim lim f(z,y) u lim lim f(z,vy).
T—To Y—Yo Y—Yyo T—To

I'panmuna BpenHocT (GyHKNMje ABEjy IPOMEH/LUBUX HE MOPA OUTU jeAHAKA IOHOBJLEHUM JINMECUMA
Te (QyHKIUjE.

IIpumep 6.2. Heka je f(x,y) = Ta/:[a JIAMEC ” %un( )f(x,y) HE IIOCTOjH, TOK je
z,y)—(0,0

lim lim f(z, y) = hm()f 0 u lim lim f(z,y) = lim o1

y—0x—0 z—0y—0 z—0

Hedbunnnuja 6.2. Pynrnuja [ je Henpexumua y taurn (zg,Yo) aKo je

lim flz,y) = f(zo, yo)-
(z,y)—(z0,y0)

Oyukmuja f je HempekuaHa Ha CKymy [ ako je HEMPEKUIHA Y CBAKO] TAUYKU TOT CKyIA.

AHAJOrHO ce mepUuHUITy pacTojame, JUMECH U HEIPEKUTHOCT 3a (YHKIU]Y N IPOMEHJLUBUX.
Hup, pacrojame usmeby rauvaka a(aq,as,...,a,) u b(by,be,...,b,) y npocropy R" je

la = bl = v/(a1 = b1)? + (a2 = b2)? + -+ + (an — ba)*.

6.2 Tlapuujasau u3Boau u AudEpPeHIjaTN

Hera je f: D — R, D C R" ¢yHRumja n OpoOMEHLUBUX T1,L2,...,Ty. llapuujasnu u3Bol 1o
IPOMEHJBUBO] Z; je U3BOJ IO IPOMEJPUBO] Z; KaJa Ce OCTalle IPOMEJbUBE IOCMATPAjy Ka0 KOHCTAHTE.

Hedwunnunnja 6.3. Ilpeu napuujamnn u3Boa GyHKIMje f MO i-TOj MPOMEHPUBO] X; Y TAYKH a =
(al,...,an) je

af o flar,..,ai 4Dy an) = flan,. o ag, . an)
6$l(a)7l£li% h ’

Ja; (a) =

aKO OBaj JIUMEC TOCTOjH.




Ipumep 6.3. Hapupjanan n3soan byukmpje z = x¥ ¢y z), = yz¥~' n 2, = 2¥Inx.

Axo mapuumjanHu u3BOL [y, (a) mocroju, kaxkeMo ma je ¢pyHrmuja f Judepenyujabuama mo mpo-
MEHBUBOj ¥; y Tauku a. PyHrnuja je nenpexudno dufepenyujabuana 0o x; ako je fy,(a) Henmperunza
¢yurmuja o a. Pyurmuja f je nenpexudrno dufepenyujabusra axo je HempeknaHO nupepeHnujadbutaa
IO CBAKO] MPOMEHJHUBO)].

Ipadujenm ¢yurumje f je BeKTOD
grad f(a) = Vf(a) = (3, (a), fz,(a),.... f7, (a)).

[Toncerumo ce mudepeHnnjabuIHOCTH ¥ Ciaydajy (QyHKIUje jeqHe IPOMEHILUBE.

Hedbunuruja 6.4. Dyuxiuja f(x) : R — R je qudepennujabuina y rauku a € R ako Baxku

f(x) = f(a)+ f'(a)(x —a) + o(x —a) xaxm x — a.

Awnanoruo mepumHUIIEMO AUPEPEHIN]AOUIHOCT (YHKIM]e BUIIE MTPOMEH/LUBUX.

Hedbunumuja 6.5. Oynkuuja f(x) : R — R, x = (z1,29,...,2,) je nudepennujabuina y Tauku
a = (ay,az,...,a,) aKO MOCTOje CBU MapIMjaTHu U3BOMA f, , fr ,..., fi Y TAUKH & 0 aKO BaXKn

f(x)=f(a) +Vf(a)- (x —a) +o([[x —af) xan [x—a—0.

e je Vf(a)- (x —a) = f, (a)(x1 — a1) + f,,(a)(x2 — a2) + -+ f; (a)(zn — an) cKaTapHE TPOU3BOL

1
onrosapajyhmx BekTopa.

Ogaj ycnos 3Haun na je F(x) = f(a)+V f(a)-(x—a) Haj6ospa muHeapHa ampokcuManuja (pyHKInje
f y orosnuHEM Tauke a (ampoKCUMANM]y TAHTEHTHOM DABHN).

Ipsu dupepenyujanr dpyurnuje f y Tauku a je
df (a) = Vf(a) -dr = [, (a)dur + [}, (a)daws + - + [, (a)d,
¥ IpencTaBiba OECKOHAYHO Majly HpOMeHe GpyHKuje [ Ipu moMepajy Tauke a 3a OeCKOHAYHO MaJiu
BekTop dxr = (dx1,dxe, ..., dx,).
Hsze00 pynxyuje f y cmepy damoz eexmopa U je

of . _ . flat+hi)—fla) _
a7 (@) = fim h|7]

CrasapHu mpom3BOL y TOpmHmOj popMmynu je HajBehu kama
Bexkropu V f(a) u U/|0] umajy uctu cmep.

IIpumep 6.4. Ha ciumm cy mpeacTaB/beHd IpaanjeHTn GyHK-
mje z = x? + y? y apema Tauxkama (Bekropu y Oy KOOPIH-
HATHO] DaBHM).
I'pagujenty dyHKImje y Tadku oaroBapa mnpasal] HajCTPMUjer \ ’
yCITOHa Ha TOBPIH y onroapajyhoj Taduku.
xT

IMpumep 6.5. lata je bynxuuja 2z = 2% — 2y + y?, Tauxa M(1,1) u BexTop ¥ = (8,6).

Mapuwjanan u3soam dbyakumje z cy 2z =2x —y u z; = —x + 2y; rpaaujerT GyHKIHMjEe z U Tadkn M
je Vz(M) = (1,1); onrosapajyhu npsu mudepenuujan je dz = dx + dy, a uzson dbyHkmje z y npasiyy
BekTOpa ¥ y Taukn M je g—g(M) =(1,1)- (61—’(?) = %

[Maprujanaau U3BOAM 3a00BOJLABA]Y MCTE pejaluje Kao U OOUYHU U3BOIU:

_ facig_ fgli

(f+g)lz = fa; + 9as; (fg)lz = 2.9+ [ 9 (5) 72

k3



6.3 TIlapuujasHu m3BoaM CJ0>KeHe (PYHKIIUje

Hexa cy ¢1,...,9, mupepennujabunne GpyHruuje mo k mpoMeHBUBUX Xq,...,TL. Ha Taj HaUuH
f(g1,...,9n) UpencTaBmLA CIOKEHY QYHKINA]Y TO T1,...,Tf.
IIpermocraBuMo nma ce mpoMmenpbuBa r; yBeha 3a Azx;.
Tana ce g; ysehasa 3a Ag; = 6g] Az + O(sz) rkana Az; — 0.

IIpu Tome, f ce ysehasa 3a Af Zj 1 69 -Ag; + o(Ax;) = 2?21 gg{ gij Ax; 4+ o(Ax;).

Tume je mokaszamo HapemHO TBpheme.

Teopema 6.1. Axo cy dyurimje f(g1,...,9n) W gi(21, ..., xx) 32 1 < i < n gudepennmjabuiHe, oHIa
je

of "\ Of Jg;
Oz; Z@gj ox;

Ha npumep, ako je f = f(u,v), upu uemy je u = u(z,y), v = v(z,y) u mare dpysrumje cy
muepeHnujadbniIHe, BaKy

af _of du of ov  9f 9f du  9f v

or  Ou Oz  ov Oz’ dy Ou 9y v Oy

IIpumep 6.6. Axo je z = z (%), JIOKa3aTh J1a je u -z, + v -z, = 0.
Heka je r = 2. Taga je z = 2(r(u,v)), na je

0z dz Or or , 0Oz dz Or or
= 2'(r) - =—.

Z/:—:—._:Z/('r).— " Z:—f——:/()—
“  Ou dr Ou ou Y Ov  dr Ov ou
ﬂamejea—;:fﬁﬂ%*l,naje

vt =u (20 () +u (20 1) =

Ipumep 6.7. Hoxasarn 1a je v3% +2yay = nu, rae je u = z"p ().
Heka je r = 2. Tazna je o = ¢(r(z,y)), na je

Op _dp Or _ ‘) - or = Op _ '(r) - or
oz dr oz 7 D ayfcp Oy
Hame je % :*2—2 n 2—; = Ilz,HaJe
ou n g, or ou .,  Or
97— "% o(r) +o @(T)ax u ay—z @(T)ay-
Jakae, ou ou 2 1
n—1 n Y n
ro- an—y =z (n:v o(r) + "¢’ (r) (——3)) + 2yx @/(T)ﬁ

= na"(r) — 2yz" "2 (r) + 292" 2P/ (r) = na"e(r).

Pyuruuja f = f(x1,22,...,T,) MOKe Ha Oyme 3amara U UMNRAUYUMHO:
F(z1,...,2n, f)=0.
HudpepennupameM ngarTe jeqHAUWHE IO T; IO IPABUILY 3a U3BOX CIO:KEHE (YHKIHUje ToOmjaMo
/! U !

Cnenu nma cy mapumjajHyd U3BOAW WMILIANUTHO HaTe (yHKIW]je
/

fl :_le
z; 7
Fy

IMpumep 6.8. Hahn mudepernmumjan dynxmmje v = u(x,y) gate jernaamaom & = ln% + 1.
Hexa je F(z,y,u(z,y)) =In% — £ + 1. Tana je Fj = -2, F) = & (fl) =-lup=tlye_

y2
% + 5. Cana je
o E! 1/u __u v :_ij _ 1/y _ u? .
© = R 1/u+:c/u2 u+x Y F' 1ju+z/u>  y(u+z)
_ u(ydz4udy)
Hakne, df = A—dx + y(uﬂc)dy Yyt



6.4 Tlapuujanau u3Boau u AudepeHIujaan BUIIET peaa

MunykTUBHO ce yBOZe NaplyjajHd M3BoaMu Bumer pena. Ha mpumep, Apyru mapuumjaTHA U3BOI
¢yHuEKIUje [ IO IPOMEHJLUBUM T; U T; j€

o a9 (of\ _9*f
v 9ry \ Oz ) 02’
a OpYyry NapOUjalHd M3BOXL (yHKIUje f IO NPOMEHLUBUM T; U L; (Mewosumuy napyujasis uszeod)

Je g PF 0 (0f
“ " Qgidw;  Owg; \ 0w )

Teopema 6.2. Axo je dyukumja f aBanyT HenpekuaHo audepeHin]adbIHa, BaXKN

f// —en
x;x; — Jx Tt

Cununo, ako je ¢yurnuja [ Henpernano nudepeHnujabunaza k myTa, MEMIOBUTH IapIVjaJHU
M3BOJM k-TOT pena He 3aBUCE O perociielia OUPEepeHIupPama.

Tarxobe ce upayKTUBHO yBOIE dudepenuyujaiu BULIEr pema:
d"f = d(d"=f),
rae dr; TPEeTUPAaMO KAaO KOHCTAHTE.

Cuenujanuo, meka je [ = f(z,y) mBamyT Henperuano mudepenimjabuiana ¢pynruuja. Tana je
npeu dugpepenyujan dyurnuje f , .
df = fydx + f,dy,

na je dpyeu dugepenyujan dyuruuje f
d*f = d(df) = (fidx + fidy),da + (fidx + fdy),dy = fi,de* + 2f), dedy + f),d
Cuanuno je mpehu dupepenyujanr dyurnuje f

df = flp,da’ + 3F1L dady + 3£, dady® + f,d

Yy yyy
I[Ipumernmo na 3a oBe mudepeHiyjaie Baku GOPMyJIa HAJIUK HA OMHOMHY.

[MocmaTpajMo jom maprujadHe W3BOJEC BUIIET PEIA CJIOKEHE (QYHRUIM)E BUIIE IPOMEHJLUBUX.
IIpumepa panu, Heka je mara ¢yuruuja [ = f(u,v), upu dyemy je u = u(x,y), v = v(z,y) u nare
¢yHEKIUje cy ABa IyTa HenpekugHo nudepennujabunne. Taga je

f 0 (of of Ou Of v
37_3_(3_) ax(a—u aw—a—)
0 (Of\ Ou  Of 0%u of\ ov  of 9%
—a(a)'£+a'aﬁ+ax(%) oz o0 o

(62f6u+ 2 f @) Ou  Of Ou <a2f O anau) o Of 9

ou? dxr  Oudv Ox % ou  Ox? ovou 81' ov? Ox

or | Ov 0x2

IMpumep 6.9. Axo je u = /22 + y2, nokazaru 1a je d>u > 0 3a mpoussosmue dr,dy € R u (z,y) # (0,0).
Hamazumo mpBe u apyre mapujaaHe u3BoIe

1.2

I L _ -y "no_

ma je
_2?da? = 2aydady + yPdy?  (wdx — ydy)?

d*u = ull,da” + 2ul), dxdy + u)),dy® = =
y y (22 + y2)3 (22 + y2)3




6.5 3amamnm

ITpumep 6.10. oxasaru na bynximmja z = (/rsin £ sanosomasa jemaquny 2r2), + 2yz, = 2.

3aMeHOM MapIUjaTHuX U3BOJA

1 2
z’EZQﬁsm——l—\/Ecos—(—%)—Q\/_(' g—?COS%) u

y 1 Yy
2z, = /T cos = - — = —=cos =
T x

JAaTa jeHauYnHA MMOCTaje TadyHa, jeITHAKOCT.

IMpumep 6.11. Hahu naprujanne ussome dyuknuje z = z(x,y) nare jeqnaunnom x2 +y? + 22 = sin(yz).
HudepennupajMo mpeTxoaHy jeJHAunHy M0 & (Y TPETUPAMO KA0 KOHCTAHTY):
2x
yeos(yz) — 2z
Cruuno, nudepeHnupamem gare jeqHadnie mo y (2 TpeTupaMo Kao KOHCTAHTY) J00UjaMo

QN —
2y+222; = COS(QZ)(Z-l-yz;), na je Z; _ Yy ZCOS(yZ)

2z + 22z, = cos(yz)yz, maje =z, =

ycos(yz) — 2z

x

IIpumep 6.12. Hahu npsu audepennujan dykuuuje u(z,y, z) = arcsin ———.
/ZCQ + y2 + 22

2 2 2_
1 VAT \/m B N e R s

ul, = _ _ |
m 1_#;&2 2 +y2+22 Y2 + 22 (22 +y2122)3  a2+y’+22
o = 1 . (1 2y ) - —xy
v 2 2 2 2 2)3 B 2 5.9 2 o’
1 - o (a% +32 +2%) V2 + 22 (@ +y? + 22)
/ —xz )
Uy = (o cumerpuju).

/y2+22(x2+y2+22)

[Tpeu gudepentujar je (v + 22)dz — ay dy — 22 dz

du =
/y2+22($2+y2+22)
z x? +y +z . . . .
IIpumep 6.13. Axoje f = f ——— |, rme je f je mudepenmujabmaHa (pyHKIHjA, H3PATYHATH
y’ Y
of of of
2 2 2
— g2 = 22) 2L 4 2py =t + 2w
(2"~ Z)8:c+ xy8y+ e
z 2 +y? 4 22 )
Ako yBememo o3Hake p = — M ¢ = ———— Taja je:
Y
O o Op_ =z Oop_1  0qg_ 2w Oq_y'-a"-2" 0q_2
or oy yr 0z vy or y' Oy 12 0z oy
s f=f(p.a),p=py,2),q= (J(w Y, %) Jarbe padyHaMo:
af of f@q_@f 2z

— 4 " 5. - )

oz op 81' dqg Ox 0Oq y
of _of op Of ¢ _0f —= Of y’-a’-z*

dy Odp 9y 0q 9y Odp y*  Oq y:
of _of op 0f 9¢_0f 1 0f 22
dz Op 0z 9q 0z Op y 0Oq vy’
ofTaKJe je:
of of of
2 2 _2\0] 95
(z°—y Z)8x+2 ay+2 3
of 2x of —=z 8f y-—xt -z 2?22 af 1 of 2z
:1'27 2722_'_4’2:0 <__+ —_— _+__
S )5q Y \9 o y* dp y 9q y
<%+2xz)8f < (27y2fz)+2—(y 22 4xz)
y Ip y Y



IIpumep 6.14. Heka je u = f(z+y) +yg(x+vy), vae cy f n g apa nmyra qudepennmjabuine GyHKImje.
Hahu Iz = uj, — 2uj, + uy, .

Hexa je z +y =r. Tama je u = f(r) + yg(r) nr, =r, =1, ma je
w, = f'(r)+yg'(r) u wuy,=f(r)+g(r)+yg'(r).
Jame je
wp, = f'(r) +yg"(r), wup,=f"(r)+g'(r)+yg"(r) m oy, =f"(r)+2¢'(r) +yg"(r),
omakne je Iz = 0.

IIpumep 6.15. Hahm pQgipZ, ako je u = u(x,y), * = pcosy, y = psin .
IIpumerumo mpBoO 14 je g—i =cospn %% = sin p. Cama HAIA3UMO

% @.%+@.@—%.COS +_u.sin
dp Ox Op 0Oy Op Ox v oy 7

arele ot [ TR N TR
op? OSP | 52 dp  Oxdy 9p v Oxdy Odp  Oy* Ip
=Cosp [@ - Cosp + ﬂ -singo] +sinp [ﬂ - cos + @ -singo}
02 0x0y 0xdy oy?
= cos’ @@ + 2sin@cos ¢ Pu + sin? @@.
ox? Oxdy oy?
Haxe, 2, 0%u 0% 0*u 5 0%u
p a—p2::c @ﬁLQxyaxaway 8_y2



