
Rada Mutav
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7 Par
ijalni izvodi - primene

7.1 Tangentna ravan

Neka je z = z(x, y) neprekidno diferencijabilna (glatka) funkcija dve promenǉive. ǋen
grafik je neka povrx u R

3. Tangentna ravan u taqki A(x0, y0) je ravan koja sadrжi sve tan-
gentne vektore krivih na povrxi koje prolaze kroz taqku M(x0, y0, z0), z0 = z(x0, y0).

Da bismo naxli jednaqinu tangentne ravni, treba nam norma-

la na povrx z u odgovaraju�oj taqki. Kako je vektor poloжaja
proizvoǉne taqke na povrxi ~σ = (x, y, z(x, y)), tangentni vektori
na koordinatne krive z(x, y0) i z(x0, x) u taqki A(x0, y0) su redom

~σx = (1, 0, z′x(x0, y0)) i ~σy = (0, 1, z′y(x0, y0)).

x

y

z

~σx

~σy

~n

A

M

Normala ~n na povrx z je normalna na ova dva vektora, pa je

~n = ~σx × ~σy =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

1 0 z′x(x0, y0)
0 1 z′y(x0, y0)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−z′x(x0, y0),−z′y(x0, y0), 1).

Teorema 7.1. Jednaqina tangentne ravni glatke povrxi z=z(x, y) u taqki A(x0, y0) je

z − z0 = z′x(x0, y0)(x− x0) + z′y(x0, y0)(y − y0).

Ako je povrx z = z(x, y) data implicitno funkcijom F (x, y, z) = 0, tada je normala na povx
u taqki M(x0, y0, z0)

~n = (F ′
x(M), F ′

y(M), F ′
z(M)),

pa je jednaqina tangentne ravni u taqki M

F ′
x(M)(x− x0) + F ′

y(M)(y − y0) + F ′
z(M)(z − z0) = 0.

U sluqaju parametarski date povrxi x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), moжe se uzeti da
je ~n = ~σu × ~σv, gde je ~σu = (x′

u, y
′
u, z

′
u) i ~σv = (x′

v, y
′
v, z

′
v).

Primer 7.1. Na povrxi datoj jednaqinom F (x, y, z) = x2 + yz + z − 1 = 0 na�i taqku u kojoj je

tangentna ravan normalna na pravu l : x = y = z.

Tra�imo taqku M(x0, y0, z0) na povrxi F u kojoj je nomala na povrx

~n(M) = (F ′
x, F

′
y , F

′
z)(M) = (2x0, z0, y0 + 1)

paralelna vektoru prav
a

~l prave l : x
1 = y

1 = z
1 , tj. vektoru

~l = (1, 1, 1). Sledi da ti vektori moraju
biti propor
ionalni, dakle,

2x0

1
=

z0

1
=

y0 + 1

1
, tj. z0 = 2x0, y0 = 2x0 − 1.

Kako taqka M le�i na povrxi F , va�i:

x2
0 + (2x0 − 1)(2x0) + 2x0 − 1 = 0, tj. 5x2

0 = 1, odakle je x0 = ± 1√
5
.

Tada je z0 = ± 2√
5
i y0 = ± 2√

5
− 1. Dakle, postoje dve takve taqke M1

(

− 1√
5
,− 2√

5
− 1,− 2√

5

)

i

M2

(

1√
5
, 2√

5
− 1, 2√

5

)

.
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7.2 Tejlorov polinom

Neka je f(x1, x2, . . . , xn) diferencijabilna funkcija i a(a1, a2, . . . , an) taqka unutar ǌenog
domena. Tada je linearna aproksimacija (tangentnom ravni) u okolini taqke A

f(x) ≈ T1(x) = f(a) +∇f(a) · (x− a)

zapravo Tejlorov polinom prvog stepena za funkciju f u okolini taqke a.

Ipak, ovakva aproksimacija nam qesto ne�e biti dovoǉna, pa pod uslovom da je funkci-
ja f diferencijabilna dovoǉan broj puta, moжemo aproksimirati funkciju f Tejlorovim
polinomom Tk stepena k. Tada �e se vrednosti funkcije f i svih ǌenih izvoda do reda k

poklapati sa odgovaraju�im vrednostima polinoma Tk u taqki a.

Teorema 7.2. Neka je funk
ija f(x1, x2, . . . , xn) diferen
ijabilna k puta. Tejlorov polinom

stepena k funk
ije f u okolini taqke a = (a1, . . . , an) se mo�e zapisati kao

Tk(x) = f(a) + df(a) +
1

2!
d2f(a) + · · ·+ 1

k!
dkf(a),

gde je x = (x1, . . . , xn) i gde nakon razvoja ,,diferen
ijala" zame�ujemo dxi sa xi − ai.

Tada je

f(x) = Tk(x) + o(‖x− a‖k) kad ‖x− a‖ → 0.

Tejlorov polinom stepena 2 funkcije f(x, y) u okolini taqke (a, b) je

T2(x, y) = f(a, b)

+fx(a, b)·(x−a) + fy(a, b)·(y−b)

+ 1
2!

(

fxx(a, b)·(x−a)2 + 2fxy(a, b)·(x−a)(y−b) + fyy(a, b)·(y−b)2
)

.

Grexka koja se javǉa pri aproksimaciji polinomom stepena k je

Rk(x, y) = f(x, y)− Tk(x, y) =
1

(k + 1)!
dk+1f(a+ θ(x − a), b+ θ(y − b)), θ ∈ (0, 1).

Ako je (a, b) = (0, 0), polinom Tk nazivamo Maklorenovim polinomom.

Primer 7.2. Odrediti Maklorenov polinom stepena 2 za funk
iju z(x, y) = ln(y + ex).

Tra�eni polinom nalazimo po formuli

T2(x, y) = z(0, 0) + z′x(0, 0)x+ z′y(0, 0) y +
1

2

(

z′′xx(0, 0)x
2 + 2z′′xy(0, 0)xy + z′′yy(0, 0) y

2
)

.

Potrebni par
ijalni izvodi su

z′x =
ex

y + ex
, z′y =

1

y + ex
, z′′xx =

yex

(y + ex)2
, z′′xy = − ex

(y + ex)2
, z′′yy = − 1

(y + ex)2
,

pa je z(0, 0) = 0, z′x(0, 0) = 1, z′y(0, 0) = 1, z′′xx(0, 0) = 0, z′′xy(0, 0) = −1 i z′′yy(0, 0) = −1. Dakle,

T2(x, y) = x+ y − xy − 1

2
y2.

7.3 Lokalne ekstremne vrednosti

Neka je f(x1, x2, . . . , xn) diferencijabilna funkcija i a = (a1, a2, . . . , an) taqka iz unutrax-
ǌosti ǌenog domena. Taqke za koje vaжi

f ′
x1
(a) = · · · = f ′

xn

(a) = 0, tj. ∇f(a) = 0

se nazivaju stacionarnim taqkama.

Ako je f(x, y) funkcija po dve promenǉive, ǌene stacionarne taqke su taqke u kojima je
tangentna ravan horizontalna.

Teorema 7.3. Taqka u kojoj funk
ija f dosti�e lokalni ekstremum mo�e biti

(1◦) �ena sta
ionarna taqka, ili

(2◦) taqka u kojoj funk
ija f nije diferen
ijabilna.
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S druge strane, ne mora svaka stacionarna taqka biti taqka ekstremuma - stacionarne
taqke koje nisu i taqke ekstremuma nazivamo sedlastim taqkama.

Neka je a = (a1, a2, . . . , an) je stacionarna taqka dvaput diferencijabilne funkcije
f(x1, x2, . . . , xn). Tada u ǌenoj okolini vaжi

f(a+ ~dx) ≈ f(a) +
1

2!
d2f(a),

jer je df(a) = 0, a svi ostali qlanovi su o(‖ ~dx‖2).
Tako dolazimo do kriterijuma za ekstremne vrednosti:

(1◦) ako je d2f(a) > 0 za sve dx1, dx2, . . . , dxn koji nisu svi nula, onda je a taqka lokalnog

minimuma funkcije f ;

(2◦) ako je d2f(a) < 0 za sve dx1, dx2, . . . , dxn koji nisu svi nula, onda je a taqka lokalnog

maksimuma funkcije f ;

(3◦) ako d2f(a) meǌa znak, tj. ako moжe biti i pozitivno i negativno u zavisnosti od izbora
dx1, dx2, . . . , dxn, onda a nije taqka lokalnog ekstremuma.

U sluqaju (1◦) kaжemo da je kvadratni polinom d2f pozitivno definitan, a u sluqaju
(2◦) negativno definitan. Kriterijum za definitnost polinoma d2f daje kvadratna matrica
drugih parcijalnih izvoda

Hf =











f ′′
x1x1

f ′′
x1x2

· · · f ′′
x1xn

f ′′
x2x1

f ′′
x2x2

· · · f ′′
x2xn

...
...

. . .
...

f ′′
xnx1

f ′′
xnx2

· · · f ′′
xnxn

,











koju nazivamo Hesijanom funkcije f . Ako su drugi parcijalni izvodi neprekidni, tada su
mexoviti parcijalni izvodi jednaki, pa je ova matrica simetriqna.

Posmatrajmo sluqaj dve promenǉive. Ako je f(x, y) dvaput neprekidno diferencijabilna
funkcija i M(a, b) taqka u ǌenom domenu, tada je

df2(M) = Adx2 + 2Bdxdy + Cdy2, gde su A = f ′′
xx(M), B = f ′′

xy(M) i C = f ′′
yy(M).

Ovaj polinom je uvek pozitivan ako i samo ako je diskriminanta 4B2−4AC = 4∆ < 0 i A > 0.
Dakle, d2f je pozitivno definitan ako i samo ako je ∆ < 0 i A > 0.

Teorema 7.4. Ako je f = f(x, y) funk
ija dveju promen	ivih i (a, b) je taqka lokalnog ekstre-
muma, onda je f ′

x(a, b) = f ′
y(a, b) = 0. Pritom, ako oznaqimo

A = f ′′
xx(a, b), B = f ′′

xy(a, b), C = f ′′
yy(a, b) i ∆ = B2 −AC :

• ako je ∆ < 0 i A > 0, onda je (a, b) taqka lokalnog minimuma funk
ije f ;

• ako je ∆ < 0 i A < 0, onda je (a, b) taqka lokalnog maksimuma funk
ije f ;

• ako je ∆ > 0, onda (a, b) nije taqka lokalnog ekstremuma funk
ije f ;

• ako je ∆ = 0, potrebno je ispitati izvode vixeg reda...

U sluqaju dvaput neprekidno diferencijabilne funkcije f(x, y, z) tri promenǉive, znak
drugog diferencijala d2f se utvr�uje pomo�u Silvesterovog kriterijuma: posmatramo kva-
dratne vode�e podmatrice Hesijana i raqunamo ǌihove determinante

∆1 = |f ′′
xx|, ∆2 =

∣

∣

∣

∣

f ′′
xx f ′′

xy

f ′′
xy f ′′

yy

∣

∣

∣

∣

, ∆3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f ′′
xx f ′′

xy f ′′
xz

f ′′
xy f ′′

yy f ′′
yz

f ′′
xz f ′′

yz f ′′
zz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Neka je M0 stacionarna taqka.

(1◦) d2f(M0) > 0 ⇔ ∆1(M0) > 0,∆2(M0) > 0,∆3(M0) > 0;

(2◦) d2f(M0) < 0 ⇔ ∆1(M0) < 0,∆2(M0) > 0,∆3(M0) < 0.
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Primer 7.3. Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funk
ije u(x, y) = 4 lnx+5 lny+ln(20−x−y).

Domen funk
ije je x > 0, y > 0, x+ y < 20. Prvi par
ijalni izvodi su

u′
x =

4

x
− 1

20− x− y
i u′

y =
5

y
− 1

20− x− y
.

Sta
ionarne taqke su rexe�a sistema u′
x = 0, u′

y = 0, pa postoji jedna sta
ionarna taqka M(8, 10).
Drugi par
iajalni izvodi su

u′′
xx = − 4

x2
− 1

(20− x− y)2
, u′′

xy = − 1

(20− x− y)2
i u′′

yy = − 5

y2
− 1

(20− x− y)2
.

Da	e je A = u′′
xx(M) = − 5

16 , B = u′′
xy(M) = − 1

4 , C = u′′
yy(M) = − 3

10 , pa je ∆ = B2 − AC = − 1
32 < 0.

Kako je A < 0, taqka M je taqka lokalnog maksimuma funk
ije.

Primer 7.4. Posmatrajmo funk
iju f(x, y) = x2−y2 (hiperboliqki

paraboloid).

�ena jedina sta
ionarna taqka jeM(0, 0). U toj taqki je A = −C = 2,
B = 0 i ∆ = 4 > 0, pa M nije taqka lokalnog ekstremuma. Taqka M

je lokalni maksimum du� jedne krive na povrxi (f(0, y)), a lokalni
minimum du� druge (f(x, 0)).

x

y

z
f = x2

− y2

Primer 7.5. Posmatrajmo funk
iju f(x, y) = x3 + y3.

�ena jedina sta
ionarna taqka je M(0, 0). U toj taqki je

df(M) = d2f(M) = 0,

ali M nije taqka lokalnog ekstremuma jer

d3f(M) = 6(dx3 + dy3)

mo�e da bude i pozitivno i negativno.

x

y

z
f = x3 + y3

U opxtem sluqaju, ekstremne vrednosti funkcije mogu biti u rubnim taqkama domena,
ili u taqkama gde funkcija nije diferencijabilna.

Primer 7.6. Posmatrajmo konus z(x, y)=1−
√

x2 + y2 za x2 + y26 1.

Za (x, y) = (0, 0) se posti�e globalni maksimum funk
ije, zmax = 1,
a svaka taqka kru�ni
e x2 + y2 = 1 je globalni minimum, zmin = 0.
Kako par
ijalni izvodi

z′x =
−x

√

x2 + y2
, z′y =

−y
√

x2 + y2

nisu definisani za (x, y) = (0, 0), ova funk
ija nema sta
ionarnih

taqaka.

x

y

z

max

min

7.4 Zada
i

Primer 7.7. Na�i jednaqinu tangentne ravni na povrx z =
√

41− 4x2 − y2 u taqki (2, 3).

Jednaqina tra�ene tangentne ravni je z − z(2, 3) = z′x(2, 3)(x− 2) + z′y(2, 3)(y − 3).

Vidimo da je z(2, 3) =
√
41− 4 · 22 − 32 = 4 i nalazimo

z′x =
−4x

z
, z′y =

−y

z
,

pa je z′x(2, 3) = −2 i z′y(2, 3) = − 3
4 . Tra�ena ravan je

z − 4 = −2(x− 2)− 3

4
(y − 3) , tj. 8x+ 3y + 4z = 41.

Primer 7.8.

Povrx z = z(x, y) je data impli
itno funk
ijom F (x, y, z) = 2x/z + 2y/z − 8 = 0. Na�i jednaqinu

tangentne ravni na povrx z u taqki M(2, 2, 1).

Normala na povrx u taqki M je ~n = (F ′
x(M), F ′

y(M), F ′
z(M)). Potrebni par
ijalni izvodi su

F ′
x = 2x/z ln 2 · 1

z
, F ′

y = 2y/z ln 2 · 1
z

i F ′
z = 2x/z ln 2

(

− x

z2

)

+ 2y/z ln 2
(

− y

z2

)

,

pa je ~n = 4 ln 2(1, 1,−4) i mo�emo uzeti da je vektor normale na ravan (1, 1,−4). Jednaqina tra�ene
ravni je x− 2 + y − 2− 4(z − 1) = 0, tj. x+ y − 4z = 0.
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Primer 7.9. Na�i rastoja�e od elipsoida x2 + y2 + 4z2 = 4 od ravni α : x+ y + z = 6.

Primetimo da je u taqki M(x0, y0, z0) na elipsoidu najbli�oj datoj ravni normala na elipsoid
~n = (2x0, 2y0, 8z0) paralelna normali na ravan ~nα = (1, 1, 1). Dakle, 2x0

1 = 2y0

1 = 8z0
1 , pa je x0 =

y0 = 4z0. Iz uslova da taqka M le�i na elipsoidu dobijamo (4z0)
2 + (4z0)

2 + 4z20 = 4, tj. z0 = ± 1
3 .

Sledi da imamo dva kandidata M1(
4
3 ,

4
3 ,

1
3 ) i M2(− 4

3 ,− 4
3 ,− 1

3 ). Kako je

d(M1, α) =

∣

∣

4
3 + 4

3 + 1
3 − 6

∣

∣

√
3

=
√
3 i d(M2, α) =

∣

∣− 4
3 − 4

3 − 1
3 − 6

∣

∣

√
3

= 3
√
3,

tra�eno rastoja�e je

√
3.

Primer 7.10. Na�i jednaqinu tangentne ravni na parametarski datu povrx ~r(u, v) = 2u3~ı+uv2~+

2v~k koja prolazi kroz taqku (2, 1, 2).

Primetimo da taqki (2, 1, 2) odgovara (u, v) = (1, 1). Normala na povrx je

~n = ~r′u × ~r′v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ı ~ ~k

6u2 v2 0
0 2uv 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (2v2,−12u2, 12u3v),

pa za (u, v) = (1, 1) imamo ~n = (2,−12, 12). Jednaqina tra�ene ravni je 2(x−2)−12(y−1)+12(z−2) =
0, tj. x− 6y + 6z = 8.

Primer 7.11. Funk
iju f(x, y) =
cosx

1 + xy
aproksimirati Maklorenovim polinomom drugog stepe-

na.

Tra�eni polinom nalazimo po formuli

T2(x, y) = f(0, 0) + f ′
x(0, 0)x+ f ′

y(0, 0) y +
1

2

(

f ′′
xx(0, 0)x

2 + 2f ′′
xy(0, 0)xy + f ′′

yy(0, 0) y
2
)

.

Potrebni par
ijalni izvodi su

f ′
x =

− sinx(1 + xy)− cos ·y
(1 + xy)2

= − sinx

1 + xy
− y cosx

(1 + xy)2
,

f ′
y = − x cosx

(1 + xy)2
,

f ′′
xx = −cosx(1 + xy)− sinx · y

(1 + xy)2
− −y sinx(1 + xy)2 − y cosx · 2(1 + xy)y

(1 + xy)4

= − cosx

1 + xy
+ 2

y sinx

(1 + xy)2
+ 2

y2 cosx

(1 + xy)3
,

f ′′
xy =

x sinx

(1 + xy)2
− cosx(1 + xy)2 − y cosx · 2(1 + xy)x

(1 + xy)4

=
x sinx

(1 + xy)2
− cosx

(1 + xy)2
+ 2

xy cosx

(1 + xy)3
,

f ′′
yy = 2

x2 cosx

(1 + xy)3
,

pa je f(0, 0) = 1, f ′
x(0, 0) = 0, f ′

y(0, 0) = 0, f ′′
xx(0, 0) = −1, f ′′

xy(0, 0) = −1 i f ′′
yy(0, 0) = 0. Dakle,

T2(x, y) = 1− 1

2
x2 − xy.

Primer 7.12. Na�i Tejlorov polinom stepena 2 za funk
iju z(x, y) datu formulom z3−2xz+y = 0
u okolini taqke (1, 1), pri qemu je z(1, 1) = 1.

Diferen
irajmo datu jednaqinu po x:

3z2z′x − 2z − 2xz′ = 0, tj. z′x =
2z

3z2 − 2x
(1).

Sliqno, diferen
ira�em po y dobijamo

3z2z′y − 2xz′y + 1 = 0, tj. z′y =
1

2x− 3z2
(2).

Diferen
irajmo sada jednaqinu (1) po x:

z′′xx = 2
z′x(3z

2 − 2x)− z(6zz′x − 2)

(3z2 − 2x)2
= 2

−3z2z′x − 2xz′x + 2z

(3z2 − 2x)2
.
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Sliqno, diferen
ira�em jednaqina (1) i (2) po y dobijamo

z′′xy = 2
−3z′yz

2 − 2xz′y
(3z2 − 2x)2

i z′′yy =
6zz′y

(3z2 − 2x)2
.

Zamenom (x, y) = (1, 1) u jednaqine (1) i (2) dobijamo z′x(1, 1) = 2 i z′y(1, 1) = −1, qijom da	om

zamenom u druge par
ijalne izvode dobijamo z′′xx(1, 1) = −16, z′′xy(1, 1) = 10 i z′′yy(1, 1) = −6. Tra�eni
Tejlorov polinom je

T2(x, y) =z(1, 1) + z′x(1, 1)(x− 1) + z′y(1, 1)(y − 1)

+
1

2

(

z′′xx(1, 1)(x− 1)2 + 2z′′xy(1, 1)(x− 1)(y − 1) + z′′yy(1, 1)(y − 1)2
)

=1 + 2(x− 1)− (y − 1)− 8(x− 1)2 + 10(x− 1)(y − 1)− 3(y − 1)2.

Primer 7.13. Izraqunati pribli�no 1, 011,98 pomo�u razvija�a funk
ije z = xy
u Tejlorov

polinom drugog stepena u okoli taqke (x0, y0) = (1, 2).

Neka je x = 1, 01, y = 1, 98, h = x − x0 = 1, 01 − 1 = 0, 01 i k = y − y0 = 1, 98 − 2 = −0, 02.
Odgovaraju�i Tejlorov polinom je

T2(x, y) =z(1, 2) + z′x(1, 2)(x− 1) + z′y(1, 2)(y − 2)

+
1

2

(

z′′xx(1, 2)(x− 1)2 + 2z′′xy(1, 2)(x− 1)(y − 2) + z′′yy(1, 2)(y − 2)2
)

.

Nalazimo z′x = yxy−1
, z′y = xy lnx, z′′xx = y(y− 1)xy−2

, z′′xy = xy−1 + yxy−1 lnx i z′′yy = xy ln2 x. Sledi
da je z(1, 2) = 1, z′x(1, 2) = 2, z′y(1, 2) = 0, z′′xx(1, 2) = 2, z′′xy(1, 2) = 1 i z′′yy(1, 2) = 0. Dakle,

T2(1, 2) = 1 + 2 · 0, 01 + 0 · (−0, 02) +
1

2

(

2 · 0, 012 + 2 · 1 · 0, 01 · (−0, 02) + 0 · (−0, 02)2
)

= 1 + 0, 02 + 0, 0001− 0, 0002 = 1, 0199.

Primer 7.14. Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funk
ije z(x, y) = x4 + y4 − 4xy.

Prvo nalazimo par
ijalne izvode z′x = 4x3−4y i z′y = 4y3−4x. Sta
ionarne taqke nalazimo kao
rexe�a sistema z′x = 0, z′y = 0, tj. x3 = y, y3 = x. Sledi da je y = y9, tj. y(y8−1) = 0. Odavde je y = 0
ili y = ±1, a zamenom ovih vrednosti u jednaqinu x = y3 dobijamo sta
ionarne taqke M1(0, 0),
M2(1, 1) i M3(−1,−1). Da	e nalazimo druge par
ijalne izvode z′′xx = 12x2

, z′′xy = −4 i z′′yy = 12y2.
U taqki M1 je A = z′′xx(0, 0) = 0, B = z′′xy(0, 0) = −4, C = z′′yy(0, 0) = 0 i ∆ = B2 − 4AC = 16 > 0,
pa u taqki M1 funk
ija nema ekstremnu vrednost. Za taqke M2 i M3 va�i A = C = 12, B = −4 i
∆ = −128 < 0, pa kako je A > 0, taqke M2 i M3 su lokalni minimumi funk
ije, zmin = −2.

Primer 7.15. Na�i lokalne ekstremne vrednosti funk
ije z(x, y) = −x
y + 1

8x2 + 2y2.

Domen funk
ije je R
2 \{(0, 0)}. Par
ijalni izvodi su z′x = − 1

y − 1
4x3 i z′y = x

y2 +4y. Sta
ionarne

taqke su rexe�a sistema z′x = z′y = 0, tj. y = −4x3, x = −4y3. Sledi da je y = 44y9, tj. 1 = (2y)8.

Dakle, y = ± 1
2 i x = ∓ 1

2 , pa imamo dve sta
ionarne taqkeM1(− 1
2 ,

1
2 ) iM2(

1
2 ,− 1

2 ). Drugi par
ijalni
izvodi su z′′xx = 3

4x4 , z
′′
xy = 1

y2 i z′′yy = 4− 2x
y3 pa je za obe taqke A = C = 12, B = 4 i ∆ = B2− 4AC =

−128 < 0. Sledi da u taqkama M1 i M2 data funk
ija posti�e lokalni minimum, zmin = 2.

Primer 7.16. Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funk
ije z(x, y) = 1
xy + ln(x + y)2.

Oblast definisanosti funk
ije je xy 6= 0, x+ y 6= 0. Prvi par
ijalni izvodi su

z′x = − 1

x2y
+

2

x+ y
i z′y = − 1

xy2
+

2

x+ y
.

Sta
ionarne taqke su M1(1, 1) i M2(−1,−1). Drugi par
iajalni izvodi su

z′′xx =
2

x3y
− 2

(x+ y)2
, z′′xy =

1

x2y2
− 2

(x+ y)2
i z′′yy =

2

xy3
− 2

(x+ y)2
.

Da	e je A(M1) = A(M2) =
3
2 , B(M1) = B(M2) =

1
2 , C(M1) = C(M2) =

3
2 , pa je ∆(M1) = ∆(M2) =

B2 − AC = −2 < 0. Kako je A > 0, u taqkama M1 i M2 funk
ija ima lokalni maksimum, zmin =
1 + ln 4.

Primer 7.17. Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funk
ije z(x, y) = (x2 − 2y2)e−2x−2y
.

Diferen
ira�em funk
ije z(x, y) po x i y dobijamo:

z′x = 2(x− x2 + 2y2)e−2x−2y, z′y = 2(−2y − x2 + 2y2)e−2x−2y.
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Rexava�em sistema z′x = 0, z′y = 0 nalazimo da funk
ija ima dve sta
ionarne taqke: M1(0, 0) i
M2(2,−1). Treba proveriti da li je u tim taqkama lokalni ekstremum, pa nalazimo druge par
i-

jalne izvode:

z′′xx = 2(1− 4x+ 2x2 − 4y2)e−2x−2y,

z′′xy = 2(−2x+ 4y + 2x2 − 4y2)e−2x−2y,

z′′yy = 2(−2 + 8y + 2x2 − 4y2)e−2x−2y.

U taqki M1 je A = z′′xx = 2, B = z′′xy = 0 i C = z′′yy = −4, pa je ∆ = B2 − AC = −8 > 0 i tu

funk
ija nema ekstremum.

U taqki M2 je A = − 6
e2 , B = − 8

e2 i C = − 12
e2 , pa je ∆ = − 8

e4 < 0 i kako je A < 0, M2 je taqka

lokalnog maksimuma, z(M2) =
2
e2 .

Primer 7.18. Odrediti lokalne ekstremne vrednosti funk
ije z(x, y) = xye1−x2−y2

.

Prvi par
ijalni izvodi su

z′x = −y(2x2 − 1)e1−x2−y2

, z′y = −x(2y2 − 1)e1−x2−y2

.

Rexava�em sistema z′x = z′y = 0 nalazimo da funk
ija ima pet sta
ionarnih taqka: M1(0, 0),

M2(− 1√
2
, 1√

2
), M3(− 1√

2
,− 1√

2
), M4(

1√
2
,− 1√

2
) i M5(

1√
2
, 1√

2
).

Drugi par
ijalni izvodi su

z′′xx = 2xy(2x2 − 3)e1−x2−y2

, z′′xy = (2x2 − 1)(2y2 − 1)e1−x2−y2

, z′′yy = 2xy(2y2 − 3)e1−x2−y2

.

Za taqku M1 je A = C = 0 i B = e, pa je ∆ = e2 > 0 i taqkaM1 nije taqka ekstremuma. Za ostale

sta
ionarne taqke se na isti naqin dobija da su M2 i M4 taqke lokalnog minimuma (zmin = − 1
2 ),

a taqke M3 i M5 taqke lokalnog maksimuma (zmax = 1
2 ).

Primer 7.19. Na�i sta
ionarne taqke funk
ije z(x, y) = xy − 1
x + 1

y + 8
x−y .

Par
ijalni izvodi su z′x = y + 1
x2 − 8

(x−y)2 i z′y = x− 1
y2 + 8

(x−y)2 . Sta
ionarne taqke nalazimo

rexava�em sistema z′x = 0, z′y = 0. Oduzima�em druge od prve jednaqine dobijamo x+y+ 1
x2 − 1

y2 = 0,

odakle je x+ y = 0 ili x− y = x2y2. Zamenom prvog uslova u, re
imo, jednaqinu z′x = 0 jednostavno
dobijamo sta
ionarnu taqku M1(−1, 1). Drugi uslov zahteva malo snala�e�a:

{

z′x=0

z′y=0
⇔

{

x2y+1
x2 = 8

(x−y)2

xy2−1
y2 = −8

(x−y)2

⇔
{

(x− y)2(x2y + 1) = 8x2

(x− y)2(1− xy2) = 8y2
⇔

{

(x− y)2(xy + 1
x ) = 8x

(x− y)2( 1y − xy) = 8y.

Sabira�em prethodne dve jednaqine dobijamo (x−y)2
(

1
x + 1

y

)

= 8(x+y), tj. (x−y)2 = 8xy, koji nam

zajedno sa uslovom x− y = x2y2 daje sistem xy = 2, x− y = 4. Rexe�a ovog sistema su sta
ionarne
taqke M2(2 +

√
6,−2 +

√
6) i M3(2−

√
6,−2−

√
6).

Primer 7.20. Na�i lokalne ekstremne vrednosti funk
ije u = 2x2 + y2

x − 4z + 2z2

y .

Prvi par
ijalni izvodi su

u′
x = 4x− y2

x2
, u′

y =
2y

x
− 2z2

y2
, u′

z = −4 +
4z

y
,

a rexe�e sistema u′
x = u′

y = u′
z = 0 je sta
ionarna taqka M(14 ,

1
4 ,

1
4 ). Drugi par
ijalni izvodi su

u′′
xx = 4 +

2y2

x3
, u′′

xy = −2y

x2
, u′′

xz = 0, u′′
yy =

2

x
+

4z2

y3
, u′′

yz = −4z

y
, u′′

zz =
4

y
.

Da	e je

∆1(M)=12 > 0, ∆2(M)=

∣

∣

∣

∣

12 −8
−8 24

∣

∣

∣

∣

= 224 > 0, ∆3(M)=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

12 −8 0
−8 24 −16
0 −16 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 512 > 0,

pa je u taqki M(14 ,
1
4 ,

1
4 ) funk
ija u posti�e lokalni minimum, umin = − 1

8 .
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