
Sistemi linearnih jednaqina
Matematika 1 - lekcija 3

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

Gausov metod

1. Rexiti sistem jednaqina

{
−x+ 2y + 3z = 2
2x+ y − 2z = 2
4x+ 3y + z = 1

.

Rexeǌe. Iz druge i tre�e jednaqine eliminixemo x, tako xto dodajemo drugoj jedna-

qini prvu pomno�enu sa 2, a tre�oj prvu pomno�enu sa 4. Dobijamo

{
−x+ 2y + 3z = 2

5y + 4z = 6
11y + 13z = 9

.

Sada tre�oj jednaqini dodajemo drugu pomno�ene sa −11
5 , kako bismo iz ǌe elimin-

isali y. Dobija se

{− x+ 2y + 3z = 2
5y + 4z = 6

21
5 z = − 21

5

. Podelimo jednaqine sa −1, 5 i 21
5 , tako da u

svakoj prvi koeficijent bude 1:

{
x− 2y − 3z = −2

y + 4
5z = 6

5
z = −1

.

Sada mo�emo da eliminixemo z iz prve dve jednaqine dodavaǌem prvoj i drugoj jed-

naqini tre�u pomno�enu sa −3 i − 4
5 redom:

{
x− 2y = −5

y = 2
z = −1

. Najzad, dodajemo prvoj

jednaqini drugu pomno�enu sa 2 i dobijamo rexeǌe sistema: x = −1, y = 2, z = −1.

2. Na�i opxte rexeǌe sistema jednaqina

{
x+ y + z + u+ v = 1

x+ y − 2z + 3u− 4v = 2
2x+ 2y + 3z − 4u+ v = 0

.

Rexeǌe. Prvu jednaqinu oduzimamo od druge i (pomno�enu sa 2) od tre�e. Tako elim-

inixemo x i y iz druge dve jednaqine:

{
x+ y + z + u+ v = 1

−3z + 2u− 5v = 1
z − 6u− v = −2

. Tre�u jednaqinu pom-

no�enu sa 3 dodajemo drugoj:

{
x+ y + z + u+ v = 1

z − 6u− v = −2
−16u− 8v = −5

, tj.

{
x+ y + z + u+ v = 1

z − 6u− v = −2
u+ 1

2v = 5
16

.

Ovako smo sveli sistem na kvazi-trougaoni: vode�e nepoznate u ove tri jednaqine su
x, z, u. Suvixna pojavǉivaǌa ovih nepoznatih eliminixemo na ve� opisan naqin. Dve
nevode�e promenǉive, y i v, bi�e nam parametri u opxtem rexeǌu.

Tre�u jednaqinu oduzimamo od prve i (pomno�enu sa 6) dodajemo drugoj, tako da elim-

inixemo suvixna pojavǉivaǌa u:

{
x+ y + z + 1

2v = 11
16

z + 2v = − 1
8

u+ 1
2v = 5

16

. Isto uradimo i sa nepoz-

natom z, oduzimaǌem druge jednaqine od tre�e:

{
x+ y − 3

2v = 13
16

z + 2v = − 1
8

u+ 1
2v = 5

16

.

Ovo je kraj, jer su sve nepoznate direktno izra�ene preko parametara y = s i v = t:
(x, y, z, u, v) = ( 1316 − s+ 3

2 t, s,−
1
8 − 2t, 5

16 − 1
2 t, t).

3. Rexiti sistem jednaqina

{
(a+ 2)x+ y = a− 1

x− ay + z = 1− 2a
ax− y + z = −1

u zavisnosti od parametra a.

Rexeǌe. Oduzmimo drugu jednaqinu od tre�e:

{
x − ay + z = 1− 2a

(a+ 2)x + y = a− 1
(a− 1)x+ (a− 1)y = 2(a− 1)

. Tre�u

jednaqinu smemo da podelimo sa a−1 - ali samo ako je a ̸= 1:

{
x− ay + z = 1− 2a

(a+ 2)x + y = a− 1
x + y = 2

.

Sada oduzmimo tre�u jednaqinu od druge:

{
x− ay + z = 1− 2a

(a+ 1)x = a− 3
x + y = 2

. I ovde drugu

jednaqinu smemo da podelimo sa a+ 1 samo ako je a ̸= −1:

{
x− ay + z = 1− 2a
x + y = 2
x = a−3

a+1

.



Oduzimaǌe tre�e jednaqine od prve dve daje

 −ay + z = 4−2a−2a2

a+1

y = a+5
a+1

x = a−3
a+1

, pa dodavaǌem

druge (pomno�ene sa a) prvoj najzad dobijamo (x, y, z) = (a−3
a+1 ,

a+5
a+1 , 4− a) - za a ̸∈ {−1, 1}.

Sluqajeve a = ±1 moramo posebno da ispitamo.

• Za a = 1, sistem se svodi na

{
x− y + z = −1
3x+ y = 0

0 = 0
. To je neodre�en sistem, i uz-

imaju�i nevode�u nepoznatu x kao parametar dobijamo opxte rexeǌe (x, y, z) =
(x,−3x,−1− 4x).

• Za a = −1, sistem se svodi na

{
x+ y + z = 1− 2a

0 = −4
x+ y = 2

. Taj sistem je protivreqan:

nema rexeǌa.

Kramerovo pravilo

Primenǉivo samo za kvadratne sisteme!

4. Rexiti sistem jednaqina

{
2x +y +z = 3
−x +2y +3z = 2
4x −y −z = 0

.

Rexeǌe. Determinanta sistema D je determinanta matrice koeficijenata sistema. U

ovom sluqaju to je D =

∣∣∣∣∣ 2 1 1
−1 2 3
4 −1 −1

∣∣∣∣∣ V3+V1

∣∣∣∣∣ 2 1 1
−1 2 3
6 0 0

∣∣∣∣∣ = 6

∣∣∣∣ 1 1
2 3

∣∣∣∣ = 6.

Rexeǌa sistema su x =
Dx

D
, y =

Dy

D
, z =

Dz

D
, pod pretpostavkom da je D ̸= 0.

Determinantu Dx dobijamo tako xto prvu kolonu u D (tj. kolonu koeficijenata uz x -

u ovom sluqaju

 2
−1
4

) zamenimo kolonom sa desne strane jednakosti (u ovom sluqaju

kolona

 3
2
0

): dakle, Dx =

∣∣∣∣∣ 3 1 1
2 2 3
0 −1 −1

∣∣∣∣∣ K2−K3

∣∣∣∣∣ 3 0 1
2 −1 3
0 0 −1

∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 3 1
0 −1

∣∣∣∣ = 3.

Sliqno nalazimo Dy (zamenom druge kolone u D) i Dz (zamenom tre�e kolone):

Dy =

∣∣∣∣∣ 2 3 1
−1 2 3
4 0 −1

∣∣∣∣∣ = 21 i Dz =

∣∣∣∣∣ 2 1 3
−1 2 2
4 −1 0

∣∣∣∣∣ = −9.

Prema tome, x =
Dx

D
=

3

6
=

1

2
, y =

Dy

D
=

21

6
=

7

2
i z =

Dz

D
=

−9

6
= −3

2
.

5. Rexiti sistem

{
x +ay +(a− 1)z = 1
2x +(3− a)y +z = 2
x +y +az = a+ 1

u zavisnosti od parametra a.

Rexeǌe. Odredimo D,Dx, Dy i Dz.

D =

∣∣∣∣∣ 1 a a− 1
2 3− a 1
1 1 a

∣∣∣∣∣ V2−2V1

V3−V1

∣∣∣∣∣ 1 a a− 1
0 3− 3a 3− 2a
0 1− a 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 3− 3a 3− 2a

1− a 1

∣∣∣∣ = −2a(a− 1);

Dx =

∣∣∣∣∣ 1 a a− 1
2 3− a 1

a+ 1 1 a

∣∣∣∣∣ V2−2V1

V3−(a+1)V1

∣∣∣∣∣ 1 a a− 1
0 3− 3a 3− 2a
0 1− a− a2 1 + a− a2

∣∣∣∣∣ = a(a2 − 5a+ 5);

Dy =

∣∣∣∣∣ 1 1 a− 1
2 2 1
1 a+ 1 a

∣∣∣∣∣ K2−K1

∣∣∣∣∣ 1 0 a− 1
2 0 1
1 a a

∣∣∣∣∣ = −a

∣∣∣∣ 1 a− 1
2 1

∣∣∣∣ = a(2a− 3);

Dz =

∣∣∣∣∣ 1 a 1
2 3− a 2
1 1 a+ 1

∣∣∣∣∣ K3−K1

∣∣∣∣∣ 1 a 0
2 3− a 0
1 1 a

∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣ 1 a
2 3− a

∣∣∣∣ = −a(a− 1).

Determinanta sistema D je jednaka nuli za a = 0 i a = 1. Te sluqajeve ispitujemo

posebno. Za a ̸∈ {0, 1} je (x, y, z) =

(
Dx

D
,
Dy

D
,
Dz

D

)
=

(
a2 − 5a+ 5

2(1− a)
,
2a− 3

2(1− a)
,
1

2

)
.

• Za a = 0, sistem postaje

{
x −z = 1
2x +3y +z = 2
x +y = 1

(J2+J1)/3−−−−−−−→

{
x −z = 1
x +y = 1
x +y = 1

, xto je neo-

dre�en sistem. Sa parametrom x, opxte rexeǌe je (x, y, z) = (x, 1− x, x− 1).

• Za a = 1, sistem postaje

{
x +y = 1
2x +2y +z = 2
x +y +z = 2

J2−2J1
J3−J1−−−−−→

{
x+ y = 1

z = 0
z = 1

xto nema rexeǌa.



Zadaci za ve�bu

Rexiti sisteme jednaqina:

6.

{
2x +y +2z = 2
x −4y +4z = 1

−x +y +3z = 2
;

7.

{
3x −2y +z = 1
x +3y −2z = 5

−2x +y +3z = −4
;

8.


x −y +z = −1

y −z +t = 1
x +z −t = −2

−x +y +t = 2

.

Na�i opxta rexeǌa slede�ih sistema:

9.
{

3x −y −z = 1
2x +2y +3z = 5 ;

10.
{

3x −y −t = 3
4x −3y +2z −t = 1 .

U zavisnosti od parametara rexiti (i diskutovati) sisteme:

11.

{
x −y +2z = 3

ax +5y −4z = 1
3x +2y −z = 1

(parametar a);

12.

{
x +ay +z = 1

ax +y +(a− 1)z = a
x +y +z = a+ 1

(parametar a);

13.

{
x −y +az = a
x +ay −z = −a

ax +y −z = 0
(parametar a);

14.

 (2a− 1)x +y −az = 1− a
(a+ 1)x −ay +(3a+ 1)z = a+ 2

x +az = 3− 2a.
(parametar a);

15.

{
x +ay −z +t = 1
x +y +az −t = 2
x −y +z +at = 3

(parametar a);

16.

{
x +y +z = −1

2x +ay +bz = 2
x −by −az = 0

(parametri a, b);

17.


(a+ 1)x +y = 1

ax +by +z = 2
bx −z = 2
x +y +2z = 0

(parametri a, b).

Rexeǌa

6. (x, y, z) = ( 15 ,
2
5 ,

3
5 ).

7. (x, y, z) = ( 2119 ,
14
19 ,−

16
19 ).

8. (x, y, z, t) = (−1, 0, 0, 1).

9. (x, y, z) = (x, 11x− 8, 7− 8x).
Napomena. U zadacima poput ovog, opxte rexeǌe se mo�e opisati na razne naqine: npr.
odgovor (x, y, z) = (1− t, 3− 11t,−1+8t) je naizgled drugaqiji, ali u stvari opisuje isti
skup rexeǌa.

10. (x, y, z, t) = (x, y,−1− 1
2x+ y, 3x− y − 3), x, y ∈ R.

11. Za a ̸= 5 rexeǌe je (x, y, z) = ( 6
3a−15 ,

5a−39
3a−15 ,

7a−45
3a−15 ).

Za a = 5 sistem je protivreqan.



12. Za a ̸= 1 rexeǌe je (x, y, z) = (a
3−a2−2a+1

1−a , a
1−a , a+ a2).

Za a = 1 sistem je protivreqan.

13. Za a ̸∈ {−1, 0, 1} rexeǌe je (x, y, z) = ( 2
a+1 ,

−a2+a−2
a2−1 , a−2

a−1 ).
Za a = −1 i a = 1 sistem je protivreqan.
Za a = 0 sistem je neodre�en i opxte rexeǌe je x = y = z.

14. Za a ̸∈ {−1,−1
2 , 1} rexeǌe je (x, y, z) = ( −3a2+8a+3

(2a+1)(a+1) ,
−17a2+3a+4
(2a+1)(a+1) ,

−4a2+3a−1
(2a+1)(a+1) ).

Za a = −1 i a = −1
2 sistem je protivreqan.

Za a = 1 sistem je neodre�en i opxte rexeǌe je (x, y, z) = (t, 1− 2t, 1− t), t ∈ R.

15. Sistem je u svakom sluqaju neodre�en.
Opxte rexeǌe je (x, y, z, t) = (−au+ 2a2+2a+6

a2+3 , u− a+3
a2+3 , u, u+ a−3

a2+3 ), u ∈ R..

16. Ako je b ̸∈ {a, 1− a}, rexeǌe je (x, y, z) = (−2−a−b
a+b−1 , −b−4a−2

(b−a)(a+b−1) ,
a+4b+2

(b−a)(a+b−1) ).
Ako je a = b = −2

5 , sistem je neodre�en i opxte rexeǌe je ( 23 , y,−
5
3 − y).

U ostalim sluqajevima sistem je protivreqan.

17. Ako je (4b− 7)a ̸= 2b2 − 8b, sistem je protivreqan.
Ako je b ̸∈ {0, 1, 7

4} i a = 2b2−8b
4b−7 , rexeǌe je (x, y, z) = ( 4b−7

2b2−2b ,
2b+7

2b2−2b ,
−3

2b−2 ).
Ako je b ∈ {0, 1}, sistem je protivreqan.


