
Krive drugog reda
Matematika 1 - lekcija 4

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

Kriva drugog reda je kriva u koordinatnoj ravni qija je jednaqina oblika

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0. (∗)

Za ovakvu krivu ka�emo da je svedena na kanonski oblik ako je u (∗):

(i) B = 0; (ii) A = 0 ili D = 0; (iii) C = 0 ili E = 0.

Klasifikacija krivih u kanonskom obliku:

1◦ Eliptiqki tip - Ax2 + Cy2 = F sa A,C > 0:
1◦1. F > 0: elipsa,
1◦2. F = 0: taqka,
1◦3. F < 0: prazan skup;

2◦ Paraboliqki tip - Ax2 + 2Ey = F sa A > 0 (ili Cy2 + 2Dx = F sa C > 0):
2◦1. E ̸= 0: parabola,
2◦2. D = E = 0, F > 0: dve paralelne prave,
2◦3. D = E = 0, F = 0: prava,
2◦4. D = E = 0, F < 0: prazan skup;

3◦ Hiperboliqki tip - Ax2 + Cy2 = F sa A > 0 > C:
3◦1. F ̸= 0: hiperbola,
3◦2. F = 0: dve presecaju�e prave.

Svo�eǌe krive na kanonski oblik zahteva transformaciju koordinatnog sistema translacijom
i rotacijom. Pri translaciji ili rotaciji koordinatnog sistema, stare koordinate (x, y) se
izra�avaju preko novih (x′, y′) na slede�i naqin:

(1) Rotacija za ugao α oko taqke O(0, 0):
{

x = x′ cosα− y′ sinα
y = x′ sinα+ y′ cosα

;

(2) Translacija za vektor (u, v):
{

x = x′ − u
y = y′ − v

.

Postupak svo�eǌa na kanonski oblik je slede�i:

(1) Obavǉa se rotacija za ugao α za koji je tg2α = 2B
A−C . Tada je x = x′ cosα − y′ sinα i y =

x′ sinα+ y′ cosα, pri qemu je

tg2α =
2tgα

1− tg2α
, sinα =

tgα√
1 + tg2α

, cosα =
sinα

tgα
.

Novodobijena jednaqina �e biti oblika A′x′2 + C ′y′2 + 2D′x′ + 2E′y′ + F ′ = 0. Koeficijent uz
x′y′ je 2B′ = 0.

(2) Zatim se obavǉa translacija za vektor (u, v), gde je u = D′

A′ za A′ ̸= 0 i v = E′

C′ za C ′ ̸= 0. Ako
je A′ = 0 (ili C ′ = 0), uzimamo u = 0 (odnosno v = 0). Tada je x′ = x′′ − u i y′ = y′′ − v.
Jednaqina koju dobijamo je u kanonskom obliku.

(3) Obiqno je po�eǉno napisati odgovaraju�e smene koordinata, tj. napisati stare koordinate
x, y u funkciji novih x′′, y′′.

::::::::::::



1. Svesti na kanonski oblik krivu 3x2 + 3xy − y2 + 6x+ 6y − 2 = 0.

Rexeǌe. Ugao rotacije α zadovoǉava tg2α = 3
3(−1) = 3

4 . Daǉe je 3
4 = 2tgα

1−tg2α , dakle tgα = 1
3 ili

tgα = −3. Uzimamo tgα = 1
3 . Sada je sinα = tgα√

1+tg2α
= 1√

10
i cosα = sinα

tgα = 3√
10
, pa je x = 3x′−y′

√
10

i y = x′+3y′
√
10

. Jednaqina krive postaje

3(3x′−y′)2

10 + 3(3x′−y′)(x′+3y′)
10 − (x′+3y′)2

10 + 6(3x′−y′)√
10

+ 6(x′+3y′)√
10

− 2 =
7
2x

′2 − 3
2y

′2 + 24√
10
x′ + 12√

10
y′ − 2 = 0.

Slede�e, vektor translacije je (D
′

A′ ,
E′

C′ ) = ( 24
7
√
10
,− 4√

10
), jer je A′ = 7

2 , C ′ = −3
2 , D′ = 12√

10
i

E′ = 6√
10
. Jednaqina krive postaje

7
2 (x

′′ − 24
7
√
10
)2 − 3

2 (y
′′ + 4√

10
)2 + 24√

10
(x′ − 24

7
√
10
) + 12√

10
(y′ + 4√

10
)− 2 =

7
2x

′′2 − 3
2y

′′2 − 26
7 = 0.

Dakle, kanonski oblik je 7
2x

′′2 − 3
2y

′′2 − 26
7 = 0, xto je hiperbola.

Odgovaraju�e transformacije koordinata su x =
3(x′′− 24

7
√

10
)−(y′′+ 4√

10
)

√
10

= 3x′′−y′′
√
10

− 10
7 i y = x =

(x′′− 24
7
√

10
)+3(y′′+ 4√

10
)

√
10

= x′′+3y′′
√
10

+ 6
7 .

2. Svesti na kanonski oblik krivu x2 − xy + y2 − 6x− 5 = 0.

Rexeǌe. Ugao rotacije: tg2α = −1
1−1 = ∞, dakle mo�emo uzeti 2α = 90◦, pa je α = 45◦ i

sinα = cosα =
√
2
2 . Zato je x = x′−y′

√
2

i y = x′+y′
√
2

. Jednaqina krive se svodi na(
x′ − y′√

2

)2

−
(
x′ − y′√

2

)(
x′ + y′√

2

)
+

(
x′ + y′√

2

)2

− 6

(
x′ − y′√

2

)
− 5 =

x′2

2
+

3y′2

2
− 6x′

√
2
+

6y′√
2
− 5 = 0.

Vektor translacije je (− 6√
2
, 2√

2
), znaqi x′ = x′′ + 6√

2
, y′ = y′′ − 2√

2
. Nova jednaqina je

(x′′ + 6√
2
)2

2
+

3(y′′ − 2√
2
)2

2
−

6(x′′ + 6√
2
)

√
2

+
6(y′′ − 2√

2
)

√
2

− 5 =
1

2
x′′2 +

3

2
y′′2 − 17 = 0,

xto je elipsa.

Smene koordinata su x =
(x′′+ 6√

2
)−(y′′− 2√

2
)

√
2

= x′′−y′′
√
2

+ 4 i y =
(x′′+ 6√

2
)+(y′′− 2√

2
)

√
2

= x′′+y′′
√
2

+ 2.

Zadaci za ve�bu

Svesti na kanonski oblik slede�e krive i napisati odgovaraju�e smene koordinata:

3. x2 + 3xy + y2 + 2x+ 8y + 4 = 0;

4. x2 + 2
√
2xy + 2y2 − 12x

√
3 + 18y

√
6− 21 = 0;

5. 4x2 + 3xy + 2x− 6y + 5 = 0;

6. 2x2 + 4xy + 5y2 + 8x+ 8y = 0;

7. x2 − 3xy + 5y2 + 6x+ 2y + 20 = 0;

8. 10x2 + 12xy + 15y2 − 10x− 6y + 2 = 0;

9. 3x2 + 3xy − y2 + x− 3y − 5
3 = 0;

10. x2 + xy + y2 + 2x− 4y − 3 = 0;

11. −4x2 + 8xy + 11y2 + 4x+ 6y = 0;

12. 30x2 + 20xy + 9y2 + 12x+ 4y = 0;

13. −x2 +
√
5xy + y2 − 2y = 0.

Rexeǌa



3. Hiperbola 5x′′2 − y′′2 + 16 = 0; smene koordinata (x, y) = (x
′′−y′′
√
2

− 4, x′′+y′′
√
2

+ 2).

4. Parabola x′′2 − 10
√
2y′′ − 3 = 0; smene koordinata (x, y) = (x

′′+y′′√2−(4+2
√
3)√

3
, x′′√2−y′′+(

√
6−4

√
2)√

3
).

5. Hiperbola 9x′′2 − y′′2 + 50 = 0; (x, y) = (x
′′−y′′√8

3 + 2, x′′√8+y′′

3 − 6).

6. Elipsa 6x′′2 + y′′2 − 8 = 0; (x, y) = (x
′′−2y′′
√
5

− 2, 2x′′+y′′
√
5

).

7. Degenerisana kriva (taqka) 11x′′2 + y′′2 = 0; (x, y) = (x
′′+3y′′
√
10

− 6, 3x′′−y′′
√
10

− 2).

8. Elipsa 19x′′2 + 6y′′2 − 1
2 = 0; (x, y) = ( 2x

′′−3y′′
√
13

+ 1
2 ,

3x′′+2y′′
√
13

).

9. Degenerisana kriva (dve presecaju�e prave) 7x′′2 − 3y′′2 = 0; (x, y) = ( 3x
′′−y′′
√
10

+ 1
3 ,

x′′+3y′′
√
10

− 1).

10. Elipsa 3x′′2 + y′′2 − 74
3 = 0; (x, y) = (x

′′−y′′
√
2

− 8
3 ,

x′′+y′′
√
2

+ 10
3 ).

11. Hiperbola −5x′′2 + 12y′′2 − 2
3 = 0.

12. Elipsa 34x′′2 + 5y′′2 − 6
5 = 0.

13. Hiperbola x′′2 − y′′2 + 2
27 = 0.


