Resenje pismenog ispita iz Numerickih metoda, I grupa

1. Ispitati konvergenciju numerickog reda
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2.a Oceniti gornju granicu greske koja moze nastati prilikom resavanja sistema
linearnih jedna¢ina Ax = b, gde je
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zakljucujemo da je

[A|l4oo = 1.2, [|A7Y| 100 = 2.00002 - 105,  k(A) ~2.4-10°,
i da vazi
<24-10°-107° ~ 2.4.

2.b Koristeéi Gauss-Seidelov metod resiti sistem linearnih jednacina Ax = b,
gde je

—15 105 -—.2 1.95
A=| -3 —08 9 |, b=| 149
125 -3 —.15 —2.075

Resenje. Ako premestimo jednacine sistema dobijamo sistem

125 -3 —.15 —2.075
Az=V, A=|-15 105 -2 |, v/=| 195
-3 —08 .9 1.49



Ovaj sistem jednacina je dijagonalno dominatan po vrstama, jer je
[1.25] > | —.3|+|—.15], [1.05|>|—.15/+|—.2[, [9]>|-.2]+]|-.3],
zaklju¢ujemo da Gauss-Seidelov metod konvergira.

Dobijamo iterativni proces
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= | 0 .0343 .2076 | xp + 1.62
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Uz pocetnu vrednost z¢ = (0,0, 0), nalazimo

x1 = (—1.660000000000000, 1.620000000000000, 1.246222222222222),
x9 = (—1.121653333333334, 1.934282328042328, 1.453607318048207)
x3 = (—1.021339363104057,1.988114818232412,1.491830418363751)
x4 = (—1.003832793420571,1.997896347294918, 1.498535410841580),
x5 = (—1.000680627348230,1.999623798158173, 1.499739684053539),
6 = (—1.000121526355614,1.999933055102253, 1.499953540557218),
x7 = (—1.000021641908593, 1.999988058881099, 1.499991724597678),
xg = (—1.000003858916815, 1.999997872459060, 1.499998524579645),
xg = (—1.000000687660268,1.999999620730370, 1.499999737067055),
z10 = (—1.000000122576665, 1.999999932406582, 1.499999953132808).

Vidimo da je reenje sistema do na 6 znacajnih cifara dato sa (—1.,2.,1.5).
. Nadéi Lagrangeov interpolacioni polinom za skup podataka

o 1 2 3
Tk 1. 1.1 13 15
flzg) 0. —1 -9 -3
Odrediti priblizno vrednost funkcije f u tacki 1.25.
Resenje. Konstruisemo bazisne funkcije
rz—11)(x—13)(x —1.5
o) (T LD =13 - L5)
(I. - 1.1)(1. — 1.3)(1. —15)

= —66.67(z — 1.1)(z — 1.3)(x — 1.5),

(
_ (@ — _
l(x) = di-1 )( T1 3)(1 1 15 125.(x — 1.)(x — 1.3)(z — 1.5),
ly(z) = (1'?_11))((”33_ 1111))(231_3 1751) 55 =~ — 1)~ L)@ — 15),
(x—1.)(z—1.1)(z —1.3)
l3(z) = (15-1)(15—11)(15-13) =25.(x —1.)(x — 1.1)(z — 1.3).



Odakle dobijamo interpolacioni polinom na sledeé¢i nacin
Vrednost polinoma Pz u tacki 1.25 iznosi

P3(1.25) = 000(1.25) — .14, (1.25) — .9¢5(1.25) — .35(1.25) = —.728.

4. Koriste¢i metod proste iteracije odrediti bar jedno resenje jednacine x =
(2 4+ 1)/3 sa relativnom greskom manjom od 1074,

Resenje. Ako nacrtamo grafike funkcijay = x iy = (23 +1)/3, videdemo

da je resenje priblizno .5. Posmatracemo iterativni proces
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Tpa1 = ¢(£Ck) = ke Ny, xz9=.5.

Izvod iterativne funkcije je
¢(2)=a>>0, (@) < |l <q.

Vidimo da je iterativna funkcija rastuéa, tako da se interval [—1, 1] slika
u interval [0,2/3], pa se i interval [—2/3,2/3] slika u podskup skupa
[—2/3,2/3]. Kako je dodatno za x € [—2/3,2/3] ispunjen uslov |¢/(z)| <
4/9 < 1, vidimo da proces konvergira za poizvoljno zg € [—2/3,2/3]. Ako
izaberemo zg = .5 € [-2/3,2/3], dobijamo rezultate prikazane u tabeli 1.
Vidimo da veé u iteraciji 6 imamo bar ¢etiri znacajne cifre.
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Table 1: Iteracije procesa zy41 = (z3 4+ 1)/3, 2o = .5

5. Odrediti Ag, Ay i Ay tako da kvadraturna formula

/ cos(mz/2) f(x)dx = Ao f(—1) + AL f(0) + Aaf(1),

-1



ima maksimalni algebraski stepen ta¢nosti.

Resenje. Odredjujemo koeficijente iz sistema linearnih jednacina

1
é:/ cos(mzx/2)dx = Ag + A1 + As,

T -1

1
0= / x cos(mx/2)dr = —Ag + As,
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7'('3 —1

4(n? — !
A =8 :/ 22 cos(mx/2)dx = Ag + As.

Resavanjem sistema nalazimo
Ap=.121, A;=1.032, Az=.121.

Formula ima algebarski stepen tacnosti tri jer je dodatno

1
0= / 23 cos(mx/2)dx = —Ag + Ay = —.121 4 .121 = 0.
—1
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Resenje pismenog ispita iz Numerickih metoda, II grupa

Ispitati konvergenciju numerickog reda
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konvergiraju po Liebnitzovom kriterijumu, jer opsti ¢lanovi redova opadaju
1/k>1/(k+1) i1/ > 1/(k+ 1) =1/K'1/(k+1) ivazi im1/k =01
lim 1/k! = 0, to konvergira i njihov zbir.

Oceniti gornju granicu greske koja moze nastati prilikom resavanja sistema
linearnih jednac¢ina Az = b, gde je
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Resenje. Istim postupkom kao u drugom zadatku u grupi I, dobijamo
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Koriste¢i Gauss-Seidelov metod resiti sistem linearnih jednacina Az = b,
gde je
-3 —-08 9 1.49
A=| —-15 105 -2 |, b= 1.95
1.25 -3 -—-.15 —2.075

Resenje. Koristeéi istu ideju kao u drugom zadataku u grupi I, dobijamo
isti sistem linearnih jednacina.

Naéi Newtonov interpolacioni polinom za skup podataka

o 1 2 3
o |17 5 4
flex) |21 22 1.7 4

Odrediti priblizno vrednost funkcije f u tacki .6.



ResSenje. Formiramo tablicu kona¢nih razlika

Eoxp [zes ]l [or, Traas f [Tk, Trt1, Trg2s f] [Tk, Tht1, Thg2s Tht35 f]
0o 1. 2.1
21-22 __ yuas
L= 0.3333 — 2.5
2.2 1.7 - ~5.667. — (—35.)
_— = 2. == 4 .
7—.5 > 95 _ 13 1.— 4 48.888
2 5 1.7 =2 Y = 35
17— 4 7— 4
. . . 1 )
bH—4 3
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Netnov interpolacioni polinom je
P3(x) = 2.14+(—.3333) (x—1.)+(—5.667) (x—1.)(x—.7)+48.888(x—1.) (z—.7) (z—.5).
Vrednost polinoma u tacki x = .6 iznosi

P3(.6) = 2.202.

. Koristeé¢i metod proste iteracije odrediti bar jedno reSenje jednacine x =
—(2% +1)/3 sa relativnom greskom manjom od 10~%.

Resenje. Koristedi isti postupak kao u resenju u grupi I, nalazimo da 6
iteracija uz xo = —.5, zadovoljava trazeni uslov. ReSenje priblizno iznosi

z6 = —.32218

. Odrediti vrednosti za Ag, A1 1 As tako da kvadraturna formula

/ log(1 + ) (x) dz = Aof(—1) + ALf(0) + Aaf(1),

-1
ima maksimalni mogudi algebarski stepen ta¢nosti.

Resenje. Koristedi isti metod kao u grupi I, nalazimo sistem jednacina

1
—2+log4 = / log(1+ z)dx = Ap + A1 + Aa,
-1

1

1:/ zlog(l + z)dx = — Ay + As,

-1
1

2
§(—4 +1log8) = / 2 log(1 + z)dr = Ay + As.
-1
Resenje sistema je

Ag=—.713, Ay =—.187, A, = .287.

Formula ima algebarski stepen tac¢nosti dva.



