Pada Mymasuuh Byxuh

1 BekTopmu - Teopuja

1.1 Teomerpmujcku BEKTOpu

Teomempujcku eexmop uin caMo eexkmop je onpeben muTeHsuTeTOM (IysKI-
HOM) M CMEPOM.
Bekrop ce o3HauaBa cTpenunoM (yCMEpPEHOM Iy:KK) KOja IOBe3yje IOYeTHY i

Taury A ca kpajmoMm TaukoMm B u o3HavaBa ca AB.

Y ¢um3nnu, BEKTOPCKE BEJIUUYNHE Cy PEIMMO OP3UHA U CUJIa, a CKaJapHe Maca A

U TeMIepaTypa.

Hyna Bekrop (0) je BeKTOD MHTEH3UTETA HyJa, & je IMHUYHYU BEKTOD jé BEKTOD MHTEH3UTEeTa jeJaH. 3a
IPOM3BOJLAH BEKTOD U mHTEH3UTETA ||U]|, jeauuuanum BekTop y cMepy BekTopa U je Bekrop U/ ||7]]. Cymporan
BEKTOD —¥ BEKTOpa U MMa MCTU MHTEH3UTET U HPABAIl KAO BEKTOD U, a CYyIPOTaH CMep.

Bekrope mMoskeMo cabupatu (HAZOBE3UBATU) U MHOMKUTU KOHCTAHTOM.
1.1.1 JIumeapHa He3aBHMCHOCT BeKTOpa

Hexka cy 1, U, 1 ¥3 maTu BekTopu y mpocropy R3, a oy, as u az peammu 6pojesu. Tama ce mspas
11 + ot + 3U3 HA3UBA AUNKEAPHA KOMOUNGUUJG BEKTOPA U1, Us W U3.

Hedununuja 1.1. Axko u3 jennakoctn aqvh + aols + a3ty = 0 crean ma je ay = as = ag = 0, Kasxkemo 1a
CY BEKTODU U1, Uy U U3 AUHEAPHO HE38UCHU. Y CYTTPOTOM Cy OBU BEKTOPH AUHEAPHO 3GEUCHI.

AHAJIOTHO ce Ae(UHUINEe JIMHEAPHA 3aBUCHOCT BeKTOpa U u ¥y (u3abepe ce s = 0).

Ilpyrum peumMa, Tpu HEHYyJa BEKTOPa U1, Up U U3 CY JUHEAPHO 3aBUCHA aKO U CAMO AKO Cy KOMILIa-
HapHa (mpumanajy mctoj pasHmM). Tana ce jenan BEKTOD MO:Ke U3PA3UTHU NPEKO APYyTa JBa, Tj. MOCTOje
HeHyJsa OPOjeBU ¢1 U C2 TAKBU 14 je U3 = ¢1U1 + Cala.

Cauyno, ABA HEHYJa BEKTODpA U] U U Cy JMHEAPHO 3aBUCHA AKO M CAMO AKO Cy KoJuHeapHa (uMajy
vctu npasan). Tana nmocroju Henysna Opoj ¢ Takas xa je Uy = .

1.1.2 BekTopcka ajarebpa

Hedbununmja 1.2. Ckarapru npouseod eexmopa U1 U Us je

—

Uy - Uy = |’171| . |172|COS<Z(’(71,’172).

W3 nperxonue nedunuimje moomjamo Gpopmyiy 3a yrao m3mebhy BexkTopa
Lo Uy - Ua
cos (U, V2) = 5=,
V1] - [T
Kao 1 GOPMYJY 3a AYKUHY BEKTOPA:
. -2 - /=
’U1"U1:|’U1| $|U1|: 1 V1.
Crerujasano, ako je v, U2 # 0, BaKu
U Uy =0« 0110, (yCcioB OPTOrOHAIHOCTH).

IIpumep 1.1. Ako je |i| =2, |¥] =1 u <«(&, V) = Z, nahu yrao « usmely Bekropa @ = 4 — ¥ u b=2ii+7.
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Tpaxkenun yrao mobujamo m3 (popmyre cos o =

=
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Hamaznmo
~(2ﬁ+17):2|ﬁ|27ﬁ~177|z72:2~2272-1-%flz6
(@—T0)=d]* —2u-T+7*=22-2-1+1=3
(U4 V) =4Alu]? +4u- T+ 0P =4-22 +4-1+1=21.
Osze cmo Kopucruiu aa je o - v = |u] - |9] cos <(u, ¥). dakue,
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oSy = ——— = —, Taje « = arccos —.
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ITocmarpajmo canma mpojermujy W = Prg, ) BeKTOpa U] Ha BeKTOD Uy # 0.

Axo je a = <(71, ¥2), Basku |w| = |0h] cos a. & :
[

Naxcre, - L o i, Ty |Oo|  01-7a o ‘HI
w:|w|'T=|U1|COSQ'T'T=_,—2U2- — .

|v2 |U2| |U2| |U2| Ua w

Twume je nmorazana HapemHa TeopeMa.

Teopema 1.1. Hexka cy v u vp # 0 maru Bektopu. IIpojekimja BeKTopa ¥} Ha BEKTOP Us je
Uy U
——— 1.

Pry, v, = FAE

Hedbununuja 1.3. Bexmopcku npouseod eexmopa U X U jé BEKTOP HOPMAJIaH Ha BEKTOPE U1 U U, Ly KUHE
|01 - |02 sin <t(¥y, U2), OpjeHTHCAH TaKO [a je TTOCMaTPAHO Ca HEroBOT BPXa U JIEBO O U.

VHTen3uTeT BEKTOPCKOT MPOU3BOIA U] X Uy jeqHAK je MOBPIIUHU Ma- .
paJiesiorpamMa KOJU OHU pa3aluiy. 3aucTa, Ly:KUHA jelHe CTpaHe Ma- v2 |Ta| sin
panenorpama je |01, a myskmna omrosapajyhe Bucume |Us]sina.
il
Baxu na je U1 X U5 =0 ako U caMO aKO Cy BEKTOPU U U Uz KOJIUHEADHMU.
[IpumeTumo ma je vy X Uo = —Us X U7, Ia BEKTOPCKO MHOKEH€ BEKTOPa HUje KOMYTATUBHO.

Hedbununuja 1.4. Mewosumu npouseod eexmopa Uy, U U U3 je

[T1, Ua, Tg] = (U1 X Ua) - Us.

Hberosa anconyTHa BpemHOCT ce He MeHa NEPMYTOBAH-€M BEKTODA U jeqHAKA je 3aIPEeMUHU IapaJe-
Jenuinena pa3ameTor OBUM BEKTOPUMA.

Baxn na je [U1,0s, 73] = 0 ako 1 caMO aKO Cy OBM BEKTOPU KOMILTAHADHMU.

1.2 BekTopu y koopamHaTamMa

Heka je p = O? = (zp,yp,2zp) BEKTOD IOJOMkKAaja TAdKe
P(xzp,yp,zp) y Heraprosom koopaunataoMm cucremy Oxyz.
CBaku BeKTOp U je BEKTOP TOJOKaja jeAWHCTBeHEe Tauke P.
Huop. Hyna BekTOp je BEKTOD I0JIOKAaja KOOPAUHATHOT IIOYETKA.
Koopdunamnu eexmopu 1=(1,0,0), 7=(0,1,0) un E:(0,0, 1) cy je-
NUHWYHYA BEKTOPU y TMO3UTUBHOM CMepy &, y u z-oce. Cpa-
KM BEKTOp U C€ MOMKE M3Pa3uTHh MPEKO KOOPIMHATHUX BEK-
Topa: ako je ¥ = (xp,yp,zp) IPOU3BOHAH BEKTOD, Tama je
T =xpi+ypT+ 2pk.

3a mare Bexrope U1 = (x1,y1,21) U U2 = (x2,ys2, 22) BaKU:

—

(i) U] = Uy aKO M CaMO aKO je T1 = T, Y1 = Yo U 21 = Z2;
(ii) o+t = (x1 + 22,51 + Y2, 21 + 22);
(iii) cU] = (C.Tl,C.TQ,CZEg), rme je ¢ IpOM3BOJbHA KOHCTAHTA.

1.2.1 Basza BeKTOpCKOT mpocTopa

Cryn BexTopa B = {#),7,, U3} u3 R® unan 6a3zy mpoctopa R? axo ce csaku Bexrop m3 R3 mosxke Ha
jeIUHCTBEH HAYWH NPEACTABUTUA Kao JUHeapHa KoMOuHamuja Bekropa u3 B. ExBuBasentHo, ckyn B je
6a3a BeKTOPCKOT mpocropa R? ako cy ememenTu ckyma B JIuHEapHO HE3aBUCHU U AKO jé CBAKU CJIEMEHT
npocropa R? mumeapra KoMGuHANMja BekTOpa U3 B.

Ha mpumep, CKyTl KOOpAMHATHUX BekTopa {7, 7, k} uune 6azy mpoctopa R?. Tazna ce cBaku BeKTOp ¥ 113
R3 Moike Ha je IMHCTBEH HAUMH IPEICTABUTY KAO IUHeapHA KOMOUHANIM]ja BeKTOpa 6a3e, U = anidasj+aszk
- (a1, ag, a3) cy KoopamHATE BekTOpa Uy TOj 6a3u. I[Ipumermo na je 6poj BekTOpa 6ase je THAK IMMEH3UjU
IpPOCTOPA.



1.2.2 Bekropcka anrebpa (y KoopauHaTtama)

Ha ocroBy Ilutaropmue teopeme, je THOCTABHO AOJA3MMO OO (OPMYyJa 3a OYKUHY BEKTODa U PACTO-
jame uzmebhy mBe Tauke.

Teopema 1.2. lyxuna (unrensurer) sekopa 0 = (x,y, 2) je |U] = /a2 + y2 + 22

Teopema 1.3. Pacrojame n3mvely ravara Py(x1,y1,21) 1 Pa(22,y2, 22) je

d=/(x2 —21)> + (g2 — 11)* + (22 — 21)%.

IIpumep 1.2. Hahw jequunann Bexrop (myxwune 1) y cmepy oz Tauke Py(1,—3,4) mo rauxe P2(3,1,5).
Bekrop P P,=(3,1,5)—(1,—-3,4)=(2,4,1) je nyxune v/21, 11a je TpaxKeHu BEKTOD \/%(2, 4,1).
3a BeKTOpe y KOOpAMHATaMa Takobhe ce Moe yBeCTU CKAJApPHU, BEKTOPCKUA M MEIIOBUTHU HTPOU3BOL.
Ha npumep, ako cy 07 = x10+ y17+ 21k 1 Uo = xo¥+ Yo7+ 20k maTu BeKTOPHU, TaIa je
Uy - U = (x10+ 1T+ z1k) - (220 + y2J + 22k)
=212V + Y1Y2 7 )+ 2122 k-k+ (1y2 + y122)0° 7+ (y122 + ZlyQ)J_:E + (z122 + 21302)];'7
= T172 + Y1y2 + 2122,
jepje T T=7k=k7=0mn =71 = |E| =1 (KOOPAMHATHU BEKTODU 7, J 1 k ¢y jeIMHIYHN 1 OPTOrOHAIHU
MeDy cobom). CamuHo ce MOTY M3BECTH OAroBapajynu MIEHTUTETH 33 BEKTOPCKA M MEITOBOTH TTPOU3BO .
To maM Aaje HapeIHY TeOpeMy.

Teopema 1.4. Heka cy maru Bekropu 07 = (1,41, 21), Uz = (T2,Y2, 22) u U3 = (x3,ys, 23). 3a CKajapHu u
BEKTOPCKM TIPOM3BOJ, BEKTOPA, U1 W U W MENTOBUTH TPOU3BO BEKTOPA U1, Uz W U3 PEIOM BAYKHU

(i) h - U2 = z122 + Y1Y2 + 2122;

—

S
(i) o1 x vp = |21 Y1 21| = (y122 — Y221, 2172 — 2271, T1Y2 — T2Y1);
T2 Y2 22
r1 Y1 21
(iii) [171,172,173] = (171 X 172) <Uz = |T2 Y2 Za|.
r3 Ys Zz3

Ha ocmoBy mena (i) mperxomme Tteopeme u mRedUHUNK]E CKAJTAPHOT HPOU3BOAA CIEAU & 3a yrao «
usmeDy BexkTopa Uy = (v1,y1,21) U U2 = (T2,Y2, 22) BaEkM
T1T2 +Y1Y2 + 2122
2 2 2 2 2 2"
\/z1+y1 +Z1\/$2+92 + 23

IIpumep 1.3. Harn cy Bekropn d = (1,2,3) u b= (—1,0,1). Hahm a x bu Pryd.
Pauynamo

Cosx =

—

N 1
axb=1]1
-1

b 2
= (2,-4,2), Prjai= Wb = 5(=1,0,1) = (~1,0,1).

— o =

O

Kao mocnenuy nmemnosa (ii) m (iii) mperxommor Tepbhema m reomerpmjckux 0CoOMHA BEKTOPCKOT 1
MEIIOBUTOT IIPOM3BOAA, MMaMO HapeIHO TBpDheme.

Teopema 1.5. Heka cy naru Bexkropu v = (21,Y1,21), U2 = (T2, Y2, 22) u U3 = (x3,Y3, 23)-
(i) Tosprmmua napasenorpama oapehenor Bekropuma v u U je

P = \/(9122 —y221)? + (2122 — 22w1)? + (T1Y2 — 2211)?;

(ii) Bampemuna napasesenuinesa oapelenor Bekropuma vy, Uz u U3 je

1 Y1 2
T2 Y2  zZ2|.
xr3 Ys =3

V=IAl A=

IIpumep 1.4. Haliu 3anpemuny rerpaenpa umja cy temena gare radke P(—1,2,0), Q(2,1,-3), R(1,0,1) u
S(3,-2,3).

v = 2I[PG, PR, P3]| = 13, ~1,-3),(2,-2,1), (4, ~4,3)]| = 5.



