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1 Vektori - teorija

1.1 Geometrijski vektori

Geometrijski vektor ili samo vektor je odre�en intenzitetom (duжi-
nom) i smerom.

Vektor se oznaqava strelicom (usmerenom duжi) koja povezuje poqetnu

taqku A sa krajǌom taqkom B i oznaqava sa
−−→
AB.

U fizici, vektorske veliqine su recimo brzina i sila, a skalarne masa
i temperatura.

A

B

−→
AB

Nula vektor (~0) je vektor intenziteta nula, a jediniqni vektor je vektor intenziteta jedan. Za
proizvoǉan vektor ~v intenziteta ‖~v‖, jediniqni vektor u smeru vektora ~v je vektor ~v/‖~v‖. Suprotan
vektor −~v vektora ~v ima isti intenzitet i pravac kao vektor ~v, a suprotan smer.

Vektore moжemo sabirati (nadovezivati) i mnoжiti konstantom.

1.1.1 Linearna nezavisnost vektora

Neka su ~v1, ~v2 i ~v3 dati vektori u prostoru R
3, a α1, α2 i α3 realni brojevi. Tada se izraz

α1~v1 + α2~v2 + α3~v3 naziva linearna kombinacija vektora ~v1, ~v2 i ~v3.

Defini
ija 1.1. Ako iz jednakosti α1~v1 + α2~v2 + α3~v3 = ~0 sledi da je α1 = α2 = α3 = 0, ka�emo da
su vektori ~v1, ~v2 i ~v3 linearno nezavisni. U suprotom su ovi vektori linearno zavisni.

Analogno se definixe linearna zavisnost vektora ~v1 i ~v2 (izabere se ~v3 = ~0).

Drugim reqima, tri nenula vektora ~v1, ~v2 i ~v3 su linearno zavisna ako i samo ako su kompla-
narna (pripadaju istoj ravni). Tada se jedan vektor moжe izraziti preko druga dva, tj. postoje
nenula brojevi c1 i c2 takvi da je ~v3 = c1~v1 + c2~v2.

Sliqno, dva nenula vektora ~v1 i ~v2 su linearno zavisna ako i samo ako su kolinearna (imaju
isti pravac). Tada postoji nenula broj c takav da je ~v2 = c~v1.

1.1.2 Vektorska algebra

Defini
ija 1.2. Skalarni proizvod vektora ~v1 i ~v2 je

~v1 · ~v2 = |~v1| · |~v2| cos∢(~v1, ~v2).

Iz prethodne definicije dobijamo formulu za ugao izme�u vektora

cos∢(~v1, ~v2) =
~v1 · ~v2

|~v1| · |~v2|
,

kao i formulu za duжinu vektora:

~v1 · ~v1 = |~v1|2 ⇒ |~v1| =
√

~v1 · ~v1.
Specijalno, ako je ~v1, ~v2 6= ~0, vaжi

~v1 · ~v2 = 0 ⇔ ~v1⊥~v2 (uslov ortogonalnosti).

Primer 1.1. Ako je |~u| = 2, |~v| = 1 i ∢(~u,~v) = π

3
, na�i ugao α izmeÆu vektora ~a = ~u− ~v i

~b = 2~u+ ~v.

Tra�eni ugao dobijamo iz formule cosα = ~a·~b
|~a|·|~b| .

Nalazimo

~a ·~b =(~u − ~v) · (2~u+ ~v) = 2|~u|2 − ~u · ~v − |~v|2 = 2 · 22 − 2 · 1 · 1
2
− 1 = 6

|~a|2 =(~u − ~v) · (~u− ~v) = |~u|2 − 2~u · ~v + |~v|2 = 22 − 2 · 1 + 1 = 3

|~b|2 =(2~u+ ~v) · (2~u+ ~v) = 4|~u|2 + 4~u · ~v + |~v|2 = 4 · 22 + 4 · 1 + 1 = 21.

Ovde smo koristili da je ~u · ~v = |~u| · |~v| cos∢(~u,~v). Dakle,
cosα =

6√
3
√
21

=
2√
7
, pa je α = arccos

2√
7
.
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Posmatrajmo sada projekciju ~w = Pr~v2~v1 vektora ~v1 na vektor ~v2 6= ~0.
Ako je α = ∢(~v1, ~v2), vaжi |~w| = |~v1| cosα.
Dakle,

~w = |~w| · ~v2
|~v2|

= |~v1| cosα · ~v2
|~v2|

· |~v2||~v2|
=

~v1 · ~v2
|~v2|2

~v2.

Time je dokazana naredna teorema.
~v2

~v1

~w

α

Teorema 1.1. Neka su ~v1 i ~v2 6= ~0 dati vektori. Projek
ija vektora ~v1 na vektor ~v2 je

Pr~v2~v1 =
~v1 · ~v2
|~v2|2

~v2.

Defini
ija 1.3. Vektorski proizvod vektora ~v1×~v2 je vektor normalan na vektore ~v1 i ~v2, du�ine
|~v1| · |~v2| sin∢(~v1, ~v2), orjentisan tako da je posmatrano sa �egovog vrha ~v2 levo od ~v1.

Intenzitet vektorskog proizvoda ~v1 ×~v2 jednak je povrxini pa-
ralelograma koji oni razapiǌu. Zaista, duжina jedne strane pa-
ralelograma je |~v1|, a duжina odgovaraju�e visine |~v2| sinα.

~v1

~v2 |~v2| sinα

α

Vaжi da je ~v1 × ~v2 = 0 ako i samo ako su vektori ~v1 i ~v2 kolinearni.
Primetimo da je ~v1 × ~v2 = −~v2 × ~v1, pa vektorsko mnoжeǌe vektora nije komutativno.

Defini
ija 1.4. Mexoviti proizvod vektora ~v1, ~v2 i ~v3 je

[~v1, ~v2, ~v3] = (~v1 × ~v2) · ~v3.

ǋegova apsolutna vrednost se ne meǌa permutovaǌem vektora i jednaka je zapremini parale-
lepipeda razapetog ovim vektorima.

Vaжi da je [~v1, ~v2, ~v3] = 0 ako i samo ako su ovi vektori komplanarni.

1.2 Vektori u koordinatama

Neka je ~p =
−−→
OP = (xP , yP , zP ) vektor poloжaja taqke

P (xP , yP , zP ) u Dekartovom koordinatnom sistemu Oxyz.
Svaki vektor ~v je vektor poloжaja jedinstvene taqke P .
Npr. nula vektor je vektor poloжaja koordinatnog poqetka.
Koordinatni vektori ~ı=(1, 0, 0), ~=(0, 1, 0) i ~k=(0, 0, 1) su je-
diniqni vektori u pozitivnom smeru x, y i z-ose. Sva-
ki vektor ~v se moжe izraziti preko koordinatnih vek-
tora: ako je ~v = (xP , yP , zP ) proizvoǉan vektor, tada je

~v = xP~ı+ yP~+ zP~k.

O

x

y

z

P

xP

yP

zP

~ı ~

~k
~p

Za date vektore ~v1 = (x1, y1, z1) i ~v2 = (x2, y2, z2) vaжi:

(i) ~v1 = ~v2 ako i samo ako je x1 = x2, y1 = y2 i z1 = z2;

(ii) ~v1 + ~v2 = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2);

(iii) c~v1 = (cx1, cx2, cx3), gde je c proizvoǉna konstanta.

1.2.1 Baza vektorskog prostora

Skup vektora B = {~v1, ~v2, ~v3} iz R
3 qini bazu prostora R

3 ako se svaki vektor iz R
3 moжe na

jedinstven naqin predstaviti kao linearna kombinacija vektora iz B. Ekvivalentno, skup B je
baza vektorskog prostora R

3 ako su elementi skupa B linearno nezavisni i ako je svaki element
prostora R

3 linearna kombinacija vektora iz B.

Na primer, skup koordinatnih vektora {~ı,~,~k} qine bazu prostora R
3. Tada se svaki vektor ~v iz

R
3 moжe na jedinstven naqin predstaviti kao linearna kombinacija vektora baze, ~v = α1~ı+α2~+α3

~k
- (α1, α2, α3) su koordinate vektora ~v u toj bazi. Primetimo da je broj vektora baze jednak dimenziji
prostora.
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1.2.2 Vektorska algebra (u koordinatama)

Na osnovu Pitagorine teoreme, jednostavno dolazimo do formula za duжinu vektora i rasto-
jaǌe izme�u dve taqke.

Teorema 1.2. Du�ina (intenzitet) vekora ~v = (x, y, z) je |~v| =
√

x2 + y2 + z2.

Teorema 1.3. Rastoja�e izmeÆu taqaka P1(x1, y1, z1) i P2(x2, y2, z2) je

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Primer 1.2. Na�i jediniqni vektor (du�ine 1) u smeru od taqke P1(1,−3, 4) do taqke P2(3, 1, 5).

Vektor

−−−→
P1P2=(3, 1, 5)−(1,−3, 4)=(2, 4, 1) je du�ine

√
21, pa je tra�eni vektor

1√
21
(2, 4, 1).

Za vektore u koordinatama tako�e se moжe uvesti skalarni, vektorski i mexoviti proizvod.
Na primer, ako su ~v1 = x1~ı+ y1~+ z1~k i ~v2 = x2~ı+ y2~+ z2~k dati vektori, tada je

~v1 · ~v2 = (x1~ı+ y1~+ z1~k) · (x2~ı+ y2~+ z2~k)

= x1x2~ı·~ı+ y1y2 ~·~+ z1z2 ~k·~k + (x1y2 + y1x2)~ı·~+ (y1z2 + z1y2)~·~k + (x1z2 + z1x2)~k·~ı
= x1x2 + y1y2 + z1z2,

jer je ~ı ·~ = ~ ·~k = ~k ·~ı = 0 i |~ı| = |~| = |~k| = 1 (koordinatni vektori ~ı, ~ i ~k su jediniqni i ortogonalni
me�u sobom). Sliqno se mogu izvesti odgovaraju�i identiteti za vektorski i mexovoti proizvod.
To nam daje narednu teoremu.

Teorema 1.4. Neka su dati vektori ~v1 = (x1, y1, z1), ~v2 = (x2, y2, z2) i ~v3 = (x3, y3, z3). Za skalarni i

vektorski proizvod vektora ~v1 i ~v2 i mexoviti proizvod vektora ~v1, ~v2 i ~v3 redom va�i

(i) ~v1 · ~v2 = x1x2 + y1y2 + z1z2;

(ii) ~v1 × ~v2 =

∣

∣

∣

∣

∣

~ı ~ ~k
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣

∣

∣

∣

∣

= (y1z2 − y2z1, z1x2 − z2x1, x1y2 − x2y1);

(iii) [~v1, ~v2, ~v3] = (~v1 × ~v2) · ~v3 =

∣

∣

∣

∣

∣

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣

∣

∣

∣

∣

.

Na osnovu dela (i) prethodne teoreme i definicije skalarnog proizvoda sledi da za ugao α
izme�u vektora ~v1 = (x1, y1, z1) i ~v2 = (x2, y2, z2) vaжi

cosα =
x1x2 + y1y2 + z1z2

√

x2

1
+ y2

1
+ z2

1

√

x2

2
+ y2

2
+ z2

2

.

Primer 1.3. Dati su vektori ~a = (1, 2, 3) i ~b = (−1, 0, 1). Na�i ~a×~b i Pr~b~a.
Raqunamo

~a×~b =

∣

∣

∣

∣

∣

~ı ~ ~k
1 2 3

−1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

= (2,−4, 2), P r~b~a =
~a ·~b
|~b|2

~b =
2

2
(−1, 0, 1) = (−1, 0, 1).

Kao posledicu delova (ii) i (iii) prethodnog tvr�eǌa i geometrijskih osobina vektorskog i
mexovitog proizvoda, imamo naredno tvr�eǌe.

Teorema 1.5. Neka su dati vektori ~v1 = (x1, y1, z1), ~v2 = (x2, y2, z2) i ~v3 = (x3, y3, z3).

(i) Povrxina paralelograma odreÆenog vektorima ~v1 i ~v2 je

P =
√

(y1z2 − y2z1)2 + (z1x2 − z2x1)2 + (x1y2 − x2y1)2;

(ii) Zapremina paralelepipeda odreÆenog vektorima ~v1, ~v2 i ~v3 je

V = |∆|, ∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣

∣

∣

∣

∣

.

Primer 1.4. Na�i zapreminu tetraedra qija su temena date taqke P (−1, 2, 0), Q(2, 1,−3), R(1, 0, 1) i
S(3,−2, 3).

V =
1

6
|[−−→PQ,

−→
PR,

−→
PS]| = 1

6
|[(3,−1,−3), (2,−2, 1), (4,−4, 3)]|= 2

3
.
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