Pada Mymaesuuh Byxuh

2 @POYyHKNIUOHAJJHU PeIOBU

Hera je mat mus dysruuja {f(2)}52, nepunucanux wa maTepsBany [a,b]. Tana ce Geckonauna cyma

> fal2) (2.1)

Ha3uBa GYHKUUOHAAIHU Ded.
3a QYHKIMOHAJHY el KaKeMO A je KOn6ep2enman y TauKM Zg, ako je 6pojuu pen y -, f(zo) KoHBEp-
TeHTAaH, a CKYyI CBUX TAKBUX Tadaka IPEICTaBiba 00.4acm Konsepzenyuje GpyHrInoHasHor pena. Pen (2.1) je
ancoAYmHo KoHeepeenmar Ha HEKOM MHTEPBAILY, aKO je Ha TOM MHTePBAally KOHBepreHTaH pen y .- | fn(2)].
. m o) - .
M-Ta MAPIMjaTHA CyMa U M-TU OCTATaK Cy Sy () = Y 00 fu(2) 1 Ry(z) = D202, 1 fu(®). Ako je pen
KOHBEPreHTaH Ha MHTePBaJy [a,b], Baskn na je lim, oo Rm(z) =0 3a cBako x € [a,b].

Hedbununuja 2.1. (Yuudbopvua kouseprennuja) @yukunonanuu pex (2.1) je yaudbOpMHO KOHBEPreHTaH
Ha WHTEpBay [a,b], ako 3a cBako £ > 0 mocToju MpupoaaH 6poj ng = ng(e) (HE3aBUCHO OJ] TAYKE ) TAKO /I
BasKH

IR, (2)] = |S(x) — Sn(x)| <&, Tj. S(z) —e < Su(x) < S(x) +¢

3a CBAKO M = M U CBAKO T € [a, b].

Hapenua teopema 00e3bebhyje moBosbaH ycioB 3a YHUDOPMHY KOHBEDPIEHI]Y.

Teopema 2.1. (BajepmirpacoBa Teopema) Ako 3a cBako x € [a,b] n cBaKo n > ng BaXkn

|fn(2)] < an,

rze je Gpojuu pex Y| a, KOHBEpreHTaH, Taja je (hyHKuuoHaaHu pes (2.1) ancomyTHo 1 yHEGOPMHO KOH-
BepreuTad Ha [a, b].

IIpumep 2.1. a) [lokazaru 1a je pex Z:O:1 1 xomseprenTam; 6) Ucnuraru yuudopMHy KOHBEPreHIUY peia

n!
oo sinnzx
Y et St ma mHTEpBaNy (—00,00).

a) IIpumerumo na je
1 1 1 1

- = g = 5.
n 1-2-3--m, 21-2.2...2  9n
IITO je OMINTH YJIaH KOHBEPTEHTHOr T€OMETPHjCKOT PE/Ia, Ma jeé TAKAB W MOJA3HU PEJI MPEeMa MPBOM TOPEI0EHOM
KPUTEPHjyMY.
o0 1 -
6) Kaxo je | sinnz | < , 3a cBakon € NucBako x € (—00,00), apef )y~ -7 je KOHBEPreHTaH Ha OCHOBY JIefa
oz a), To HOJIELBHI/I pen YHI/ICbOpMHO KOHBeprupa Ha ocuoBy BajepiirpacoBor kpurepujyma 3a x € (—00, 00).

Teopema 2.2. Heka je pex S =Y | fn(z) yundopMHO KOHBEpreHTan Ha UHTEpBALy [a,b], Ipu Uemy cy
enementu f, () menpekuane dyukuuje. Tana Baxku

e cyma S je rakohe HempekuHa dyHKIMja HA HHTEPBAIY [a, b];
) / S(t)dt = / Z fn(t)] d Z t)dt, 1j. pes ce MOXKe MHTErpaJUTy 4IaH 10 WIAH Of To
o To |n=1

n=1"T0
JI0 X 3a CBaKoO Zg, T € [a,b].

Teopema 2.3. AKO CBH WIAHOBH f, KOHBEPLEHTHOT pena » .., fn(%) MMajy HempekmmHe M3BOJE U AKO
je pe/:[ S 1 1 ( ) yuudOopMHO KOHBEpreHTaH Ha WHTEpBaiy [a,b], Tama y cBakoj tauku x € [a,b] Baxku

Z fnlz 1 = Z f(z), Tj. pen ce moske nudepeHIUpaTH YJIaH 110 YJjaH.




2.1 Crenenun penoBu

Cmenenu ped je pem obauka

o0
ch:vn —co+crx+ x4, (2.2)
n=0

e je x mpoMeJbuBa, a KOHCTAHTE ¢, Cy KoeQUuUMjeHTH pena. 3a CBAKO (PUKCHPAHO X, CTENEHU DEX je
OpOjHU pelr M MOKEMO MCIUTUBATHU HErOBY KOHBEPIEHIH]Y.
Cywma pena je pyHKUUIjA
S(x) =co+c1x +cpx + -+,

YMju je MOMEH CKyI CBUX Tadaka & 3a Koje pen (2.2) KoHBeprupa.
IMpumepa pamm, ako je ¢, = 1 3a cBako n, crenenu pen (2.2) je reoMeTpuUjcKu pes

o0
> ",
n=0

KOjU je KOHBeprenrat 3a x € (—1,1), a nquBeprenTan nHauve.

Ommruje, pen obauka
ch(a:fa)”:co+cl(xfa)+02(xfa)2+~~ (2.3)
n=0

je cremeHM pen y OKOJIUHU Tadke a. [IpuMeTMMo na Cy 3a & = a CBU WIAHOBUW Pena Hyja 3a n > 1, ma je
crenenu pen (2.3) yBEK KOHBEPIEHTAH 38 T = d.

IIpumep 2.2. VcnuraTy 3a Koje x je CTENeHu pet ZZO:O nlz™ KOHBEpTEHTaH.
3ax #0 je
Ap+41
Qn

lim
n— o0

= lim (n+1)z| = oo,

ma je peJ KOHBepTeHTaH caMmo 3a x = 0.

IIpumep 2.3. Hcnuraru 3a Koje 2 je creneHu pes y - o (w_n2) KOHBepreHTaH.
3a x #0 je
. An+1 .
lim |2 = lim |z — 2|,
n—00 | Gy n— 00

na je pex KousepreuTas 3a |r — 2| < 1, 1j. 3a x € (1,3). 3a |z — 2| > 1 pen je nuseprenTaH, a ciyudajese x = 1
U T = 3 MOpPaMO TPETUPATU OJIBOjEHO.

3a x = 1 pex ce cBoau Ha ZZOC):OO (77{) -, KOjH je KOHBeprenTan mpema JIajoHumnoBoM mpasuiy, a 3a & = 3 pej
ce CBOJM HA XapMOHHjCKH Pef y o =, KOJU je TMBEPTeHTAaH.

Jakie, natn creneHn peJ je KOHBepreHTan 3a x € [1, 3).

Teopema 2.4. 3a garu crenenu pes » oo ¢, (z — a)™ nocroje camo Tpu moryhinocru:
(i) pen KoHBeprupa caMo 3a T = a;
(#i) pem KoHBeprupa 3a CBAKO &;

(#4) mocroju nosuTusan 6poj R Tako Ja pen konsBeprupa 3a |r — a| < R, a quBeprupa 3a |z — a| > R.

Bpoj R u3 nperxonne TeopeMe ce HasuBa padujyc Kousepzenyuje. Y caydajy (i) je R =0, a y cayuajy
(i) je R = oo. VaTepBan xoHBeprenmuje creneHor pepa je € (a — R,a + R). Y cayuajy (iii) Tpeba
JONaTHO MCIUTATU KPajeBe MHTEepPBaJa KOHBepreunuje x = a + R.

) (_3)7an

ITpumep 2.4. Hahn paamjyc u nnTepBaj KOHBEPTEHIMje CTENEHOT peaa » o Vs et

ITocmarpaMo KOMUIHAK
n+1
+2

anJrl
Qn

= |3z — 3, Kajga n — oo.




Hakune, pex je xouseprenran 3a 3|z| < 1, 1j. 3a |z| < %, ma je paamjyc KoHBepreumuje R = % 3uamo Ja

je aTu pesl KOHBEPIeHTaH 33 T € (—%, %), aJim MOPaMO IIPOBEPUTH TAYKE T = j:%. 3a x = —% pezx ce cBonm

JMBEPreHTan Pef » . o \/ﬁ (pen Yo7y -5 3ap < 1).3ax = i pexmocraje Y o, (;i)ln , KOjU je KOHBepPreHTaH
_1 l]
33l

npema JlajorunoBom kpurepujymy. Cieau na je uHTEpBaJ KOHBEPIrEHIIUjE AATOr CTEeHOr peja (

Ha ocuoBy mperxonHOTr IpuMepa, jaCHO je na ce paaujyc KOHBepreHuuje Moxke Hahu no ¢gopmyin

R = lim

n—oo

Ap+1

Cunmuno, Ha OCHOBY KOIIOjEBOI KOPEHOI KPUTEPUjyMa, BasKU

1
R = lim

n—oo
|an|

Teopema 2.5. Crenenu pex » ., c,(z — a)™ momynpedHnka KOHBepreHnuje R KOHBEpPrupa amcomyTHO I
yaudopMuO 3a x € [a —r,a + 7], Tae je 0 < r < R.

2.2 IIpencraBmame pyHKIHja y OOJAUKY CTEIIEHUX peaoBa

Onpebenn TunoBm ¢yHKIMja MOrY Ce NPEACTABATHA y OOJIMKY CTENEeHOr pena KopumhemeM reomMe-
TPUjCKUX PEAOBa, Uan AuepPEeHIpPamheM UM NHTerpalrjoM TakBux penoBa. OBaj METOX IPEACTABLALA
GYHKIM]ja je KOPUCTAH 3a MHTErpaJie KOJUu HUCY €JIEMEHTAPHO U3PAUyHbUBUA (Kala ce IPUMUTUBHA ()yHK-
Uja HE MOYKE U3PA3UTHU IIPEKO eJIeMeTapHUX (YyHKIMja), 3a pelaBame AU(epPeHInjaTHnX jeJHaYnHA U 38
anpokcuManujy (pyHKIVje IOJIMHOMUMA.

IlonceTumo ce reomeTpujckor pena
1 oo
— =l4z+22+... = ", x| < 1. 2.4
e AR AL S S (2.4)

IIpumep 2.5. MNspasuru 1/(1 + xz) Ka0 CyMy CTENeHnT pejaa u Halim nHTepBa KOHBEPTEHITHjeE.

Axo y jennaunnu (2.4) 3amenumo —x ca 2 g06mjamo

1 1 LS o0
R A SN
n=0 n=0

u oBaj pej je KouseprenTan 3a | — 22| < 1, Tj. 3a |z| < 1. Jlaxse, natepsas kouseprenmuuje je (—1,1).

IIpumep 2.6. Ilpencrasutu y obauky crenenor pena bynxkuujy f(z) = 23/(x + 2).

z? z? 1 z? — T\"™ o~ (_1)71 n+3 — (_1)71,—1 n
v+2 21— (-z/2) 2;%(_2) =2 g =) gt

n=0 n=3

HJdundepennupame 1 UHTErpalyja cTelleHoT peaa

3HaMO Ha je 3a KOHauHe cyMe u3BOJ (OQHOCHO MHTErpaj) CyMe jelHakK CyMu u3Boga (OLHOCHO UHTE-
rpaja). Y HAPETHO] TEOPEMU JATU Cy YCIOBU KAa MCTO BAsKU 338 DECKOHAUHY CYMY, YV CJIyYajy CTEIEeHUX
penosa.



Teopema 2.6. Hexka je nar crenenn pex ».-cn(z — a)” nomynpeunuka xouseprernuje R. Tazna je 36up

CTeIeHor peaa
o0

S(x) = ch(m—a)” =co+ci(z—a)+clr—a)+---
n=0

mudepenipjabunta (1 3aro HenmpeknaHa) GyHKIMja Ha nHTepBany (a — R, a + R) n Baxn

U x) = chn(x—a)nfl =c1 + 2co(x — a) +363(I7a)2+... ’

_ n+1 _)\2 3
/S dm—C—Fchx e) —C+co(x—a)+cl(x 2a) +62(x @) 4.

(cTemenu peji ce yHyTap WHTEpBAJa KOHBEPIEHIUje MOXKE AUQEPEHIMPATH U WHTErPAJITU WIAH 10 YJIaH).
Pagumjycu koHBeprenmuja oBUX CTemneHux penoBa cy Takohe R.

WNako mpema mpeTXOmHOj TEOpEMU Palujyc KOHBEPIreHNUje OCTaje MCTU Kala Ce CTEIeHU pen mude-
peHnupa UIX WHTETPAJU, HE MOpPa OCTATU WCTU MHTEPBAJ KOHBEPreHIUje - TpeOa MPOBEPUTHU KpajeBe
MHTEPBAJA.

IIpumep 2.7. Tpeacrasutu dynrkmmjy 1/(1 — x)? y obmuKy crenernor peia u Hahu pajujyc KOHBEPTreHIIH]e.
Judepennupamem obe crpaue jennaxoctu (2.4) mobujamo

oo

1 o0
m:1+2x+3x2+~~22nx"*1:Z(n—f—l)m"
n=1

a pajanjyc KOHBepreHimje R je ncTh Kao pajnjyc KOHBEPTEHIINje TMOIa3HoT pea, Jakiae R = 1.

n=0

IIpumep 2.8. Ilpencrasuru Gynxuujy f(z) =1In (H'T) y ODJIMKY CTEIEeHOr Peja.
ITpnmerumo ga je f(x) = In(1+ ) — In(1 — 2), n ga je f'(x) = 1+7 + 7= - UunTerpanmjom obe cTpame
jennakocru (2.4) mobujamo
z? a3
/l—x /Zm"dw— —C+Z —C’+x+?+§+---

Ha 6ucmo nanumm Bpeguoct koucranre C' 3amenumMo x = 0 y nperxoiHy jeanaduny, oxakie je —In|l — 0] = C,
na je C'= 0. Ciaugno je

I’z l’3
/1+x_()+z —C’+x—?+§—-~~, uC =0.

Haxe,

dx dx x3 >, 9g2ntl
= =92 2 e — R Rzl.
1(@) /1+x+/1fx Tt 7;02n+17

IIpumep 2.9. Paseurn dbyukunjy f(x) = arctg « y crenenn pes,.
Y unpumepy 2.5 je passujena (yHKIHja = (arctg z)’, ma hemo pememe HOOMTH WHTETPAIUjOM TOT

pasBoja:

_1
1422
dx 9 4 6 3 b

Samernom z = 0 y nperxoaHoj jenuaunuu godujamo C' = arctg 0 = 0, ma je TpaskeHu pa3Boj

o x2n+1
t = E 1" .
arets n:O( ) 2n+1

IIpumep 2.10. U3pa3utn mHTETrpa f

. 0.5 dx
alpOKCUMAIIU]y HHTerpaJjia fo T+a7

lj‘fp = y OOJIMKYy CTENeHOr pefa, a 3aTUM WCKOPUCTUTH Taj Pa3Boj 3a

ca tagnormhy 1077,




oo

1
— (_1)nx7n — 1 _ .’L'7 + x14 _
Y

WuTerpamnujom mperxonHe jeTHAKOCTH 9JIaH 10 9JIaH J100ujaMo

7n+1 1,8 1'15
= :c o r
/1+x7 +Z -t

Osaj pen kouBeprupa 3a | — z'| < 1, 1j. 3a |z| < 1.

[Mpumenom Hbyra-Jlajonutiose dopmyste gobujamo

12 gy 8
/0 MZ[QU 8+15_"']

Kako je oBaj pen anrepuupajyhiv, MOxKeMO Ta MPONEHTH KOPUITNEmheM YUIHEHUIIE 1A TapIujaaHa cyMa S, TaKBOr
peia anpokcuMupa cymy S cieeiuM u30CTaB/beHUM WIAHOM. 3a 1 = 3 I'PElIKa je Marba OJl WiaHa 3a n = 4:
1

29229

0.5
111 1 1
~ il - ~ 0.49951374
/0 1127 2 828 15.25 22.0%

SANE DS SR S G |
o 2 8:28 " 15.215 (Tn +1) - 27n+1 '

=6.4-10""1

Haxe,

TejmopoB u MakJIOpEHOB IMOJMHOM

Hexa je f mudepennnjabuirna QpyHEIUja Yy HEKO] OKOJIMHU Tadke a. lana je jednawuna manzenme

f(@) = f(a)+ f'(a)(z = a)
3aIIPaABO AUHEAPHA ANPOKCUMAyUja GYHKIUje f y OKOJIMHU Tadke a.
Ti(x) = f(a) + f'(a)(x — a),

fla) =Ti(a), f'(a) =Ti(a) u f(z) ~Ti(x) 3a x U3 OKOJNUHE TauKe q.
Honuuowm T1(x) je Tejaopos noaurom OpBOT CTEleHA 3a GYHKIU]Y f Y OKOJIMHU TadKe a.

AKO 03HaUMMO

Taga je

CnuyHO, MOKEMO HOMKEJINTU na OBa MyTa JudepeHujabunny QyHKuUjy f y OKOJWHU TadyKe @ alpOK-
CAMUPaMO KBAAPATHUM MOJIUHOMOM T5(T) Tako ma Basku
f(a) = Ta(a), f'(a) =T5(a) n f"(a) = T5(a).
Tana je ()
Ty(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + = (z — a)®
TejmopoB MOJMHOM APYTOT CTENeHa 3a (yHKNUjy f Y OKOJUHHU Tauke a.

Hedununruja 2.2. Heka je bynxkumja f(x) nedununcana ma mHTEPBATY KOjU CAIPXKKU TAYKY G Y YHYTDAII-
BOCTH U 1 TyTa AudepeHInjabuina y Ta4Ku a.

Tejaopos nosurom peda n 3a GyHkuujy f y OKOJIMHM TAYKE G j€ IOJMHOM

f/ a f// ) f/// a 5 f(n) a

To(x) = f(a) +

Axo je a =0, monuuom T,, HazsuBaMO Maxai0peHo8UM NOAUHOMOM.

IIpumep 2.11. Hahu Maksopenos nosmaom cremena n € N 3a Gyukuujy f(x) = e*.

Tparkenn MOIMHOM je OOTMKA

f’(U) /"(0) )
240 - T

Ta(e) = F(0) + e + e +
Kaxo je f(z) = f'(z) = f"(z) = --- = " ()—e Hf()—l /IO6HjaM0
T()_1+x+—+ ZH

Y ropmoj dopmyn cmo kopucrin ga je 0! = 1 u f(O = f.



MakisnopenoBu pa3Boju cy MAakIOPEHOBUM MOJIMHOMU IPOU3BOJHPHOT CTEIEHA, Tj. CTEHEHU PEeqOBU. 3a
¢yurnujy f Koja MMa CBe M3BOJE Yy TAUKU @ Taj Pa3BO] je 0bInKa
! 1" "
)  £70) 5 f70) 5

f(z) = f(0) + TR T - e

IIpumep 2.12. Hahiu Maxksiopenos pa3soj dbyukiuje f(z) = e® u 1beros paaujyc KOHBEpreHiuje.
Ha ocnosy npumepa 2.11 MakJiOpeHOBOI' IOJIMHOMA CTENEHA 71, BUIMMO JIa je Tpazxkenu (6eCKOHAYHU) PA3BO]
T 1 1 5, 13 _ — z"
e~ +x+ix —|—§x +“._ZF'

n=0
. - n
[a 6ucmo Hamm paJujyc KOHBepreHiyje, 3a a, = -y PadyHaMo

an+1 |$C‘

Qnp

—0<1 kaman— oo,

n+1
ma, peJl KOHBEPrupa 3a CBAKO T - PaJujyc KoHBepreximje je R = oc.

IIpumep 2.13. Hahu Maxksopenos pa3soj dbyuknuje f(z) = sinx.

Osze je f'(x) = cosz, f'(x) = —sinz, f”(x) = —cosz, fW(z) = sinz = f(x), ma je f(0) =0, f/(0) =1,
f7(0) =0, f(0) = =1, f®(0) = 0. Tipumehyjemo ma je fER) = f, pERFL — fr pakT2) — g1y pAakES) — g
3a k € N. Jake, 3 5 7 0o

sinxzx;+m5!m7!+'~—;(l)”(;::l)!.
Canuno ce nobujajy u cienehn MakmopeHoBu paspoju:
cosx%l—zj—kfj—§:+~~~—7§%(—1)"é:;!,
(1+z)"~1+ (?)er <g>w2 + <§>x3 +-= ni;o <Z)x”,
ln(l—l—x)zac—x;+Q§—T+-~-=g(—l)"_li.

2
IIpumep 2.14. Hanucaru unrerpan [e * dz y ofmuky GECKOHAYHOI CTENEHOr PeJa, a 3aTHM U3PadyHATH

fol e~ dx ca rauromthy 0.001.

WNuTerpamnujom mperxonHe jeTHAKOCTH 9JIaH 10 9JIaH J100ujaMo

5 3 1’5 1.277,-‘,-1
“Tdr=C — — ... - ...
/e v=Cte—ggityy P gt
OBaj pe KOHBEPIUpa 3a CBAKO PEAIHO I, jep TaJa KOHBEPIrHpa IOJA3HU Pej, 3a e
Hame je
/1_‘”2d A [P S
e xrx=|r— —— —_ . — - -
0 3.1 5-2! o 3 10 42 ’

Axo mocmaTpaMo maprmjanHy cymy

1 1 1 1
54_1_5_4_170_@—1—%—0.7475,

IPEIIKa KOjOM OHA alpPOKCHMHDPA MOJIA3HHW MHTErPAJl je Mama o (ancoIyTHe BPEJHOCTH) NPBOT M30CTAB/HLEHOD
wiana (wiaHa cyme 3a n = 5):

1 1
= <0.00l.
-5~ 1320 <~ 00



