
3 Elementi teorije grexaka - dopuna

3.1 Veza sigurnih cifara i relativne grexke

Neka je x taqna vrednost neke veliqine, a x̄ ǌena pribli�na vrednost. Apsolutna i relativna

grexka pribli�nog broja x̄ su redom brojevi

∆(x̄) = |x− x̄| i δ(x̄) =
|x− x̄|
|x|

.

Za razliku od apsolutne grexke, relativna grexka je invarijantna u odnosu na skaliraǌe:

1− x̄

x
= 1− k · x̄

k · x
, k ∈ R \ {0}.

Neka su x i x̄ zapisani u decimalnom obliku. Broj sigurnih cifara nam govori na koliko
se pozicija x i x̄ poklapaju: ka�emo da x̄ ima k sigurnih cifara (u u�em smislu) broja x, ako
apsolutna grexka |x−x̄| ima nule na prvih k decimalnih mesta, poqev od vode�eg nenula decimalnog
mesta broja x, a nakon tih nula je broj od 0 do 4 ili 50000..., tj.

|x− x̄| ⩽
1

0
2

0 · · ·
k

0
k+1

5 0 0 0 · · ·

Ako zapixemo broj x u obliku

x = ±a1.a2a3 . . .× 10n, a1 ̸= 0,

tada broj x̄ ima k sigurnih cifara, ako va�i

|x− x̄| ⩽ 5× 10n−k.

Iz zapisa broja x vidimo da va�i

a1 × 10n ⩽ |x| ⩽ (a1 + 1)× 10n,

pa va�i
|x− x̄|
|x|

⩽
5× 10n−k

a1 × 10n
=

5

a1
10−k ⩽ 5 · 10−k.

Obrnuto, neka je granica relativne grexke najvixe 5× 10−k. Tada va�i

|x− x̄| ⩽ 5 · |x| · 10−k ⩽ 5(a1 + 1) · 10n−k ⩽ 5 · 10n−k+1,

pa x̄ ima bar k − 1 sigurnu cifru broja x.

Konaqno, pribli�an broj sigurnih cifara je

− log10 δ(x̄).
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4 Numeriqko rexava�e sistema linearnih jednaqina

Posmatrajmo sistem linearnih jednaqina

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

gde su koeficijenti aij i slobodni qlanovi bi (i, j = 1, . . . , n) taqni ili pribli�ni brojevi. Ovaj
sistem se mo�e napisati i u matriqnom obliku Ax = b, gde je

A =

a11 · · · a1n
...

. . .
an1 · · · ann

 , b =

b1...
bn

 , x =

x1

...
xn

 .

Ako je b = 0⃗ sistem je homogen i ima netrivijalno rexeǌe ako i samo ako je detA = 0. Inaqe je
sistem nehomogen i ima jedinstveno rexeǌe ako i samo ako je detA ̸= 0. Tada se rexeǌe sistema
mo�e na�i iz Kramerovih formula

xi =
∆i

∆
, i = 1, . . . , n,

gde je ∆ determinanta sistema, a ∆i su determinante promenǉivih xi. Ovaj pristup zahteva mnogo
raqunskih opearacija - za (kvadratni) sistem dimenzije n broj raqunskih operacije je O((n+1)!).
Sliqan problem se javǉa i ako se rexeǌe tra�i preko inverzne matrice x = A−1b.

Numeriqke metode za rexavaǌe sistema linearnih jednaqina se dele na taqne i iterativne.
Taqna metoda daje rexeǌe nakon konaqnog broja aritmetiqkih operacija. Iterativna metoda daje
rexeǌe kao graniqnu vrednost niza uzastopnih aproksimacija, gde va�nu ulogu ima i brzina
konvergencije iterativnog procesa.

Ako su aij i bi taqni brojevi (ili pribli�ni sa najmaǌe m taqnih decimala), da bi rexeǌe
bilo taqno sa m decimala treba raqunati sa m+1 decimala (a za veliki broj nepoznatih sa m+2
ili m+ 3 decimale).

4.1 Gausov metod sa izborom glavnog elementa

Gausov metod se sastoji u eliminisaǌu jedne po jedne nepoznate iz sistema, dok matrica si-
stema ne bude trougaona - direktan hod. Obrnut hod je izraqunavaǌe nepoznatih xi. Ukupan broj
potrebnih aritmetiqkih operacija je O(n3).

Problem sa Gausovim metodom mo�e nastati ako je koeficijent uz element kojim elimixemo
elemente ispod ǌega blizak nuli: tada mo�e do�i do gubitka sigurnih cifara jer delimo brojem
bliskim nuli. Zato se prilikom numeriqkog rexavaǌa sistema linearnih jednaqina Gausovim
metodom qesto zahteva da element matrice A na glavnoj dijagonali kojim se eliminixu elementi
ispod ǌega bude po apsolutnoj vrednosti xto ve�i i on se naziva pivot. U zavisnosti od naqina
izbora pivota razlikujemo Gausov metod sa

� parcijalnim pivotira�em (zahteva se da je pivot po apsolutnoj vrednosti ve�i od elemenata
ispod ǌega u istoj koloni - dozvoǉena je zamena vrsta), ili

� totalnim pivotira�em (zahteva se da je pivot najve�i po apsolutnoj vrednosti u ǌegovoj
vrsti i svim vrstama posle ǌegove vrste poqev od ǌegove kolone - dozvoǉena je zamena vrsta
i zamena kolona, pa se mo�e promeniti redosled promenǉivih).

Vidimo da �e totalno pivotiraǌe pove�ati stabilnost, na raqun dosta kompleksnijeg algoritama
(vrxi se dvodimenziono umesto jednodimenzionog pretra�ivaǌa). Zato ovde radimo samo Gausov
metod sa parcijalnim pivotiraǌem, koji naj�ex�e bude dovoǉno dobar.
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4.2 Iterativne metode za rexava�e sistema jednaqina

U praksi je qesto matrica sistema A retka, xto znaqi da ima mnogo nula, pri qemu nenula
elementi mogu biti pravilno raspore�eni. Zato se algoritmi za rexavaǌe sistema prilago�avaju
da iskoriste takvu strukturu matrice, xto se najlakxe posti�e ako se matrica A koristi samo
kao faktor. To nas motivixe da definixemo niz iteracija x(0), x(1), . . . koje �e konvergirati ka
taqnom rexeǌu x = A−1b, pri qemu se matrica A koristi samo kao faktor.

Posmatrajmo sistem jednaqina Ax = b. Svako rastavǉaǌe A = M−K, za neku regularnu matricu
M , definixe iterativnu metodu na slede�i naqin:

Mx−Kx = b ⇒ x = M−1Kx+M−1b = Tx+ c, T = M−1K, x = M−1b.

Sledi da je rexeǌe x fiksna taqka preslikavaǌa f(x) = Tx+c, pa definixemo iterativnu metodu

x(k+1) = Tx(k) + c, k = 0, 1, . . . (4.1)

Teorema 4.1. Da bi iterativni proces (4.1) konvergirao ka rexe�u sistema Ax = b za sve poqetne
vektore x(0) i sve desne strane b potrebno je i dovo	no da su sve sopstvene vrednosti matrice T po
apsolutnoj vrednosti ma�e od 1.

Ipak, u praksi nam je znaqajnije naredno tvr�eǌe.

Teorema 4.2. Iterativni proces (4.1) konvergira ka rexe�u sistema Ax = b za sve poqetne vektore
x(0) i sve desne strane b ako je

∥T∥ < 1,

pri qemu je ∥ · ∥ proizvo	na operatorska norma (matriqna norma indukovana vektorskom normom).

4.2.1 Kriterijum zaustav	a�a i kompleksnost iterativne metode

Kada posmatramo kompleksnost iterativne metode, zanima nas koliko iteracija treba sprove-
sti da bi se postigla �eǉena taqnost ε.

Neka su k-toj iteraciji grexka rexeǌa i grexka ostatka

ek = x− x(k) i rk = b−Ax(k) = Aek,

redom. Ciǉ je na�i k tako da va�i
∥ek∥ ⩽ ε,

ali kako ne znamo taqno rexeǌe x ovaj kriterijum nije praktiqan. Umesto toga, kriterijum zau-
stavǉaǌa �e biti

∥rk∥ ⩽ εr, za neko εr > 0.

Ako nam tada treba procena grexke, va�i�e

∥ek∥ = ∥A−1rk∥ ⩽ ∥A−1∥ · ∥rk∥ ⩽ ∥A−1∥ · εr.

Pretpostavimo sada da je data granica relativne grexke ostatka ε. Kako va�i

∥ek∥
∥x∥

⩽ k(A) · ∥rk∥
∥b∥

, k(A) = ∥A∥ · ∥A−1∥,

ako na�emo k za koje va�i
∥rk∥
∥b∥

⩽ ε,

granica relativne grexke rexeǌa je
∥ek∥
∥x∥

⩽ k(A) · ε.
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Posmatrajmo sada iterativni proces (4.1). Iz nejednakosti

∥x(k) − x∥ ⩽ ∥T∥k · ∥x(0) − x∥,

dobijamo

− log10
∥x(k) − x∥

∥x∥
⩾ −k log10 ∥T∥ − log10

∥x(0) − x∥
∥x∥

.

Ako primetimo da je pribli�an broj sigurnih cifara u k-toj iteraciji

zk ≈ − log10
∥x(k) − x∥

∥x∥
,

dobijamo da je broj iteracija potrebnih da se postigne zk = m sigurnih cifara, pod pretpostavkom
da poqetna vrednost x(0) ima z0 = 0 sigurnih cifara

k ⩽
m

− log10 ∥T∥
.

Va�i i generalna ocena

∥x(k+1) − x∥ ⩽
∥T∥

1− ∥T∥
∥x(k+1) − x(k)∥.

4.2.2 Gaus-Zajdelova metoda

Gaus-Zajdelova metoda je specijalni sluqaj prethodne metode, pri qemu je A = L+ U , za regu-
larnu doǌe-trougaonu matricu L i strogo gorǌe-trougaonu matricu U , tj.

A = L+ U =


a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

+


0 a12 · · · a1n
0 0 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 .

Tada je (L+ U)x = b, odakle je x = −L−1Ux+ L−1b, pa je ovaj metod definisan iteracijom

x(k+1) = −L−1Ux(k) + L−1b.

Ipak, kako je L trougaona matrica, elementi vektora x(k+1) se mogu izraqunati iz svake vrste
zamenom unapred, tj.

x
(k+1)
i =

1

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 , i = 1, 2, . . . , n.

Primetimo da se dve sume u prethodnoj formuli mogu izraziti kao jedna
∑

i ̸=j aijxj, gde se
koristi najskorije izraqunata iteracija za xj. Procedura se u opxtem sluqaju nastavǉa sve dok
promena u jednoj iteraciji ne bude maǌa od zadate grexke.

Iako se Guas-Zajdelova metoda mo�e primeniti na svaku matricu A sa nenula elementima na
glavnoj dijagonali, konvergencija je garantovana samo ako je matrica A = [aij ]

n
i,j=1:

� strogo dijagonalno dominantna, tj. |aii| >
∑

j ̸=i |aij | za svako i, ili

� simetriqna i pozitivno definitna, tj. vTAv > 0 za svaki nenula vektor v ∈ Rn.

Primer 4.1. Gaus-Zajdelovom metodom (proveriti da li su zadovo	eni uslovi za �eno korix�e�e)
rexiti sistem jednaqina:

1.2x + 0.15y − 0.1z = 0.8
0.3x + 1.82y + 0.29z = −0.795
0.12x + 1.54y + 2.9z = 5.83

sa relativnom grexkom ma�om od 10−2.
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