
Maxinski fakultet, Beograd 29.12.2022.

Drugi kolokvijum iz Matematike 1 - smene 6 i 7

Grupa A

1. Na�i L = lim
x→0

ln(1− sin4 x)

(1− cos 2x)2
.

2. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije f(x) = x
3
√
x2−3

.

3. Na�i Maklorenov polinom tre�eg stepena za funk
iju y = arcsin x
1+x .

4. Na�i krivinu i torziju krive α(t) = (t, 2t, ln(t+ 1)), kao i taqke u kojima su one ekstremalne.

Rexe�a.

1. Ako primetimo da je 1 − cos 2x = 2 sin2 x, dobijamo L = lim
x→0

ln(1 − sin4 x)

4 sin4 x
. Da	e mo�emo uvesti smenu

sin4 x = t, t → 0 kad x → 0, pa je L = lim
t→0

ln(1− t)

4t
= −1

4
.

2. Domen funk
ije je R \ ±
√
3; jedina nula funk
ije je taqka N(0, 0); data funk
ija je negativna za x ∈

(−∞,−
√
3) ∪ (0,

√
3), a pozitivna za x ∈ (−

√
3, 0) ∪ (

√
3,∞).

Prave x = ±
√
3 su vertikalne asimptote, jer je

lim
x→−

√
3±

f(x) = ±∞ i lim
x→

√
3±

f(x) = ±∞. Funk
ija nema

drugih asimptota.

Prvi izvod funk
ije je f ′(x) =
x2 − 9

3(x2 − 3)4/3
. Sledi da

funk
ija raste za x ∈ (−∞,−3) ∪ (3,∞) a opada za x ∈
(−3,−

√
3) ∪ (−

√
3,
√
3) ∪ (

√
3, 3). Taqka M1(−3, f(−3)) je

lokalni maksimum funk
ije, a taqka M2(3, f(3)) lokalni

minimum. Drugi izvod je f ′′(x) = − 2x(x2−27)
9(x2−3)7/3

.
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Prevojne taqke suN(0, 0), P1(−3
√
3, f(−3

√
3)) i P2(3

√
3, f(3

√
3)). Funk
ija je konveksna za x ∈ (−∞,−3

√
3)∪

(0,
√
3) ∪ (

√
3, 3

√
3), a konkavna za x ∈ (−3

√
3,−

√
3) ∪ (−

√
3, 0) ∪ (3

√
3,∞).

3. Primetimo prvo da je

x
1+x = x(1+x)−1 = x(1−x+x2+o(x2)) = x−x2+x3+o(x3) kad x → 0. NaÆimo sada

Maklorenov polinom stepena 3 za funk
iju g(x) = arcsinx: T3(x) = g(0) + g′(0)x+ g′′(0)x2/2 + g′′′(0)x3/6.
Potrebni izvodi su g′(x) = (1 − x2)−1/2

, g′′(x) = x(1 − x2)−3/2
, g′′′(x) = (2x2 + 1)(1 − x2)−5/2

, pa je

g(0) = g′′(0) = 0, g′(0) = g′′′(0) = 1. Dakle, T3(x) = x+ x3/6 + o(x3). Konaqno je

y = arcsin(x− x2 + x3 + o(x3)) = x− x2 + x3 +
1

6
(x− x2 + x3)3 + o(x3) = x− x2 +

7

6
x3 + o(x3),

pa je tra�eni Maklorenov polinom x− x2 + 7x3/6.

4. Primetimo da je domen date funk
ije t > 1, a �ena prva tri izvoda su α̇ = (1, 2, (t+1)−1), α̈ = (0, 0,−(t+
1)−2),

...

α = (0, 0, 2(t + 1)−3). Da	e je α̇ × α̈ = (t + 1)−2(−2, 1, 0) i [α̇, α̈,
...

α ] = 0. Sledi da je torzija

jednaka nuli u svakoj taqki krive. Da bi smo naxli krivinu krive, raqunamo |α̇| =
√

5 + (t+ 1)−2
i

|α̇× α̈| =
√
5(t+ 1)−2

. Dakle,

K =

√
5(t+ 1)

5((t+ 1)2 + 1)3/2
, K ′ = −

√
5(10t2 + 20t+ 9)

5((t+ 1)2 + 1)5/2
,

pa je krivina eksremalna za t = −1 + 1/
√
10 (druga nula od K ′

ne pripada domenu funk
ije α).


