Paoa Mymasuuh byxuh

7 IIpumene u3Boga

7.1 OcHoBHe TeopeMe AuepeHInjaTHOT padyyHa

Hedununmuja 7.1. Heka je peanna ¢yuknuja f nedpuHucana y HEKOj OKJIUHU TAYKU C.

e ¢ je Tauka A0kaanoz maxcumyma Gyukumje [ ako nocroju 6>0 rakso ga je f(c) > f(x) 3a cBe x €
(c—0d,c+9).

e ¢ je Tauka sokaanoz munumymae dysximje [ ako nocroju >0 rakso na je f(c) < f(z) 3a cBe x €
(c—d,c+9).

Tauke JTOKAJIHOT MAKCUMyMa 1 MUHUMyMa GYHRIUje [ CY A0kaane ekcmpemue epedHocmy e GHyHKIT]je.

JloKasHe eKCTpEeMHE BPEIHOCTHU Cy U zaobasne (ancoaymue) excmpemne eépednocmu ako onrosapajyhe
HEjeIHAKOCTU Baske Ha IEeJIOM IoMeHy (yHknuje f ymecTo Ha mHTepBady (¢ —Jd,c+ 0).

Hedununumja 7.2. Heka je f nudepennujabunna dyuximja. Tauka x 3a kojy je f'(x) = 0 je cmayuonapna
mauka pyuxomje f.

Teopema 7.1. (®epmaosa reopema) Heka je f : (a,b) — R dyukuuja u ¢ € (a,b) rauka J0KadHe eKCTPEMHE
Bpennocru re dyukiuje. Axo je [ nudepenuujabunna y rauku ¢, ouzaa je f'(c) = 0.

Y TAYKU ¢ UMa y TAYKU C JOKAJHY €KCTpeMHYy BpemHoct. Umak, taj yciaoB
HUje U TOBOJbAH.

IMpumep 7.1. 3a dbynxunjy y = 22 saxu y'(0) = 0, a z = 0 HHje TauKa JTOKaTHe /—l
eKcTpeMHe BpeanocTn (hyHKImje y.

Crnenu ma je ycaos f'(¢) =0 meonxoman mna ¢Gysrnuja nupepesnujadbuina Y=z |_/

Teopema 7.2. (Ponora reopema) Heka je dbynkunja f nenmpeknana va nareppay [a, b n nudepenimjadbuina
ua unrepsaiy (a,b). Axo je f(a) = f(b), Tama nocroju 6ap jeaua tauka ¢ € (a,b) raksa na je f'(c) = 0.

Ipumep 7.2. Tocmarpajmo dbyukiujy y = V1?2 — 22, o € [—r,r|. lara GyHk- y=vr? —z?
uyja je HempekuaHa Ha MHTEpBaJy |[—r,7] u audepeHnujabuIHA HA UHTEPBa-

ay (—r,r). Cream ma ce moxke mpumenutn PosoBa Teopema W 3amcra, MOCTOjU

¢ € (—r,r) TakBo 1a je f'(c) =0 (TanrenTa je mapaJesnHa x-OCH.)

Teopema 7.3. (Jlarpamxopa teopema) Heka je dymnkimja f Henmpeknmxa Ha wHTepBasy [a,b] n andepen-
mjabnina Ha wHTepBany (a,b). Tama nocroju tauka ¢ € (a,b) Takpa 1a je

g T = 1@
b—a

7.2 WuTepBaaum MOHOTOHOCTHU M €KCTPEMHE BpPEeAHOCTH (DPYHKIINje

Teopema 7.4. (Uurepsanu monoronocru) Heka je dyuxuuja f(z) qudepenuujabuina va uarepsaiy (a,b).
Ha 6u dbyuskuuja f(z) 6ura pacryha (onagajyha) ma unrepsasy (a,b) HEONXOIHO je U JOBOJGHO Ja BayKU
f'(z) =0 (f'(x) <0) 3a ceako = € (a,b).




Joxas. Tokas n3Bogumo y caydajy pacryhe dbynknnje. ITokaxknmo na je yeaor neonxoman. Heka je zg € (a,b)
nmpom3Bo/bHA Tauka. Kako je f pacryha dpyHKImja, BaxKn

x € (a,b),x>x0= f(x) = flxog) n z€(a,b),z<zo= f(x)< f(xo).

- ) — f(x
Taza je lim f@) = f(@o) = f'(zo) = 0.
T—rxQ Tr — X9
Yenor je m goroman. Heka je f/(x) > 0 3a crako x € (a,b). AKo ¢y 21 < x3 IBe MPO3BOJbHE TAUKe TOT
WHTEepBaja, Taja Ha OCHOBY JlarpaHrkoBe Teopeme moctoju Tadka ¢ € (x1,22) 3a Kojy je f(a2) — f(ay)

f'(e)(x2 — x1). Kako je f'(¢) = 0, mo je f(x2) = f(x1), Tj. f je pacryha. 5

Teopema 7.5. Heka je dbyuxupmja f nudepennnjadbuiana Ha uarepsaiy (a,b) n 2o € (a, b).
e Axo je f/'(xg) > 0 razma je f crporo pacryha y Taukm xg.
e Ako je f/(xzg) < 0 razma je f crporo onmamajyha y raukm xg.

Teopema 7.6. Heka je dpyukmmja [ audepeHmjabmaHa y HEKOj OKOJIHHA TaYKe T, OCHM MOXK/Ia y TAIKH
o Yy KOjoj je mempeknana. Axo mocroju ¢ > 0 TakBo 1a

e 3a 1 € (x9— d,x0) Baku f'(x) < 0m3ax € (xo,z0+9) Bazku f'(x) > 0, Tama je xp TauKa JOKAIHOT
MUHEMYyMa, PYyHKIHE f;

e 3a 1 € (x9 — 0,x0) Baxku f'(x) > 0m3ax € (xo,z0+9) Barku f'(z) < 0, Tama je ¥y TauKa JOKAIHOT
Makcumyma dynkimje f.

: _ 4z
ITpumep 7.3. Haliu unrepsaie MOHOTOHOCTH U €KCTDEMHE BPeAHOCTH dDyHKIHje y = S, )
dynknmja je meduHucana Ha HeaoM ckymy R, jep je e > x 3a x € R. Ilpsu u3son je vy = w Kaxko

je e® > 0 3a x € R, 3max mpBor u3eoma 3asucu camo of 1 — x. Jaxme, 3y’ > 0 3a z < 1 n Ty dynkmmja pacre;

y < 03az>1wnTy pyHrnmja onama; Tauka (1, f:}) je nokamau (1 rIobasIHu) MackcuMyM hyHKIHje.

Teopema 7.7. Heka je xy crannonapra taduka dyukimje f n Heka mocroju [/ (xo).

e Ako je f”(xp) > 0 mama je xp Tauka JokaJIHOT MUHUMyMa byHKIHje f.

e Axo je f"(x9) < 0 Tama je xp Tavuka JOKATHOT MakCUMyMa (QyHKIHjE f.

IIpumep 7.4. Hahu ekcrpemue Bpeanoctu dyukuuje y = sinx + cosx 3a z € [0, 2).
Hanazumo ' = cosx —sinz = 03a x = § wm r = %’r. Hame je y”’ = —sinz — cosx u y” (%) =2 <0,
ma je Tadka (%,\/ﬁ) JIOKAJIHA MakcuMyM dyHKnmje, a y” (%”) = /2 > 0, ma je Tauka (5—7r ,\/5) JIOKAJTHI

4
MUHEMYM (DYHKITH]E.

7.3 JlommTas0oBO mpaBUJIO

Teopema 7.8. (Kommujesa Teopema o cpeamoj speanocru) Heka cy dyukuuje f u g menpexkuane na [a, b,
nudepeniujabuite Ha (a,b) u Heka je ¢'(x) # 0 3a cee z € (a,b). Tana nocroju £ € (a,b) 3a koje je

f'(€) _ f(b) = f(a)

g€ gb)—gla)

Teopema 7.9. (Jlormranoso mpaeuio) Heka cy f n g byukimje, a € [—00, 00] 1 Baxkn
1. f n g cy nudepennmjabuine 3a x # a;
2. lim f(z) = lim g(z) = 0 (umu lim f(z) = lim g(z) = +00);
3. ¢'(z) #03a z # q;

- fx)
P e~
Tama je lim @ =1L
a—a g(z)




IIpumep 7.5. Uzpauynaru lim z*.
z—0+

Hexka je y = 2®. Taga je

Inx 0 Inz) 1/x
lim Iny = lim (zlnz) = lim —= [——}: lim ) = lim / =—lim z =
z—0+ z—0+ z—0+ 1/1‘ o0 z—0+ (1/x)’ z—0+ —1/x2 z—0+
lim y=e’=1.
Jaxke, Z_1>%1+y e
n
IIpumep 7.6. N3paaynarn lim —.
rz—o0 el
Oyukiuja noz mumecoM je obnuka 2. Ipumemyjemo Jlonuranoso npasuio n myTa:
" " / nznfl nznfl / nin—1 xn72
lim — = lim (z") = lim —— = lim (7): lim ¥:
rz—o0 el T—r00 (em) T—00 er T—00 (em) T—00 er
n!
= lim — =n! lim — =0.
rx—o0 el rx—o0 el

7.4 KouBekcHocT

Hedunuannumja 7.3. Heka je f: (a,b) = R byukunja, x1, 22 € (a,b) u XA € [0,1]. f je

o xonsexcna ako Bakm f(Axy+ (1 —Naa) < Af(z1)+ (1—N)f(x2). Buaun ga je rpaduk dyHKIMje nemosn
IyKu Koja craja rauke (x1, f(x1)) v (z2, f(x2)).

o xonkasna ako Baxku f(Azry+ (1 —N)z2) = Af(z1)+ (1 —N) f(z2). Buaun 1a je rpaduk dbyskunje n3Haz
IyK1 Koja craja rauke (x1, f(x1)) v (z2, f(x2)).

ITpermocrasumo na je f”(a) > 0. To 3maum na y okoNIMHU Tauke \ /
a a

a (maruG Tamrente) f’ pacre - TakBa KpUBA jé KOHBEKCHA.

"(a)>0 y""(a)>0
y'(a)>0

ITpermocrasumo na je f”(a) < 0. To 3maum na y okonmmHU Tauke /

a (marub tamrente) f’ omama - TAKBA KPUBA je KOHKABHA.

a a
y" (a)<0 y" (a)<0
y'(a)>0 ' (a)<0

Teopema 7.10. Heka dyukuuja [ uma apyru usson ua (a,b). Taga 3a x € (a,b) Baxku
o f(x) > 0<& f je KOHBEKCHA; e f(x) <0< f je KOHKaBHa,;

e f"(x) > 0= f je cTPOrO KOHBEKCHA; e f”(x) < 0= f je cTporo KOHKaBHA.

Hedbunnunmja 7.4. Heka je dynkimja [ HenmpekugHa y TauKu rg W UMa KOHAYaH WM OECKOHAYAH W3BOJ,
f'(x0). Ako nocroju § > 0 rakBo sa je Ha jemHom o uHTepBana (rg — d), (rg + 0) dbyukumja f crporo
KOHBEKCHA, & Ha JIPYrOM CTPOrO KOHKaBHA, Taja Tadky (o, f(zo)) 30BeMo npesojrom mauwkom dyuxiuje f.

[IpernocraBumo jom ma (ymkmuja [ mMa apyru u3Bon [ y HEKOj OKOJIMHM TadKe Ty OCUM MOKIA Y
caMoj Tauku Tg. Axo f” Mema 3Hak mpoaaszehim Kpo3 Tauky o, Tala je To IPEBOjHA Tadka (GyHKIUje f.

IIpumep 7.7. Tocmarpajuo byaxmmjy f(z) = /z.
Y
Beh cmo Bumenn ma ona mMa OecKOHAYAH MPBU M3BOM, Y HYJH, jep je
f(x) = x2/3/3. Hame je f"(x) = —2275/3/9. Ba 2 < 0 je f"’(x) >0
u Ty je GyHKIMja CTPOro KOHBeCKHa, MoK je 3a x > 0 je f’(x) < 0 -
n Ty je pyHKIHja CTPOro KoHKapHa. Jlakse, Hyma je IpeBOjHa Tavuka %

bynxmuje f.

Teopema 7.11. Axo 3a GyHKIMjy f HOCTOjU APYIU U3BOM, Y TAYKHU Xy U aKO je Ty IPEBOjHA TauKa (PYHKIM]e
[, rana je f"(zo) = 0.




IIpumep 7.8. Heka je mara dymxmmja y = 2° — 322 4+ 3. Hamaznumo /
Yy =322 —6rumy’ =6x—6,majey’ =03ax=1wurty f’ Mema 3HaK.
Haxue, rauka (1,1) je npesojua y rauka ¢yukuuje f (y Toj Tauyku ce
KPUBA U IHEHA TAHTEHTA CEKY ). —

7.5 3agamm

arcsinx — arctgx

IIpumep 7.9. NU3pauynaru lim
z—0 3

Y3acromuom npumenom JlomuramoBor mpaBuia padyHaMO:

arcsinx — arctgz (1—22)" Y2 - (1+22)!

lim = lim

x—0 3 z—0 3x2

i —3(1—a?)732(—22) + 1+ 2% 222 1
= lim = .

x—0 6x 2

tor 1/ tg2x
IIpumep 7.10. Uzpauynaru L = lim < 'g ) .
z—0 \ SIn T

1/ tg2x
. . 1y 1 lim _lncosm

L = lim = lim e %z cosT — g 0T Tege
xz—0 \ COSX x—0

[Mpumenom JIomUTAIOBOT TTPABUIIA HA TIOCIEIIHLN JTUMEC TOOUjaMO

sinz/ cosx

ehmz*}o 2 tgw/cos? v — \/E_

IIpumep 7.11. Vcnuratn Tok u ckuipatn rpabdbuk dbyuknmje y = (2 — 1)671/1.
Howmen je R\ {0}; uyna dynkuuje je N(1/2,0); y < 03a z € (—o00,0) U (0,1/2) uy > 03a z € (1/2,00).
[IpaBa = = 0 je BepTUKAJHA ACHMIITIITA Ca JIEBE CTPaHe, jep je

lim y(z)=0 wn lim y(z) = —oc.

x—0+ x—0—
Kan x — +oo Moxkemo kopucturu Makospenos passoj ! = 1+ ¢ + o(t) kay t — 0:

L, (%)) = Tim (22— 3+ (1)),

x T— 00

lim (2z —1)e” V% = lim (22 —1) (1 —

z—+o0 z—+o0
ma je mpaBa y = 2z — 3 KOCa aCUMMTOTa KaJl & — +00.

—1/x2z%422—1 _1
=e /zl';ii y:(2x—1)e -

Hame je y'(x)
ey "3axc(—oo,—(1++3)/2)U((vV3—1)/2,00);
e yN\.3azxc(—(1++3)/2,00U(0,(v3—1)/2).

Tauka (—(14++/3)/2,y(—(1++/3)/2)) je mokamHr MakcuMyM (QyHKIHje,
a mauka ((v3 —1)/2,9(v/3 —1)/2)) je noxanan MuEnMyM GyHEIHT]C.
Ipyru useon je y" = e /2L na je y romkasHa 3a x € (—00,0) U

(0,1/4) u rousercHa 3a x € (1/4,00). PyHEIMja UMaA TPEBOj y TAUKM
(1/4,y(1/4)).




