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9.6. Trenje obrtanja

Iz iskustva je poznato da se telo koje se u realnim uslovima nalazi na
povrsini nekog drugog tela, moZe obrnuti oko ose koja je upravna na zajednicku
tangencijalnu ravan, ako se savlada
otpor koji se javlja u dodirnim tatkama
tela (sl.125.).

Dejstvu  sprega aktivnih sila
momenta M, koji teZi da obrne telo / na
opisani nacin, suprotstavlja se spreg sila
trenja momenta MM , ha mestu dodira sa

drugim telom. Eksperimenti pokazuju da
sl.125. se posmatrano telo nece pomeriti sve

dok intenzitet momenta M ne bude veci

od intenziteta momenta koji odgovara grani¢noj ravnotezi tela. Dakle, porast
momenta sprega aktivnih sila M prati i porast momenta sprega sila trenja M,

tako da u stanju grani¢ne ravnoteze vazi
M=M,=M{ =k,F,, (9.50)

a pri tome je k,-koeficijent trenja obrtanja. Treba zapaziti da koeficijent trenja
obrtanja ima dimenziju duZine.

Zadaci

Zadatak 9.1. Telo, zanemarljivih dimenzija, tezine G, nalazi se na hrapavoj
horizontalnoj podlozi. Koeficijent trenja klizanja izmedu tela i podloge je p . Odrediti

ugao ¢ pod kojim treba da deluje sila F tako da pri njenom najmanjem intenzitetu dode

do pokretanja tela.
¢ F ¢l F,
0
F%F |_£F /] #
—~—— . X y
fy

uz zadatak 9.1. B

9.1.a.
ReSenje: Na telo deluje ravan sistem suceljnih sila dat na slici 9.1.a.. Analiticki uslovi

ravnoteze ovog sistema sila su

sz:(); Fecosa—F,=0,
DY =0; —F, +G—Fsina=0.
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Uzimajuci u obzir relaciju (9.4) tj. F,=uFy. iz prethodnih jednacina dobija se
uG

F=——"bt——
cosa + usina

Ekstremni intenzitet sila F ima za ugao o odreden relacijom

dF —si
aF __ g sinatposa
da (cosa + usina)
odakle se dobija da je 1ga = u. Kako je
d’F e (cosa +,usina)2 + 2(—sina +ycosa)2

da’ (cosa + usina)’

i kako vazi da je d’F > (), zakljucuje se da za tga = u sila F ima najmanji
o |u=tga

intenzitet.

Zadatak 9.2. Homogeni tocak, poluprecnika R=0,6 i tezine G=0,5, krece se po
glatkoj horizontalnoj podlozi pod dejstvom sprega sila intenziteta momenta M. U toku
kretanja toCak nailazi na prepreku visine 4 =0,08. Odrediti intenzitet momenta M tako

da toCak prede preko prepreke i najmanji koeficijent trenja klizanja izmedu tocka i
prepreke tako da toCak pri prelasku ne proklizava.

0
z
xr yy
i
F
uz zadatak 9.2. Ny
9.2.a.

ReSenje: Tocak osloboden veza prikazan je na slici 9.2.a.. Da bi tocak presao preko
prepreke, potrebno je da na njega deluje spreg sila ¢iji moment ima intenzitet koji je veci
ili jednak momentu koji zadovoljava relaciju

ZMAx =—-M +GRecosa— Fy Rcosa=0-

U trenutku prelaska tocka preko prepreke vazi F, =0, pa se za
sina:RTjhz(),M, cosa=0,5,

dobija da je
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M = GRcosa=0,15.

Primenjujuci drugi oblik uslova ravnoteze za ravan sistem sila koji deluje na tocak,
preostale dve jednacine imaju oblik

ZMCX:O; -M+F,R=0,
ZX:0; G-F,cosa—Fysina=0-

1z ovih jednacina, zamenom izracunatog momenta, i uzimajuci u obzir da vazi Fﬂ = uF,,

mogu se odrediti nepoznate F, i u, paje

cosa
=—=2=-0,57-
sSina

Imajuci u vidu da je posmatran granicni uslov ravnoteze, moze se zakljuciti da je
dobijeni koeficijent trenja klizanja najmanji pri kome ne dolazi do proklizavanja tocka.

Zadatak 9.3. Na toCak, remene kocnice, poluprecnika R, deluje spreg sila intenziteta
momenta M. Odrediti najmanji intenzitet sile F potreban za odrzavanje ravnoteze
sistema tela kao i reakciju u osloncu D. Koeficijent trenja klizanja izmedu remena i

uz zadatak 9.3.

tocka je .
ReSenje: Tocak i Stap BE, oslobodeni veza, prikazani su na slici 9.3.a.. Analiticki uslovi
ravnoteze sistema sila i spregova koji deluju na tocak su

.7 =0, ~Z, + Fsin30° =0,
DY =0; ~Y, + F, + Fcos30° =0,
> M, =0 -F,R+ M+FR=0.

Treba imati u vidu da su intenziteti F, i F, povezani relacijom (9.30), tj. da u ovom
slucaju vazi
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F,=Fe’

Da bi sila F bila odredena, dovoljno je postaviti uslov ravnoteze u obliku
momentne jednacine za tacku B Stapa BE. Tada vazi da je

> M, =-F(a+b)+Fa=0.

Druge dve jednacine iz analitickih uslova ravnoteze ravnog sistema sila koji deluje na
Stap BE nije potrebno pisati jer se iz njih odreduju reakcije oslonca B, a one se ne traze
ovim zadatkom. Resavanjem prethodnih pet jednacina, dobija se

Ma M Me ¢ .

F= 777"}/l 5 F‘ZZ —7—";/1 5 F}: 77lu ’

R@a+b)(l-e ¢ ) R(l—e ¢ ) R(l—e ¢ )
_a+b T2y _a+b

7
F2++3¢ ¢").

Fe ¢ Y,

2a

Intenzitet sile F odreden na ovaj nacin je najmanji pri kom se dati sistem nalazi u
ravnotezi.

Zadatak 9.4. Za remeni prenosnik koji sluzi za podizanje tereta tezine G, odrediti sile u
delovima remena izmedu remenica. Koeficijent trenja klizanja izmedu remenice i
remena je 4, a ugao naleganja remena je « .

uz zadatak 9.4.

ReSenje: Remenica, koja sluzi za podizanje tereta, oslobodena veza, prikazana je na slici
94.a..

Jedan od analitickih uslova ravnoteze ravnog sistema sila koji deluje na
remenicu je

> M, =0; F,R,-F,R,-GR, =0.

Ostala dva uslova ravnoteze nije neophodno pisati jer oni sluze za odredivanje reakcije
zgloba 0,, §to se zadatkom ne traZi. Kako je gornji deo remena viSe opterecen,
primenjujuci relaciju (9.30), moZe se pisati

F,=Fe",
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pa se reSavanjem prethodnih dveju jednacina dobija da su sile u gornjem i donjem delu

remena odredene sa
o

. R 1
FzzGﬁ € i F=GZL )
R, e -1 R, e -1

Ove sile su odredene za slucaj ravnoteze ili ravnomernog kretanja tereta navise.
Zadatak 9.5. Odrediti tezinu P tereta 4, koji drZi u ravnoteZi, na hrapavoj strmoj ravni,

teret B tezine G . Strma ravan je nagnuta pod uglom ¢ prema horizontali. Koeficijent
trenja klizanja izmedu tereta B i strme ravni je = 1ge.

uz zadatak 9.5. 9.5.a. 9.5.b.

ReSenje: Tezina P tereta A, kojom se teret B odrzava u poloZaju ravnoteZe, nije
Jjednoznacno odredena. Naime, ako je potrebno odrediti najvecu dozvoljenu tezinu P
(P, ) tako da teret B bude u ravnoteZi, tada je sila trenja klizanja usmerena niz strmu

ravan jer teret B tezi da se pomeri uz strmu ravan (slika 9.5.a.). U slucaju kada se
odreduje najmanja tezina P tereta B (P,_), sila trenja klizanja je usmerena uz strmu
ravan (suprotno mogucem kretanju tereta B ), kao §to je na slici 9.5.b. prikazano. U oba
slucaja, na teret B deluje ravan sistem suceljnih sila, pa su uslovi ravnoteze za teret B na

slici 9.5.a.,

WAL P —F,—Gsina=0, (@)

Z)l’.:(); Geosa—F,, =0, (b)
a u slucaju sa slike 9.5.b. uslovi ravnoteze su

> Z =0; P, +F,—Gsina=0, (c)

ZZ:(); Geosa—F, =0. (@)

Uzimajuci u obzir relaciju F, = uF, =igoF, i da su jednacine (b) i (d) identicne, iz
P, i F,. Y

min

prethodnog sistema jednacina se mogu odrediti nepoznate P

max *

F,=Geosa, P, =S%(atre) -, _Gsintazg)

cosa cosa

Dakle, teret B ¢e mirovati na strmoj ravni ako teZina tereta A zadovoljava sledecu
relaciju
P.<PLP_ .

min max
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Zadatak 9.6. Tocak poluprecnika R =0,25, koji moze da se obrée oko vertikalne ose
koja prolazi kroz tacku O, opterecen je spregom sila ¢iji je moment intenziteta M = 1.
Ako je koeficijent trenja klizanja izmedu tocka i kocione papuce u=0,25, odrediti
intenzitet sile O kojom treba pritisnuti kogione papuce, koje se kre¢u duz glatkih vodica,

na to¢ak, da bi on mirovao.

uz zadatak 9.6.

ReSenje: Jedna od kocionih papuca, odnosno tocak, oslobodeni veza, prikazani su na
slici 9.6.a.. Sila trenja klizanja suprotnog je smera od smera moguceg obrtanja tocka
pod dejstvom sprega sila intenziteta momenta M. Iz jednog uslova ravnoteze ravnog
sistema sila koje deluje na papucu dobija se

ZZiZO; O-F, =0,

odnosno F,, = Q. Za odredivanje normalne komponente reakcije veze dovoljno je, zbog

simetricnosti, razmatrati samo jednu od papuca.
Da se tocak ne bi obrtao, dovoljno je postaviti uslov ravnoteze

> M, =0 -M+2F,R=0,

dok se druga dva uslova ravnoteze koriste za odredivanje reakcija lezista tocka 7, i Y,
Sto se ne trazi ovim zadatkom. Koriste¢i vezu F, = yF,, iz prethodnih jednacina se

dobija da je
M

0= o

odnosno zamenom datih veli¢ina intenzitet potrebne kocione sile je 0 =§.

Zadatak 9.7. Horizontalna greda BL kruto je spojena sa tankim prstenovima A4 i B, koji
obuhvataju vertikalni cilindri¢ni stub CD. Za gredu je u tacki E (CE = a ) obesen teret
tezine P . Odrediti rastojanje a tako da se prstenovi ne kreéu po stubu, ako je koeficijent
trenja klizanja izmedu prstenova i stuba g =0,/ , a razmak izmedu prstenova 4 i B je
b=0,02. Sirinu prstenova zanemariti.
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| a —
C
~—~——
|
4 |
) £
o \ 1 1
\ L L
f B P
D! |
w
uz zadatak 9.7. 9.7.a.

ReSenje: Greda sa prstenovima, koja pod opterecenjem P tezi da krene nadole, izlozena
je dejstvu sistema sila kao Sto je pokazano na slici 9.7.a.. Uslovi ravnoteze ovakvog
sistema sila su

ZZI =0; Fyp—Fy =0, (a)
2% =0; ~F,—F,+P=0, (b)
ZMBX=0; EVAb—FMd—P(a—%):O- (c)

U jednacini (c) uvedena je pomocna velicina d (precnik stuba) pa se resavanjem
prethodnog sistema jednacina uz koriséenje uslova da je u granicnom polozaju
ravnoteze F, = pF,, i F = pFyy dobija da je

P b

:F = — a=—"-+
NB 2u 2u

F,

NA

Iz ovih resenja se zakljucuje da rastojanje a ne zavisi od teZine P. Zamenom zadatih
vrednosti dobija se da je a=0,] Sto znaci da ¢e greda biti u ravnotezi ako je teret P

obesen na bilo kom rastojanju a > 0,1.

Zadatak 9.8. Homogeni horizontalni §tap 4B tezine G vezan je zglobno svojim krajem
A za nepokretni oslonac, a krajem B je oslonjen na homogenu prizmu, tezine Q, ¢iji
popreéni presek je pravougli trougao CDE (ZE=60°), pti ¢emu je EB=BD.
Koeficijent trenja klizanja izmedu prizme i
podloge je u=+/3/3. Odrediti teZinu Stapa

D - . L .. . .
Gtako da prizma i Stap miruju u polozaju
prikazanom na slici.
4 G B
f&_ ReSenje: Pod dejstvom teZine Stapa prizma

CDE tezi da se pomeri udesno pa je sila trenja
klizanja usmerena suprotno od moguceg
E Jdc pomeranja. Stap i prizma oslobodeni veza dati
su na slici 9.8.a..

Ako  se  pretpostavi da  je

uz zadatak 9.8.
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EB=BD=a, EC=a i DC=a~3/2, uslovi ravnoteze ravnog sistema sila koji deluje
na prizmu su

A
Z
A —
G
0
z
Ty
.7 =0, —F,+ Ncos30° = 0. (a)
DY =0; ~F, + Nsin30° +Q=0, (b)

z M. =0; —Ncos30°asin60° + Nsin30°asin30° — F\ x + Qg =0- (c)
Y 3

Kako je potrebno odrediti samo tezinu G, tada se za §tap AB moze postaviti samo jedan
uslov ravnoteze

ZMAxZO; —G%+Nsin30”ﬂ:0,

odakle se dobija da je
N=G. (d)

Koristeci jednacine (b) i (d) dobija se da je

FN:g+Q:g+Q- (e)

Ravnoteza posmatranog sistema tela bice narusena ako dode do proklizavanja prizme po
podlozi, ili do njenog prevrtanja. Dozvoljena tezina G, kada ne dolazi do proklizavanja,
dobija se iz jednacine (a). Koristeci uslov F, = pyF,, u granicnom poloZaju ravnoteze,

kao i jednacine (d) i (e), dobija se

V3

—,u(%+Q)+G7=0 = G=0. @

Najveéa tezina G, koja nece izazvati prevrtanje prizme, treba da bude odredena iz
Jjednacine (c) za slucaj prevrtanja kada je x = 0. Odatle se, koriscenjem (d) i (e), dobija

2
G:§Q- (e)
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Kako ne sme doci ni do proklizavanja ni do prevrtanja prizme, na osnovu jednakosti (f) i
(e) se zakljucuje da je manja teZina G potrebna za prevrtanje nego za proklizavanje

prizme. Dakle, sistem tela ée ostati u ravnotezi ako je G < EQ.
3

Zadatak 9.9. Todak, polupre¢nika R i tezine G, odrzava sila F u ravnoteZi na strmoj
ravni nagibnog ugla «. Koeficijent trenja kotrljanja izmedu tocka i podloge je f.

Odrediti intenzitet sile F tako da to¢ak miruje.

uz zadatak 9.9.

Resenje: Intenzitet sile F, koja odriava tocak u stanju mirovanja, nije jednoznacno
odreden. Najveci intenzitet sile F, pri kome je tocak u stanju mirovanja, tezi da pokrene
tocak uz strmu ravan tako da je normalna reakcija veze pomerena za f uz strmu ravan u
odnosu na osu tocka (slika 9.9.a.). U slucaju najmanjeg intenziteta sile F javlja se
slucaj prikazan na slici 9.9.b.. Uslovi ravnoteze tocka na slici 9.9.a. su

zZi :0, FmaX_GSl.I’la—F”ZO, (a)
ZZZO; —Fy +Gcosa=0, (b)
ZMDXZO; Gsina R + Geoso f —F, R=10. )

Jednacinom (c) odreden je najveci intenzitet sile F, t.

max

F =G(sina+%cosa)’ (d)

dok jednacine (a) i (b) odreduju nepoznate F, i F, Treba naglasiti da kod kotrljanja
bez klizanja ne vazi relacija F,= uF, i smer sile F‘ﬂ se pretpostavlja, a tacnost

pretpostavke se proverava njenim izracunavanjem.
U cilju odredivanja najmanjeg intenziteta sile F, dovoljno je postaviti samo
Jjedan uslov ravnoteze tocka prikazanog na slici 9.9.b., tj.

ZMDX =0; Gsina R — Geosa f — F,,R=10- )
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Iz jednacine (e) se dobija da je
F .. =G(sina - %cosa)’ "

pa se, koristeci (d) i (f) moze pisati

G(sina —%cosa) < F < G(sina +%cosa)-

Zadatak 9.10. Odrediti najmanji intenzitet momenta M kojim treba delovati na Stap
04 da bi tocak B zapoceo kretanje. Tocak je
tezine G i polupreénika R a koeficijent trenja
kotrljanja izmedu tocka i podloge je f. Tezine
Stapova 04 i AB (OA=AB=2RVJ2)
zanemariti.

ReSenje: Na tocak i Stapove deluju sistemi sila
prikazani na slici 9.10.a. Kako nije neophodno
odredivati reakcije zgloba O, koristi se samo
uz zadatak 9.10. Jjedan od uslova ravnoteze ravnog sistema sila
koji deluje na stap OA, tj.

i
A
<
Y,
° Mmin
ol 45°
Zo
9.10.a.
ZMOxZO; _Mmin+FAOA:0' (a)

Uslov ravnoteze sistema kolinearnih sila koji deluje na stap AB je

2.Z=0; FA‘ZE—FB‘ZE:O, (b)

dok su uslovi ravnoteze ravnog sistema sila koji deluje na tocak

V2 ©

>z =0; FBT—F#:(),
DY =0; FB£+G—FN:0r (d)
2

> M, =0 Fyf -F,R=0. (@)



STATIKA - Trenje 211

Iz sistema od pet jednacina (a)-(e), mogu se odrediti nepoznate M., F,, F,, F, i F,

odakle se dobija da je

Zadatak 9.11. Homogena ploca tezine G oslanja se na dva valjka (svaki je tezine 0 i

poluprecnika R), koji se mogu kretati po
7 1 horizontalnoj podlozi. Odrediti intenzitet sile

R G R . y .
¢ ¢ F koja je potrebna za pokretanje ploce, kada je
tezina plo¢e simetri¢no rasporedena na valjke,
Y Y ako je koeficijent trenja kotrljanja izmedu
s sadatak 911, valjaka i ploCe f,, a izmedu valjaka i podloge
fs-

ReSenje: Kako su valjci optereéeni na isti nacin, dovoljno je posmatrati samo jedan
valjak. Sistemi sila koji deluju na valjke i na plocu dati su na slici 9.11.a..

Ji
_ i 0
, 3 z
c Ty
ol _ .
ENSF = P I
Ml B g ¢ K|l E
9.11.a.

Uslovi ravnoteze, za ravan sistem sila koji deluje na jedan od valjaka, imaju

oblik
2.Z=0; £, —F,=0 @
D=0 Fy+0Q-F, =0, (®)
> M, =0; FR+F,R-F,f,—F,f,=0. (©

Uslovi ravnoteze sistema sila koji deluju na plocu su oblika

.7 =0; ~-F+2F,=0, (d)
DY =0; G-2F, =0. (e)

Iz sistema jednacina (a)-(e) mogu se odrediti nepoznate F,, F, Fy, Fy i F, pa se
1 ) 1 py

resavanjem dobija

1
F=2210 =20+ G)f)
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Zadatak 9.12. Homogeni valjak polupreénika R i teZine G nalazi se, oslonjen svojom
osnovom, na ravnoj horizontalnoj hrapavoj podlozi. Odrediti intenzitet momenta sprega
sila koji moze da obrne valjak oko vertikalne ose koja prolazi kroz centar valjka, ako je
koeficijent trenja izmedu valjka i podloge x .

uz zadatak 9.12. 9.12.a.

ReSenje: Usled delovanja sprega sila intenziteta momenta M i postojanja trenja izmedu
valjka i podloge, sila trenja koja deluje na elementarni deli¢ valjka na dodirnoj povrsini
valjka i podloge, kako je prikazano na slici 9.12.a., odredena je izrazom

dF, = udFy,
pri cemu se elementarna normalna reakcija veze moze izracunati kao
dF, =vdS,

gde vy predstavija tezinu valjka po jedinici povrsine njegove osnove, tj. yS =yR’n=G.
Kako je elementarna povrsina osnove valjka (slika 9.12.a.) data sa

dS = rdodr,
elementarna sila trenja je
dF, = pyrdodr -

Intenzitet momenta sprega sila trenja se sada moze izraziti kao

R2m R 3 2

M, = I”dFu :pryrzdrd@ = uyIrZ(p‘anr =pn Al }MGR~
N 00 0

E;Zn—
R'm 31



