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Predgovor

Ovaj udzbenik je namenjen prvenstveno studentima prirodno-matema-
tickih fakulteta kao uvod u numericku matematiku. Napisan je u skladu sa
programom za jednosemestralni predmet Numericka matematika koji ¢e se
se od ove skolske godine drzati u cetvrtom semestru studija matematike i in-
formatike Prirodno-matematickog fakulteta u Banjaluci. Takav isti predmet
je predviden i za studente matematike Prirodno-matematickog fakulteta u
Kragujevcu, po novim programima u skladu sa novim Zakonom o visokom
obrazovanju. Dodavanjem poslednje glave, kao i sekcije o numerickom dife-
renciranju, pokrivamo program istoimenog predmeta Numericke metode koji
je od ove godine uveden studentima Masinskog fakulteta u Beogradu. Prvi
autor, koji je prethodne godine drzao predmet Numericke metode na dok-
torskim studijama Maginskog fakulteta u Kraljevu, smatra da ¢e ovom knji-
gom biti pokriven i dobar deo programa odgovarajuceg predmeta. Udzbenik
moze biti od koristi i na drugim tehnickim fakultetima gde se izucava odgo-
varajuc¢a problematika. Takode, udzbenik moze jednim svojim delom biti
koriSéen i za sticanje osnovnih znanja iz numericke matematike za obdarene
ucenike odeljenja matematicke gimnazije, za koje ne postoji dovoljno prik-
ladne literature iz ove oblasti.

Celokupan rukopis ove knjige podeljen je u sedam glava, teorijska razma-
tranja prac¢ena su odgovarajuc¢im primerima. Vec¢ina metoda koje se obraduju

u knjizi moze se programirati koriS¢enjem nekog programskog jezika ili po-



mocu nekog savremenog programskog sistema. Deo rezultata koji se navode
u primerima u ovoj knjizi, dobili smo koris¢enjem programskog jezika FOR-
TRAN i/ili programskog sistema MATLAB. Autorima je od posebne pomodi
u pisanju ovog udzbenika bila literatura koja se navodi na kraju.

Prva glava je uvodnog karaktera, daje kratak pregled razvoja numericke
matematike, kao i osnovnih pojmova vezanih za ovu oblast matematike.
Posebno su obradene osnove teorije gresaka. Izlozene su u kratkim crtama
osnove o uslovljenosi kako algoritma, tako i samog problema koji se resava,
a sve u svetlu resavanja datog numerickog problema na racunaru.

Druga glava se bavi problemima u linearnoj algebri, kako direktnim tako i
indirektnim iterativnim metodama za resavanje sistema linearnih jednacina.

Osnovni problemi interpolacije funkcije pomoc¢u Lagrangeovog, Newto-
novih i Hermiteovog interpolacionog polinoma razmatraju se u trec¢oj glavi.
Dodate su i osnove numerickog diferenciranja.

U cetvrtoj glavi se razmatraju nelinearne jednacine i sistemi nelinearnih
jednacina i poznate iterativne metode za njihovo priblizno resavanje.

U petoj glavi je opisana veoma poznata i Cesto upotrebljavana metoda
najmanjih kvadrata.

Sesta glava je posveéena pribliznom izra¢unavanju odredenog integrala,
ili kako se cesto kaze numerickoj integraciji.

Konac¢no, sedma glava je posve¢ena problemima pribliznog resavanja obi-
¢nih diferencijalnih jednacina. Posebno su tretirane numericke metode Runge-
Kutta i linearni visekora¢ni metodi.

Autori se nadaju da ¢e knjiga biti od koristi studentima kojima je name-
njena, aliisvima onima koji koriste numericke metode u svojim istrazivanjima.

Autori se zahvaljuju recenzentima dr Bosku Jovanoviéu (redovni profesor

Matematickog fakulteta u Beogradu) i dr Gradimiru Milovanovi¢u (redovni
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profesor Elektronskog fakulteta u Nisu, dopisni ¢lan SANU) na korisnim
sugestijama. Njihove primedbe su doprinele poboljsanju prve verzije ovog
rukopisa.

Unapred se zahvaljujemo svim ¢itaocima koji nam ukazu na eventualne

propuste u tekstu, kako bismo iste u narednom izdanju ove knjige korigovali.

Kragujevac/Banjaluka, 2007. godine AUTORI
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1.3. Priblizni brojevi

PRIMER 1.5.1. Zaokruzimo broj
a = 72353, A(a) = 0.026,

tako da mu sve cifre budu sigurne u uzem smislu.

Kako je A(@) = 0.026 < 0.05 =1-10'in=1izn—-k+1= -1
dobijamo da je k = 3, pa su sigurne cifre broja @ u uzem smislu 7,2 i 3.
Zaokruzimo broj @ na broj sa tri cifre, tj. @, = 72.4. Greska koje se javlja

pri ovom zaokruzivanju je A = 0.047. Priblizan broj @; je dat sa greskom
A(a;) = A(@) + A =0.026 4+ 0.047 = 0.073.

No, kako je 0.073 > 0.05 to znaci da u broju a; = 72.4 poslednja cifra 4
nije sigurna u uzem smislu. Zato, zaokruzimo broj @ = 72.353 na broj sa dve
cifre, tj. @y = 72. Greska koje se javlja pri ovom zaokruzivanju je A; = 0.353.

Priblizan broj a, je dat sa greskom
A(ay) = A@) + Ay = 0.026 4+ 0.353 = 0.379 < 0.5,

Sto znadi da su 71 2 sigurne cifre, tj. u zaokruzenom broju ay = 72. sve cifre

su sigurne u uzem smislu.
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1.3. Priblizni brojevi
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1.3.1 Reprezentacija realnih brojeva u racunaru

Realni brojevi se u racunaru predstavljaju pomoc¢u binarne reprezentacije,
a==+p-2° gdeje 1<p<2. (1.8)

Stoga je
P = (bg.bl b2 b3 ...bt_l)g pri cemu je bo =1. (19)
Na primer, broj 111.5 = (1101111.1)5 se moZe napisati kao (1.1011111) - 26.

Vidimo da je u prikazu ovog broja, oblika (1.8), binarna tacka pomaknuta za

Sest mesta ulevo, a pritom se eksponent povec¢ao za 6. Kako se zahteva da je
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1.3. Priblizni brojevi

by = 1, mozemo pisati
p = (1 . b1 b2 bg . bt_l)g.

U tom normalizovanom prikazu, binarne cifre desno od binarne tacke ¢ine
razlomljeni deo mantise.

Da bismo memorisali normalizovane brojeve u rac¢unar, podelimo memo-
rijsku re¢ (sadrzaj jedne celije) u tri dela koja zovemo polja. Kod 32-bitnih
racunara, re¢ uobic¢ajeno ima 32 bita pa se obi¢no deli na sledeé¢i nacin (tip
single): 1 bit za predznak, 8 bita za eksponent e i 23 bita za mantisu. Bit za
predznak je 0 (1) ako je broj pozitivan (negativan). Polje za eksponent ima
osam bitova pa moze reprezentovati eksponent e koji je izmedu granica —128
i 127. Preostala 23 bita za smestaj mantise koriste se za smestaj razlomlje-
nog dela mantise, jer je uvek by = 1, pa ga ne treba memorisati. Zato se by
obi¢no naziva skriveni bit. Realni broj a nazivamo egzaktno reprezentabilnim
u racunaru ili brojem s pokretnom tackom! ako se na opisani na¢in moze bez
greske smestiti u racunar. Ako broj nije egzaktno reprezentabilan u racunaru,
on se mora pre memorisanja u racunaru zaokruziti.

Na racunaru generalno ne mozemo egzaktno izvrsavati aritmeticke ope-
racije. Rezultat sabiranja, oduzimanja, mnozenja ili deljenja dva broja x i
y, reprezentabilna u ra¢unaru, po definiciji je broj u ra¢unaru koji je naj-
blizi taénom (egzaktnom) zbiru, razlici, proizvodu, odnosno koliéniku z i
y. Pri tome je relativna greska tako izvedenih operacija manja ili jednaka
polovini najveéeg relativnog odstojanja dva susedna broja u rac¢unaru®. Na
primer, u standardnoj jednostrukoj preciznosti (32-bitna reprezentacija) je
relativno odstojanje susednih brojeva omedeno s 272 pa je relativna greska

aritmetickih operacija najvise ~ 1078,

1Skup svih ovakvih brojeva ozna¢avaéemo sa R(t, s)
20vaj broj zovemo masinska preciznost i u ovoj glavi éemo ga oznacavati sa eps.

13



1.4. Greske pribliznih vrednosti funkcija

Navedena pravila za izvrSavanje elementarnih aritmetickih operacija lako
zapisujemo na slede¢i nacin:
e sabiranje: r@y=(x+y)(l+e), leal<eps,
e oduzimanje: roy=(r—y)(l+e), e <eps,

e mnozenje: rOy=uzy(l+e), e <eps,

e deljenje: TQY = z(14—64), les| <eps, y#DO.

Ove relacije vaze ako su rezultatiy navedenih operacija po apsolutnoj vred-
nosti u intervalu (u, M), gde je npr. u 32-bitnoj reprezentaciji u = 27126 ~
10738 najmanji, a M = (1 +271 + ... 4+ 272)2127 ~ 10% najveéi normalizo-
vani masinski broj. U dvostrukoj tacnosti (64-bitna reprezentacija brojeva)

je S 10—308’ M ~ 10308,
Neka je y funkeija parametara (a1, ax) € G, y = y(as, ..., a), i neka
je g priblizna vrednost za y. Apsolutna greska velicine g je
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PRIMER 1.10. Odrediti gresku vrednosti funkcije y = a'® za a = 1

(@) = 1073,

P>

d d
“a)| = 10.09 i d—‘Z(l) — 10, to je, prema

da

Kako je y = 1, supj,_yj<19-3

(1.10), apsolutna greska funkcije

A(m) = sup |a* — 1| =1.001"" — 1 =0.010045 ,

la—1]<10-3

ocena ove greske izrazom (1.11)

A(g) < sup

la—1]<10-3

%(a)‘ A(@) = 10.09 - 10~% = 0.01009,
a

a linearna ocena greske je

A7) = ‘%(1)‘ Af@) =110 =0.01.

15
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1.4. Greske pribliznih vrednosti funkcija

U ovom slu¢aju nema znacajnije razlike izmedu navedenih ocena.

Ako je, medutim, A(a) = 107!, apsolutna greska je A(y) = 1.5, ocena
ove greske izrazom (1.11) je A(g) < 2.3, a linearna ocena greske je A(y) = 1.
Kada je relativna greska priblizne vrednosti funkcije velika (u ovom sluc¢aju

je preko 100%), razlike u pojedinim ocenama su vece.
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1.4. Greske pribliznih vrednosti funkcija

PrRIMER 1.11. Odredimo granicu apsolutne greske i granicu relativne

greske priblizne vrednosti funkcije

2? +y\z

f(z,y,2) = T2y

ako su date priblizne vrednosti
=124, y=0.66, Zz=1.96,

a sve su napisane cifre sigurne u uzem smislu.
Posto su sve napisane cifre sigurne u uzem smislu, a u svakom od pri-
bliznih brojeva Z, ¢, Z poslednja napisana cifra se nalazi na decimalnom mestu

koje karakteriSe dekadna jedinica 1072, zakljuéujemo da su granice gresaka
A(z), A(y), A(z)
takve da je
_ 1 -2 — 1 -2 > 1 -2
Dalje, imamo da je

0f(z,9,7)

) of(z,7,2) of (z,7,2)

_ . i i
af) = |25 A |52 a1 [PE2D) A,
of _2*+day—yyz Of a(Vz—2r) Of _ y
or  (z+2y)?2 ' 9y  (v+2u)?2 0z 2yz(z+2)’
F=09615625, f=0.962,
Ox dy 0z
_ 1., = S B
A(f) £ 5107208897, A(f)gA(f)+§10 ,
A(f) < 045-1072, A(?>§0.5-10‘2:%10‘2,
7 0.45 - 102
< 7 7
o) = 0615625
5(f) < 0.4680- 1072,
5(f) < 047%.

17



1.5. Obratan (inverzan) problem greske
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L=
Fe

T E=1,.n.

PrRIMER 1.12. Odredimo s kolikom tac¢noséu treba naéi promenljive

x,1y, z da bi se velicina

Ty +/z

f(x,y,2) = T2

odredila s tac¢noséu 1073, ako su priblizne vrednosti argumenata
T=216, g=112, z=144

i ako se usvoji princip jednakih uticaja na gresku.

Kako granica apsolutne greske A(f) priblizne vrednosti
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1.5. Obratan (inverzan) problem greske

mora biti manja od 1073, §to znaci, da je, ako se prirastaj funkcije f zameni

njenim totalnim diferencijalom,

N o (3f(f,gj,2) - a.f(i‘7ga2) — 8f(i,g,2) = -3
A(f) = ‘ e A(Z) + By A(g) + P A(z) < 1077,
(1.15)
Ako se usvoji princip jednakih uticaja na gresku, onda je
0f(2,9,2)| /oy _|0f@5.2)| o\ _|0f(Z0,2)] .
‘ pe A(z) = o A(g) = 5 A(Z). (1.16)
Kako je

of 2yz—z Of =@ of x—2z—dayz
or  (z4+22)2" 0y x+22 09z  2@+22)%/z ]

imamo
7,9,2) 2-112-144—/1.44
0f(®.5,2) _ = 0.079743.. . , (1.17)
Oz (2.16 + 2 - 1.44)?
- = 0.4285714 . .. 1.1
dy 21642 144 4287 ’ (1.18)
0f(@,9,2) _206-2-144—4-216- 112 VI _ o000
0z 2(2.16 + 2 - 1.44)2y/1.44
(1.19)
Iz (1.15), (1.16) i (1.17) sledi
1073 1
A7) < < = 0.00418.. . .
(7) < L [07@.y.2)] 3 10°- 0.079743
ox
Analogno, iz (1.15), (1.16) i (1.18) imamo
103 1
A7) < < = 0.00077 . ..
) < ,[0f@y.2)] ~ 3-10°- 0.4285714 ’
Ay
i, konacno, iz (1.15),(1.16) i (1.19) je
103 1
A(z) < = 0.00164. .. .
(2) < 5 ‘&f(a:*,y*,z*) = 3.10°-0.2022864
0z

20



1.5. Obratan (inverzan) problem greske

Prakti¢no, treba uzeti na primer,

A(z) <0.004, A(y) <0.0007, A(z) < 0.001.
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1.6 Uslovljenost problema

Neka je R! [-dimenzionalni realni vektorski prostor (I € N). Neka je zadat

problem (u vidu preslikavanja f):
fR"—R" y=f(z). (1.24)

Analiziraa¢emo kompjutersko resavanje problema i proceniti granicu totalne
greske tako dobijenog resenja.

Problem (1.24) mozemo prikazati graficki na sledeci naéin:

r — f — Y.

Dakle, posmatrajmo preslikavanje f, u kojem je ulaz (input) dat u obliku
vektora z € R™, izlaz (output) je vektor y € R™, a okvir (box) f prihvata ulaz
x 1 zatim reSava problem za taj ulaz pri ¢emu se dobije izlaz y. PokuSajmo da
analiziramo kako ¢e se mala promena ulaza (x) odraziti na promenu izlaza (y).
Drugim re¢ima, pokusajmo da ustanovimo osetljivost preslikavanja f u nekoj
datoj tacki x na male promene x. Stepen te osetljivosti iskazujemo jednim
brojem kojeg nazivamo faktor uslovljenosti ili kondicioni broj preslikavanja
f u tacki z. Pri tome, za sada, pretpostavljamo da se funkcija f izracunava
tacno, sa beskonacnom preciznos¢u. Dakle, uslovljenost funkcije f je njeno
svojstvo koje ne zavisi od algoritma kojim se ona izracunava.

Videli smo da se u izracunavanju na racunskoj masini ¢esto na mesto

vektora x u izracunavanju pojavljuje njemu “blizak” vektor x, gde je 7 =

22
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1.6. Uslovljenost problema

x + 0 i Stavise, rastojanje ||0|| od x do T mozemo oceniti pomocu izraza u
kome figurise masinska preciznost. Ovo, naravno, pri tacnom izrac¢unavanju
funkcije f, dovodi, ne do vrednosti y, nego do 7, tj. ¥ = f(Z). Ako, pak,
znamo kako preslikvanje f reaguje na male promene ulaza, takve kao sto je
0, mozemo reci nesto o greski ¥ — y, u reSenju ¥, koja je uzrokovana tom

promenon.

Faktor uslovljenosti. Startova¢emo sa najprostijim slucajem jedne
funkcije jedne promenljive.

Slucajm = n = 1: y = f(z). Pretpostavimo najpre da je z # 0,y # 0,
i oznacimo sa Ax male promene od x. Koris¢enjem Taylorove formule za

odgovarajucu promenu Ay, imamo
Ay = f(z 4 Azx) — f(z) = f'(x)Axz, (1.25)

pod pretpostavkom da je funkcija f diferencijabilna u tacki x. Formulu

(1.25), s obzirom da nas interesuju relativne greske, napisimo u formi

Ay _af'(@) A

_—

y flx) =z

Aproksimaciona jednakost postaje tacna jednakost ako je f linearna funkcija

(1.26)

ili u grani¢nom slucaju kada Az — 0. Ovo sugeriSe definisanje uslovljenosti
fuxsa

zf'(z)
cond f)(x) :=

(cond f)(a) = “75

Ovaj broj, koji smo nazvali faktor uslovljenosti ili kondicioni broj, nam

(1.27)

pokazuje koliko puta je veca relativna promena y u odnosu na relativnu
promenu z. Sto je ovaj broj veéi kazemo da je problem (1.24) slabije uslov-
ljen i, obrnuto, $to je on manji to je problem (1.24) bolje uslovljen.

U slucaju kada je x = 0 a y # 0 faktor uslovljenosti definisSemo sa
|f'(x)/f(x)]. Slicno, za y = 0,z # 0 faktor uslovljenosti je |zf'(z)]. Ako
je x =y = 0, korid¢enjem (1.25), faktor uslovljenosti bi bio |f'(x)|.

23



1.6. Uslovljenost problema

Slucaj proizvoljnih m,n. Ovde imamo
=[xy 20 ... Tp)  ER™, y=[y1 92 ... ya] E€R".
Preslikavanje f predstavljamo preko komponenti
= fulzy, zo, ..o xy), v=12 ... n. (1.28)

Pretpostavljamo da svaka funkcija f, ima parcijalne izvode u odnosu na m
promenljivih u tacki . Ako imamo promenu u komponenti z, u funkciji
(1.28), a na osnovu (1.27), promena se moze okarakterisati vrednostima koje

definiSemo sa

ol
@) 1= cond ) () 1= | 2 (120
e | ful®) '

To nam daje celokupnu matricu faktora uslovljenosti I'(z) = [y,.(z)] €

R?*™. Da bismo dobili jedinstven faktor uslovljenosti, mozemo uzeti neku
pogodnu meru “odstupanja” matrice I'(z) kakva je, na primer, norma matrice

definisana nesto kasnije u (1.32)

(cond f)(z) = [[T(x)[l,  T(x) = [ywu(2)]. (1.30)

Uslovljenost tako definisana, naravno, zavisi od norme, ali red odstupanja
mogao bi biti manje-viSe isti za bilo koju razumnu normu.
Ako su komponente od z, ili od y, jednake nuli, (1.29) se modifikuje na
isti nacin kako je to uradeno prethodno, za jednodimenzionalni slucaj.
Nesto grublja analiza, slicna onoj za jednodimenzionalni slu¢aj, moze se
izvesti definisanjem relativne promene x € R™ pomocu

Az ||gm
m, Az = [Axy Azy ... Awm]T,
%] [rm

gde je Az promena vektora ¢ije komponente Az, su promene komponenti

x,, 1 gde je || [[gm neka norma vektora u R™. Za promenu Ay prouzrokovanu
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1.6. Uslovljenost problema

sa Az, slicno se definige relativna promena ||Ay||lg-/||ly||r=, sa podesnom
vektorskom normom || - ||g= u R". Onda je cilj uporediti relativne promene
za y1ix.

Da bismo to izveli, potrebno je definisati matricnu normu za matrice
A € R™™, Izaberimo takozvanu “operator normu”,

| Az gn

o P

HAHRnXm =
Na dalje uzeéemo za vektorske norme “uniformnu” (ili beskona¢nu) normu,
o/l = max |ou| = llzlloo, [lylles = max |y =:llylle.  (1.31)

Onda je lako pokazati da

1<v<n

[Allgmsm = | Alloo = max > Jayul, A= o] € R™™. (1.32)
p=1

Sada, po analogiji sa (1.25), imamo

m P y
Ay, = f(v+ Ax) — f,(z) = / Az,
— Oz,
pn=1
Dakle, bar aproksimativno,
m 8fy m afy
Aul = Y| a0, < maxlaa - 3|2
p=1 p=1
m 8fy
< . .
< m§X|AxH| myaxz o,
pn=1
Posto ovo vazi za svako v = 1,2, ..., n, to takode vazi za max,|Ay,|, dajudi,
u smislu (1.31) i (1.32),
of
AYlleo < |AZ||oo || = i 1.33
vl < 8l [ (133
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1.6. Uslovljenost problema

Ovde je
Con oh ]
Oxry Oxs Oz
a_f — 8271 8372 o al’m c Rnxm
81’ . . .
of, 0% Oh
| Oxy Oxs Oz,

Jacobijeva matrica preslikavanja f. (To je analogon prvog izvoda funkcije
jedne promenljive, sada za sistem funkcija sa vise promenljivih.) Iz (1.33)

sada se neposredno dobija za relativne promene

1AYlloe - NllloollOf /O]l [[Axlloo
Wllee = (@)l [E41Pe

Tako je ovo nejednakost, ona je tacna u smislu da jednakost moze biti dosti-

gnuta za neku podesnu promenu Az. Tako, mozemo definisati globalni faktor

uslovljenosti sa

|l [0 /O o0
If@)lle

Jasno je da se u slucaju m = n = 1, definicija (1.34) redukuje tacno na

(cond f)(z) := (1.34)

definiciju (1.27) (kao i na (1.30)) datu ranije. Za vece dimenzije (m i/ili n
veée od 1), medutim, faktor uslovljenosti u (1.34) je mnogo grublji nego onaj
u (1.30). To mozemo objasniti time $to norme teze da uniste detalje: ako
x, na primer, ima komponente sa prilicno razli¢itim odstupanjima, onda je
||z|| o naprosto jednaka najveé¢oj od ovih komponenti uzetih po modulu, dok

se sve ostale ignorisu. Zbog toga se zahteva opreznost kod koriséenja (1.34).

Uslovljenost algoritma. Neka je za problem (1.24) dat algoritam A
za njegovo reSavanje na racunaru, tj. za dati vektor z € R™(t,s) algori-
tam A daje vektor y4 (u masinskoj aritmetici) za koji se pretpostavlja da

aproksimira y = f(z). Tako, mi sada imamo drugo preslikavanje fa, koje

26



1.6. Uslovljenost problema

opisuje kako je problem f resen algoritmom A,
fA : Ian(t7 S) = Rn(ta 8)7 Ya = fA(x)

Da bismo mogli analizirati f4 u ovim opstim izrazima, moramo formulisati

osnovnu pretpostavku, naime,

(Vz e R™(t,5)) (Fra € R™) (falx) = f(za)). (1.35)

Zapravo, izracunato resenje koje odgovara nekom ulazu x je ta¢no reSenje za
neki razlicit ulaz x4 (ne obavezno masinski vektor i ne obavezno jedinstveno
odreden) za koji se nadamo da je blizak sa x. Mi, dakle, definisemo faktor
uslovljenosti algoritma A pomocu izraza u kome figurise = 4 (najblizi z ako ih
ima vise od jednog), uporedivanjem njegove relativne greske sa masinskom
preciznoséu eps:

|4 — ]|

(cond A)(x) = inf ————/eps. (1.36)

wa =]
Ovde, infimum se uzima preko svih x4 koji zadovoljavaju f(z) = f(xa).
Prakticno moze se uzeti bilo koje takvo x4 i onda dobiti gornja granica za

faktor uslovljenosti:

(cond A)(x) < M/eps. (1.37)

]l

U (1.36), ili (1.37), uzima se ona vektorska norma koja se ucini pogodnom
za primenu.

Naravno $to je x4 blize z (u smislu odgovarajuée metrike koja proizilazi
iz izabrane norme u (1.36)) to ¢e faktor uslovljenosti biti manji, tj. kazemo

da je algoritam bolje uslovljen i obrnuto.

Kompjutersko reSenje problema. Totalna greska. Posmatrajmo

opet problem (1.24), koji treba da resimo. To je matematicki (idealizovan)
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1.6. Uslovljenost problema

problem, gde su podaci tacni realni brojevi, a resenje je matematicki tacno
resenje.

Kada resavamo takav problem na ra¢unaru, u aritmetici sa pokretnim
zarezom sa precizno$éu eps, koris¢enjem algoritma A, imamo prvo zaokruzi-

vanje svih podataka, a zatim primenu na tako zaokruzene podatke ne f, veé¢

fa:

T = zaokruzeni podaci,

Ua = fa(@).

Ovde je e greska zaokruzivanja podataka. (Izvor ove greske moze nastati ne
samo zaokruzivanjem, veé¢, na primer, i prilikom merenja). Totalna greska
koju mi zelimo da ocenimo je onda
17~
Iyl
Korigéenjem osnovne pretpostavke (1.35) nametnute algoritmu A, i biranjem

optimalnog 7 4, imamo

[Za —7|| _

fa(@) = f(Ta), TE (cond A)(T) - eps. (1.38)
Neka 7 = f(T). Onda, koriséenjem nejednakosti trougla, imamo

s =yl 1ga—3ll  [5—ul _9a—9ll ¥yl
7 ] 1yl [l Iyl

I

gde smo iskoristili aproksimaciju ||y|| =~ ||7||. Koris¢enjem (1.38), imamo za
prvi izraz na desnoj strani u prethodnoj nejednakosti
174 -9l _ [fa@) —f@I _ f@a) - f@)]l
7] LF @) 1F @)
< (eond (o) 2T
T

= (cond f)(Z) - (cond A)(T) - eps.
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1.6. Uslovljenost problema

Za drugi izraz imamo

5=yl _ /@ = f()]
Tl 1@

Pretpostavljajuéi, konacno, da (cond f)(Z) ~ (cond f)(z), dobijamo

[z — |

< (cond f)(z) - = (cond f)(z) - €.

]

Bzl < (cond @) + cond A)@) e (139

Formula (1.39) pokazuje koliko greske u ulaznim podacima () i masinska pre-
ciznost (eps) doprinose totalnoj greski: obe su uvecane uslovljenoséu prob-

lema, dok je druga uvecana i uslovljenos¢u algoritma.

PRIMER 1.14. Data je algebarska jednacina

"+ 2"t —a=0 a>0, n>2 (1.40)

a) Pokaza¢emo da postoji tacno jedan pozitivan koren £(a) jednacine
(1.40). Neka je p(z) = 2"+ 2" ! —a. Tada je p'(x) = nz" '+ (n—1)z" 2 =
2" 2(nz+n—1) > 0zax > 0. S obzirom da je je p(0) = —a < 0, p(+o0) > 0,
postoji tacno jedan pozitivan koren jednacine (1.40).

b) Pokazimo sada da je koren £(a) dobro—uslovljen kao funkcija od a. Mi

()" + [¢(a)" ™ —a=0.

Diferenciranjem dobijamo

nfé(a)]""'¢ (a) + (n — D[E(a)]" ¢ (a) =1 =0,

gde je
) 1 _ (@)
nlg(a)]" 1+ (n = DE(a)]"2  nl¢(a)]” + (n = 1)[E(a)]"!
_ §(a)
-~ nfg@)]" + (n—1) (a = [§(a)]")
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1.6. Uslovljenost problema

Dakle (videti (1.27)),

con a o (a) - -
(cond &)(a) £a) | (n—1Da+[E(a)
1 1
_ _ < <1.

a

PRIMER 1.15. U teoriji Fourierovih redova brojevi

n

n 1 km
n
2n + 1 e k 2n + 1

. on=1,2,3,..., (1.41)

su poznati kao Lebesgueove konstante.

a) Pokazimo da izrazi pod sumom monotono rastu po k i ispitajmo kako
se ti izrazi ponasaju kada je k blisko n, a n je veliko.
Neka je x = kn/(2n+ 1), tako da je 0 < x < /2 za 1 < k < n. Onda je,

do na konstantni faktor, opsti ¢lan sume

flz) = étan T.

Pokazimo da f monotono raste. Imamo

1
[
i) = —
pa je
1 1 sin x
/ - o _ i
wf(@) = cos? x 1) cos?xr xcoszx

1 ( 1 . )
= 1——-sinxcosx
cos? x T

B 1 sin 2x 50
 cos?z 2x '

Dakle, izraz pod sumom monotono raste. Za n vrlo veliko, na primer n =

105, najveéi broj sabiraka sume je zanemarljivo mali, izuzev nekoliko njih

kod kojih se indeks sume (k) priblizava vrednosti n, pa oni naglo rastu ka
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1.6. Uslovljenost problema

maksimalnoj vrednosti ~ 4 /7. To moze biti pokazano stavljanjem k =n —r

za neki fiksirani (mali) prirodan broj r i veliko n. Tada imamo

n—r 1 2r+1
2n+1 2 2(2n+1)’

i, kada n — oo,

tan

2 22n+1

= ~ —

. (7r2r—|—1) T2r+1°
sin

2 1
cos [ LT+
(n—r)m T w2r+1 22n+1 4 n
TS N

220+ 1
Dakle,
1 — 4 1
tan (n =) ~ — , kada n — oc.
n—r 2n +1 m2r+1
b) Izracunajmo A, zan = 1,10,10%,...,10° u FORTRAN-u u “single” i “dou-

ble precision” aritmetici i uporedimo rezultate. Objasnimo Sta se primecuje.

Dobijeni su sledeéi rezultati:

n Lebesgue Lebesgue double

1 0.1435991 - 10 0.1435991124 - 10

10 0.2223358 - 10 0.2223356924 - 10
100 0.3138774 - 10 0.3138780093 - 10
1000 0.4070242 - 10 0.4070163604 - 10
10000 0.5003402 - 10 0.5003183862 - 10
100000 0.5939833 - 10 0.5936368213 - 10

Zbog ponasanja izraza pod sumom, kada je n veliko, tacnost sume je
uveliko odredena tacnoséu sabiraka u kojima je k veoma blisko n. No, u tim
slucajevima, argument tangensa je vrlo blizak 7/2. S obzirom da je (videti
(1.27))

z(1 + tan® )

(cond tan)(z) = SEE— O<zx<m/2,
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to je tangens veoma slabo uslovljen za z blisko 7/2. Zaista, ako je € > 0

veoma malo, tada je

m T T TCOSE T
(cond tan) (——6) ~ —tan <——5> = ~—.

2 2 2 T 2sine 2
S obzirom da k d i T vazi
Oobzirom da = 7N odgovara € = ——————— ~ —, vaZl
s 22n+1)  4n’
(cond tan) (g - 5) ~ 27T/7E4n) =2n, n— 0.

Tako, na primer, za n = 10%, mozemo ocekivati gubitak od oko pet decimal-
nih cifara. To je potvrdeno dobijenim numerickim rezultatima prethodno
prikazanim.

Uocena netacnost ne moze biti pripisana samo velikoj koli¢ini izracu-
navanja, tj. nagomilavanju greske zaokruzivanja medurezultata u procesu
izratunavanja na racunskoj masini. Zapravo, da smo sumu iz (1.41) uzeli, na
primer, od k = 1 do k = [n/2] izbegli bismo slabu—uslovljenost tangensa i, ¢ak
zan = 107, dobili tac¢nije rezultate u obi¢noj (“single”) tacnosti. To pokazuju

slede¢i numericki rezultati (suma iz (1.41) uzeta od k =1 do k = [n/2]):

n Lebesgue Lebesgue double

1 0.3333333 0.3333333333

10 0.5706023 0.5706023118

100 0.5436349 0.5436349731
1000 0.5407878 0.5407873971
10000 0.5405016 0.5405010908
100000 0.5404736 0.5404724446

PRIMER 1.16. Izracunajmo

za neki fiksirani prirodan broj n.
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1.6. Uslovljenost problema

Za n = 0 imamo

1

dt ) 6
Iy = —— =log(t +5)|,=log —. 1.42
= R (142

Da bi smo nasli rekurzionu formulu za odredivanje trazenog integrala, uoc¢imo

da
t

5
=1
t+5 t+5

Mnozenjem obe strane sa t*~! i integracijom od 0 do 1 dobijamo

1
Ik:_5[k_1+E’ k= 1,...,7’L. (143)

Dakle shema za izracunavanje I,, bi se mogla ovako definisati: Startujuci
sa Iy koje je dato sa (1.42), a onda sukcesivno primenjujuéi (1.43) za k =
1,2,...,n, dobijamo I,.

Rekurzija (1.43), za bilo koju pocetnu vrednost Iy, definise funkciju

I, = fu(Io). (1.44)

Tako smo dobili problem f, : R — R (n je parametar) koji mozemo

prikazati graficki na slede¢i nacin:

IO—) fn —>[n

Sl 1.1.

Mi smo zainteresovani za uslovljenost preslikavanja f, u tacki Iy. Zaista,
s obzirom da broj Iy iz (1.42) nije masinski reprezentabilan, to mora biti
zaokruzen na I pre startovanja rekurzionog procesa (1.43). Cak i kada ne
bi bilo unosenja novih gresaka tokom rekurzije (1.43), konaé¢ni rezultat nece
biti taéno I,, veé¢ neka aproksimacija I,, = f,(Io), i mi imamo

I,—1I,
I

70 - [0
Io

— (cond f,)(Io)

(1.45)
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Ovde vazi jednakost s obzirom na linearnost funkcije f, po [y, kako je to

napomenuto posle (1.26). Zaista, ako je n = 1, onda
I = fi(lp) = =5l + 1.
Ako je n =2, onda

1 1
Iy = fo(Ig) = =51 + = = (=5)%Ip — 5 + =,

2 2
itd. Uopste, imamo
gde je p, neki broj (nezavisan od Ij). Sledi da
Iof! (1 Io(—5)" Iy - 5"
(cond f,,)(1p) = Of;( 0) = O(I ) = OI . (1.46)

Iz definicije I,, kao integrala jasno je da I, opada monotono po n (zapravo
konvergira monotono ka 0 kada n — o0), pa dakle, vidimo da je f,(Ip)
slabo—uslovljeno u I i to sve vise §to je n vece.

Uocavamo da do stalnog uvec¢avanja greske u procecu izracunavanja, po-
mocu rekurzione formule (1.43), dolazi usled mnozenja sa (—5) u svakom
koraku izracunavanja.

Kako mozemo izbeéi ovu slabu—uslovljenost? ReSenje nalazimo u zapa-
zanju da umesto da mnozimo velikim brojem bolje bi bilo da delimo velikim
brojem, pogotovu ako dobijamo vece rezultate u isto vreme. To se izvodi
izracunavanjem unazad u formuli (1.43), tj. biranjem nekog v > n i izracu-

navanjem po formuli

Problem je tada, naravno, kako izracunati po¢etnu vrednost I,.
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1.6. Uslovljenost problema

Pre nego se pozabavimo sa tim, primetimo da sada imamo novi problem
gn : R +— R (n je parametar < v) koji mozemo prikazati graficki na sledeci

nacin:

I, — n — I,

Sl 1.2.

Kao i gore, razmatramo funkciju g, kao linearnu funkciju od I, i na slican
nacin kako smo dosli do (1.46), zaklju¢ujemo

L(=3)""

(condg,)(1,) = | ==

) v >n.

Opet, na osnovu monotonosti za I,,, dobijamo

(cond gu)(L,) < <1>H Cusn

5
_ 1\ "
5

gde je I, neka aproksimacija od [,. Zapravo, 1, ¢ak ne mora biti blizu I, da

Po analogiji sa (1.45), sada imamo

Tn - [n
L,

71/ - [1/
L,

Tl/ - [1/
I,

= (cond g,)(1y) , (1.47)

bi vazilo (1.47), s obzirom da je funkcija g, linearna po I,,. Tako, mi mozemo

uzeti pocetnu vrednost sa 100% relativnom greskom, tj. I, = 0, da bismo

< N >
o v>n.
5 ?

Granica sa desne strane moze da se ucini proizvoljno malom, na primer, < ¢,

dobili I,, sa relativnom greskom

I,—1I,
I

ako izaberemo v dovoljno velikim, t;.

1

log —
> <. 1.48
vant log 5 ( )

Dakle, kona¢na procedura je:
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Dati opisanu relativnu tac¢nost €. Izabrati v tako da bude najmanji priro-

dan broj koji zadovoljava (1.48), a onda rac¢unati

TV =0,
_ 1 /1 _ (1.49)
[k,1 _g(z—[k), k:V,V—l,...,n—Fl.

To ée biti procedura za odredivanje I,, koje dovoljno taéno aproksimira I,,
cak Ce prisutne greske zaokruzivanja tokom izvrsavanja (1.49) biti stalno

smanjivane.

PRIMER 1.17. Ispitatajmo uslovljenost algoritma za mnozenje n realnih

brojeva koji su zadati tacno i masinski su reprezentabilni, na racunskoj masini

(racunaru).
Neka su z; (i = 1,...,n), brojevi koje treba pomnoziti. Oznacimo =z =
[#1 @z ... z,|" €R™

Matematicki posmatrano (sva izracunavanja se izvode apsolutno tacéno),

imamo problem koji bi se mogao interpretirati kao preslikavanje
[R"— R, y=f(x)=m122- 2. (1.50)

Ono bi se moglo, na primer, ovako realizovati

P11 = 21,
A PE = TpPr—1, k=2,3,...,n, (1.51)
Y = Dn-

Pri izratunavanju na rac¢unaru, po istom algoritmu (1.51), situacija je
nesto drugacija. Prema uslovu u zadatku, brojevi z; (i = 1,...,n) su
masinski reprezentabilni brojevi, tj. z; € R(t,s) (i =1,...,n). Medutim,
s obzirom na kona¢nost broja (t) cifara mantise svakog broja u ra¢unaru,
posle svake operacije mnozenja javlja se odgovaraju¢a masinska greska (kao
posledice zaokruzivanja rezultata na ¢ cifara mantise). Ove masinske greske

ozna¢imo sa r; (i = 2,...,n) i neka je |r;| < eps.
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Dakle, koris¢enjem istog algoritma (1.51), ne¢emo imati preslikavanje f

ve¢ preslikavanje f4, koje je definisano sa
fA : Rn(t78) = R<t7 8)7 Ya = fA(x)

tj. primenom algoritma (1.51), mi umesto p; (¢ = 2,...,n), dobijamo P,
(1 =2,...,n), a umesto y dobijamo y4, pri ¢emu je (ovde koristimo oznaku
® za mnozenje kako bismo naznacili da se ono izvrsava na racunaru, posle

¢ega imamo pojavu masinske greske):

P = Ty,
Py = 220p1 = zopi(1+ 1) = z0w1(1 +12),

D3 = x30 Py = x3Py(1 4+ 13) = w32201 (1 + 1) (1 +13),

Pn = Tn©OPpoy = TaDp1(1+1y)
= XpTpq- 21 (14+re)(1+7r3) - (14+1,),
Ya = Dp
U smislu (1.35) mozemo uzeti, na primer (ne postoji jedinstvenost), da je

Ta=lr1 x(1+7ry) ... z(147)]",

pri cemu je fa(z) = f(z4).

Korigéenjem || - || norme, imamo
|24 — 2]|oo _ 1[0 wora ... @arn] [l _ [[[|oo - €S _
2]l - eps [[]loc - eps ~ l#lloc - eps

i tako, pomocu (1.37), (cond A)(x) < 1 za svako z € R"(t, s). Dakle, kako se
i ocekivalo, ovaj algoritam je perfektno dobro—uslovljen.

PrRIMER 1.18. Ispitajmo uslovljenost algoritma za racunanje skalarnog
proizvoda dva vektora z,y € R™, ¢iji su elementi masinski reprezentabilni,

na racunaru.
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Ako vrednost izraza
m
s = § ;Y
i=1

racunamo kao

dobijamo, npr. za m = 4, izraz oblika
S=((((z1 0y) D a2 O yo) D r3 O Ys) DTy O ya).
Primenom osnovnih osobina aritmetike na racunaru, lako se proveri da vazi
§ = (w1 + ) + 22p0(l + €2)) (1 + &) + z3ys(1 + €3)) (1 + &)

+ Zaya(l+e))(1+ &)

1y (T4 ) (1 + &) (1 + &) (1 + &)

N

1+ ¢
+ $2Z/2£1 +e2) (1 + &) (1 + &) (1 + &4)
1+G
+ asys (1+€5)(1+ &) (1 + &) +aapa (1 + €4)(1 + &)
1+ G 1+ G

m=4
i=1

gde su vrednosti €;, & po modulu manje od eps. Sada je jasno kako bi izgledala
formula za proizvoljan broj od m sumanada. Primetimo da 1 + (; mozemo
oceniti sa

m eps

1
l—-meps < 14+¢G < ——,  tj. vazi |G| < . (k=1,...,m).

1 —meps — meps
[zrac¢unati skalarni proizvod § je tacan skalaran proizvod malo perturbovanih

vektora x i y. Kao perturbovane vektore mozemo uzeti, npr.
T40r = [T+ CLro+ Gy T+ )t iy,
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1.6. Uslovljenost problema

Zakljucujemo da je posmatrani algoritam dobro uslovljen, za razliku od pro-

blema koji resava. Naime, iz

[ — S| < — ||

= Tomeps ™| P

vidimo da relativna greska izracunatog s,, moze biti veoma velika ako je
T T
27 y| << [yl

Jasno je da iste zakljucke mozemo preneti i na mnozenje matrica.
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Glava 2

Sistemi linearnih jednacina

Neka su zadani matrica A € R™*" i vektor b € R™. Odgovor na pitanje
kad linearni sistem Ax = b ima reSenje x € R" i kad je ono jedinstveno daje
Kronecker-Capellijeva teorema. Posebna paznja posvecuje se sistemima kad
je matrica A regularna i kvadratna, s obzirom da se oni najcesce javljaju u
praksi.

U ovom poglavlju istrazivacemo metode za resavanje regularnih, kvadrat-

nih sistema

anr1 + appry + ... 4+ ayr; + ...+ apr, = b
a21r1 + axre + ... + Q95T 5 + ... + a9, = b2
' ' (2.1)
a1 ry + apry + ... + Qi T + ... + apnr, = bl
11 + QpaT2 + ...+ anT; .+ ATy, = by

Matrica A = [ay]};—, € R™" je matrica sistema, njeni elementi su koefici-
jenti sistemi, a vektor b = [b;|"_; € R™ je vektor desne strane sistema. Resiti
sistem znadci odrediti vektor nepoznatih x = [z;]", € R" tako da vazi Az = b.

Za teorijsku matematiku je reSavanje ovog sistema veoma jednostavan
problem. Resenje z je dato formulom z = A~'b, gde je A~! inverzna ma-
trica od A. Navedenom formulom je data jedna metoda za resavanje sistema

(2.1) koja nije prakti¢na jer je zadani problem zamenjen novim, tezim proble-
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2.1. Gaussove eliminacije

mom ra¢unanja inverzne matrice. Naime, j-ta kolona matrice A~! je resenje
sistema Az = e;.

Do resenja sistema se moze do¢i i upotrebom Cramerovih formula gde je
potrebno izvrsiti O(n?n!) elementarnih operacija ili Gaussovom metodom u
O(n®) elementarnih operacija. Vidimo da je upotreba Cramerovih formula
dosta zahtevnija.

U primenjenoj matematici je situacija puno komplikovanija. Resiti pro-
blem znaci biti u stanju u konkretnoj situaciji do¢i do dovoljno dobre nu-
mericke aproksimacije resenja koriste¢i racunar. Zato se mora obratiti po-
sebna paznja na mogucénosti racunara, bez obzira na brzinu kojom se me-
njaju. lako danasnji racunari imaju fascinantnu brzinu (dobar jednoproce-
sorski racunar moze izvesti 10° operacija u sekundi), ona ne moze odgovoriti
problemima sve ve¢ih dimenzija koje namece moderna nauka. Na primer,
broj operacija potrebnih za resavanja sistem (2.1) Gaussovom metodom za
n = 10° je reda veli¢ine 10'°, pa bi brzinom od 10° operacija u sekundi bilo
potrebno 10° sekundi za reSavanje problema, $to je vise od 11 dana.! Kad
jo$ uzmemo u obzir moguénost da je svaka od O(n?) operacija u Gaussovom
algoritmu izvrsena s greskom zaokruzivanja, postavlja se pitanje koliko je

tacno dobijeno reSenje.

2.1 Gaussove eliminacije

Metoda Gaussovih eliminacija je najstariji, najjednostavniji i najpoznatiji
algoritam za reSavanje linearnog sistema Ax = b. Sastoji se od sukcesivne
primene elementarnih transformacija (zamena poretka jednacina, mnozenje

jednacine brojem razli¢itim od 0 i sabiranje jednac¢ina), s ciljem svodenja

1Situacija je jos drasti¢nija ako se koriste Cramerove formule, pa se one nikad ne koriste
kao metoda numerickog resavanja.
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2.1. Gaussove eliminacije

sistema na trougaoni oblik koji se jednostavno resava. Algoritam ima veoma
zanimljivu strukturu i moze se interpretirati kao faktorizacija matrice A na
proizvod trougaonih matrica.

Krenimo od sistema (2.1) i pretpostavimo da je a;; # 0. Ako prvu

jednacinu pomnozimo sa m;; = —%L i dodamo ¢-toj jednacini, i = 2,3,...,n,
ail

dobijamo sistem

a;1ry + apry + ... + Q15T + ...+ apr, = b1
a%)xg + ... + a%)xj + ... + agl)xn = bgl)
: 2.2
ay)ws + + alz; + bV, = 0 22
aSQ):zcg + ...+ agj)xj + o+ dz, = b%”,
gde je agjl.) = a;; — M;1aq; i bgl) = b; — m;1b;. Sistem (2.2) se moze zapisati u
obliku
M1 Az = M1 b,
gde je ) )
1 000 ...0
—MmMa1 1 00 0
M, =1-— m(l)@? = —-m31 0 1 0 . 0
| M 00 0 ... 1|
i m = [0,ma1,ma1,...,mu|T. Nakom prvog koraka sistem sadrzi nepoz-

natu z; samo u prvoj jednacini.

U drugom koraku se vrsi iskljuc¢ivanje nepoznate x5 iz svih jednacina osim
1)
. .o . .. .. (
prve i druge. Ako je aéQ) # 0, onda drugu jednac¢inu mnozimo sa m;, = —%
22
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2.1. Gaussove eliminacije

i dodamo i-toj jednacini, + = 3,4, ...,n i dobijamo sistem
a1y + apry + ajzrsy + A14% + ...+ apr, = b1
CLé12)l’2 + a%)xg + a;?xj + ... + agh)xn = bél)
aé?xg + agi)xj + ... + agi)xn = b;Q)
ag)xg + agi)xj + ...+ agi)xn = b?’
a%)xg + a,ﬁ)xj + oo+ afr, = b,(f),
gde je ag-) = agjl-) - miga%) i bl@) = bz(-l) - mizbél). Novi sistem se moze zapisati
u obliku
M2M1 Ax = M2 M1 b,
gde je ) -
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 —1N32 1 0 0
72, T _
My =1-m"e; = | —mys 0 1 0
| 0 —Mp2 00 ... 1 ]
i m(2) = [O, 0, mso, MMyo, . . . ,mng]T.
Nastavljaju¢i ovaj postupak, ako su svi agf_l) #£0,1=12,....,n—1,

dobijamo trougaoni sistem koji je ekvivalentan polaznom

a;1xy + apre + ... + A1nTn = bl
(1) (1) (1)
3y T2 + ... + ay T, = Db
22 12 2‘ 2 (2.3)
agfffl)xn = bﬁ?‘”,
a u matricnom obliku
Mn—l Mn_g. . .M2 M1 Ax = Mn—l Mn_g. . .Mngb,
gdeje,zai=k+1,...,n,
Q=D
My=T—-m®el  m® =10,...,0,mp1p,...., M), Mg = % :
kk
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2.1. Gaussove eliminacije

Oznac¢imo matricu sistema (2.3) sa U, tj. U = (M, 1 M,,_o... My M) A.

S obzirom na strukturu matrica M; vazi
L = (Mn,1 Mn,Q...MQ Ml)il = Mfl M{lM;jl
= ([+mWe)IT+mPel)- (IT+m Vel ) = T+> mPel,

odakle zakljucujemo da je matrica L donja trougaona sa jedinicama na di-
jagonali. Dakle, A = LU, tj. matrica A se moze predstaviti kao proizvod
jedne donje i jedne gornje trougaone matrice.

PRIMER 2.1. Data je matrica

1 2 -1 1
2 5 -1 2
A= 3 -1 =2 1
1 -1 3 =5
U prvom koraku odredimo matricu M; i pomnozimo je sa A
1000 1 2 -1 1]
-2 100 0O 1 1 0
M=t 3010 MA=]1o 7 1 2
| -1 0 0 1 0 -3 4 —6
Sada biramo Mj i pravimo proizvod My M; A
(1.0 0 0 [1 2 -1 1]
0100 01 1 0
M=ty 7 10| MMA=1,, g
| 03 01 | 00 7 —6 ]
U zadnjem koraku je
10 0 0 12 -1 1
01 0 0 01 1 0
Ms=1g9 0 1 o MMMA=1,, g o |=U
00 —-7/8 1 |00 0 —17/4

Da bi se dobile matrice M, * potrebno je samo promeniti predznake ele-

mentima ispod dijagonale

100 0 1 000 10 0 0
4 |2100 4 o 100 4|01 0 0
Mit=tg o010 =0 710" =00 1 o
100 1 0 -3 0 1 00 7/8 1



2.1. Gaussove eliminacije

a da bi se dobio njihov proizvod treba samo prepisati odgovarajuce kolone

1 0 0 0
2 1 00
—1 =1 ag—1 _ _
MMy Mym=13 70 |
1 -3 7/8 1
Namece se pitanje moraju li ag*l), t=1,...,n— 1, biti razliciti od nule

ako je matrica A kvadratna i regularna. Jasno je da ne moraju. Matrica

221211

je regularna, ali ga ipak ne mozemo resiti Gaussovim eliminacijama bez

sistema

menjanja poretka jednacina. U svakom k-tom koraku eliminacija u ma-
trici Myp_1 ... M; A jedan od elemenata agf;l), r > k, mora biti razli¢it od
nule. Lako se pokazuje da je u suprotnom matrica A singularna. Ukoliko
je ag,fl) = 0 zamenom k-te i r-te jednacine na njegovo mjesto dolazi broj
razli¢it od nule i mozemo nastaviti sa eliminacijama. Takve nenula elemente
koje zamenom vrsta dovodimo na dijagonalu zovemo pivoti. Biranje pivota
tako da je on razli¢it od nule je dovoljno da se postupak eliminacije provede
do kraja. Medutim, u obzir treba uzeti i druge ¢injenice.

Strategiju kojom se za pivot u k-tom koraku bira element

(k=1)| _ (k=1)
|a’7"k; ‘—Igz?gl’aik |

zovemo parcijalno pivotiranje. Motivacija za nju je jednostavna. Elementi

koji se racunaju u k-tom koraku su

(k=1)

k k— k— k k-1 k-1 a;
al(j) = agj b_ mika,ij b, bz(, ) — bg ) mikb,(~C ) may = (2_1) 7
A,
zai,j =k+1,...,n. Ako je faktor m;. velik, u aritmetici pokretnog zareza

moze doci do kracenja najmanje znacajnih cifara broja al(f*l)
(k)

ij

, pa izracunati

a;.’ moze imati veliku relativnu gresku. Da bi se to izbeglo, brojevi my
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2.2. LU faktorizacija

trebaju biti §to manji, a to se postize biranjem $to je moguce veéeg (po mod-
ulu) imenioca, a to je upravo pivot. Kod parcijalnog pivotiranja je |m;z| < 1,
1 =k+1,...,n. U praksi ono funkcionise veoma dobro, mada je moguce
konstruisati i primere za suprotno.

Pored parcijalnog, moze se koristiti i potpuno pivotiranje, kojim se za

pivota u k-tom koraku bira element

(k=1)| — (k1)
japs ™ = max Jag;].

Dakle, umesto jednodimenzionalnog, sada koristimo dvodimenzionalno pre-
trazivanje. Da bi izabrani |a$«l§_1)] dosao na dijagonalu, osim vrsta r i k, treba
zameniti i kolone s i k. Tu treba biti oprezan jer zamena kolona s i k znaci
zamenu uloga nepoznatih x, i x. Praksa je pokazala da se ovom strategijom
u odnosu na prethodnu ne dobija mnogo, pa se s obzirom na pla¢enu cenu,
prednost daje parcijalnom pivotiranju. Takode, treba naglasiti da Gaussove

eliminacije sa pivotiranjem ne dovode do L U faktorizacije matrice A.

2.2 LU faktorizacija

U praksi se linearni sistemi najcesce resavaju metodom koja se sastoji od

tri koraka:

1. Napisati matricu A u obliku A = LU, gde je L donja trougaona, a U

gornja trougaona matrica.
2. Resavanjem donjeg trougaonog sistema Ly = b odrediti vektor y.

3. Resavanjem gornjeg trougaonog sistema U x = y odrediti vektor z.

Gaussove eliminacije predstavljaju samo jedan od nacina (verovatno najjed-

nostavniji) da se izratuna LU faktorizacija®. Preciznije, transformacijom

2U ostatku glave éemo podrazumevati da L ima jedini¢nu dijagonalu.
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2.2. LU faktorizacija

sistema (2.1) u trougaoni oblik (2.3) su izvedeni koraci 1 i 2. Medutim, lako
ih je razdvojiti: Za racunanje matrica M;, ¢ = 1,...,n — 1, ta¢nije njihove
i-te kolone, nije bio potreban vektor 0. “Ubacivanjem”brojeva —m, ;, j > 1,
i = 1,...,n u jediniénu matricu na poziciju (7,7) dobijamo matricu L i
prelazimo na korak 2. Ovim se niSta ne dobija, ali ni ne gubi, s obzirom da je
broj operacija potrebnih za resavanje sistema Ly = b jednak boju operacija
potrebnih za izracunavanje proizvoda L~'b.

Prebrojimo sve elementarne operacije ovog algoritma. U k-tom koraku,

k=1,...,n—1 se obavlja:
e n — k deljenja - racunanje brojeva m; j
e (n—k+1)(n—k) mnozenja - po n— k mnozenja za racunanje elemenata

matrice My, ..., My A i jedno mnozenje za racunanje elementa vektora

My, ..., M;bu svakoj od n — k vrsta

e (n—k+1)(n—k) oduzimanja (sabiranja) - javljaju se na istim mestima

gde i prethodna mnozenja.

Ukupan broj operacija (za prvi i drugi korak) je

—_

2(n — k) + 3(n — k)] = ni(2k2 +3k) = %(4n3 4302 — ).

1 k=1

3

i

Trougaoni sistemi se lako resavaju: donji - supstitucijom unapred,
y1 = b
i—1
j=1

a gornji - supstitucijom unazad

Yn
Ty = —
Tnn
n
1 )
xr; = T— Yi — E rijwj s z:n—l,...,l.
w j=it+1
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2.2. LU faktorizacija

Ako je matrica A regularna elementi rq1, 792, ..., Ty, su razliciti od nule, pa
nema problema sa supstitucijom unazad. U poslednjem algoritmu potrebno
je izvrsiti n deljenja, 1+24...4+(n—1) = n(n—1)/2 mnozenja i n(n—1)/2
sabiranja (oduzimanja), §to je ukupno n? elementarnih operacija.

Dakle, da bi se resio sistem upotrebom Gaussovih eliminacija potrebno
je izvrsiti (4n® + 9n? — 7n)/6 elementarnih operacija, $to je priblizno 2n?/3,
za vece n.

Dalje je cilj odgovoriti na pitanje koje osobine mora imati proizvoljna
kvadratna matrica A da bi imala L U faktorizaciju. Izvedivost operacija koje
su dovele do svodenja sistema (2.1) na oblik (2.3), odnosno do faktorizacije

A = LU je zavisila od uslova

an #0, asy #0, aly #0, ... a2 #0. (2.4)

Videli smo da regularnost matrice A nije dovoljna za ove uslove (npr. ako je
apl = O)
Uslovi (2.4) su ekvivalentni uslovu da je prvih n—1 glavnih minora matrice

A razlic¢ito od nule. Naime, nakon (k — 1)-og koraka vredi

ay; a2 ... QAaig 1 0 ... 0 app a2 ... a1k
1 1
21 QA92 ... Q9 B ™Mo 1 ... 0 0 ag; Ce agk)
a1 Ag2 ... Qkk M1 Mea ... 1 0 0 ... agz—l)
iay #0, aélz) #0, ... a,(ck_fll_l # 0, pa je ocigledno k-ti glavni minor matrice
A jednak proizvodu aq; - a%) . -a,(fk_f,)ﬁ_l . a,(ﬁ;l). Podmatricu matrice A sa

leve strane prethodne jednakosti® oznacava¢emo sa Aj,.

Teorema 2.2.1 Neka je A € R™" i neka su svi njeni glavni minori osim

det(A) razliciti od nula. Tada postoji donja trougaona matrica sa jedinicama

3Isto vazi i za proizvoljnu matricu.
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2.2. LU faktorizacija

na dijagonali L i gornja trouaona matrica U, tako da vredi A = LU. Fak-

torizacija A = LU je jedinstvena ako i samo ako jos i det(A) # 0.

Dokaz. Egzistenciju L U faktorizacije pod navedenim uslovima je ve¢ doka-
zana. Pokaza¢emo njenu jedinstvenost ako je A jo$ i regularna. Pret-

postavimo da postoje dve takve faktorizacije,
A=LU=LU".

Ako je A regularna, onda sui L, L', U i U’ takode regularne i vredi
L' =UU)t.

Gornja relacija predstavlja jednakost donje trougaone i gornje trougaone ma-
trice, a to je mogucée samo ako su obe dijagonalne. Matrice L i L' imaju
jedinice na dijagonali, pa isto vaZi i za matricu L=' I/. Dakle, L™' L' = I, tj.
L=1L" TadajeiU=U"

S druge strane, pretpostavimo da je A regularna i da ima LU faktor-
izaciju. Tada je Ay = Ly Ug, k = 1,...,n, pa je det(Ag) = ujiuay - - - g
Posto je det(A) = ujiugg - - - Uy, # 0, sledi det(Ag) # 0. O

Regularne matrice kojima je neki od glavnih minora jednak nuli mogu
imati pomenutu faktorizaciju, ali ona nije jedinstvena. Isto vazi i za singu-

larne matrice, Sto pokazuje slede¢i primer

Oo0f |10 00

00| |/¢1 0 0"
Na osnovu prethodne teoreme vidimo da svaka singularna matrica ¢ijih je
prvih n — 1 glavnih minora razli¢ito od nule* ima L U faktorizaciju.

U prethodnom poglavlju smo videli da se Gaussovim eliminacijama sa

parcijalnim (potpunim) pivotiranjem svaki kvadratni sistem sa regularnom

40vo mozemo lako uopétiti na matrice kojima je broj prvih glavnih minora razli¢itih
od nule jednak rangu matrice.
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2.2. LU faktorizacija

matricom A moze dovesti na trougaoni oblik. Pokazacemo sada da to vazi
za svaki kvadratni sistem, s tim Sto ¢e sada bar jedan element na dijagonali

matrice U biti nula ako je A singularna. Nakon (k — 1)-og koraka imamo

matricu
[ a;p a2 ... A1k Ce (050% i
1 1 1
0 agz) . agk) e a(zn)
0 : . :
Myy - M A= : a,gi_l) e a,(C]:L_l)
(k—1) (k—1)
U1 - Agan
00 ar Vol

i odredujemo M, s ciljem da ona ponisti elemente k-te kolone prethodne
matrice ispod dijagonale. Videli smo §ta se desava ako je a,(jc_l) # 0. U
suprotnom radimo sledec¢e. Ako su svi elementi k-te kolone ispod dijagonale
jednaki nuli, onda nastavljamo dalje, tj. M, = I, jer nam je ionako bio
cilj da njih ponistimo. Ako je bar jedan od njih razli¢it od nule, biramo
najveéi (po modulu) i zamenjujemo vrstu r u kojoj se on nalazi sa k-tom
vrstom. To postizemo mnoze¢i gornju matricu permutacionom matricom
P®1) (dobijamo je kad u jedini¢noj matrici I zamenimo vrste k i r). Nakon

toga biramo M} na poznati nac¢in. Na kraju dobijamo
U=M, 1P, 1M, 5P, 5--- MyP, My P A, (2.5)

gde su Py neke permutacione matrice. U odnosu na standardni slu¢aj imamo
permutacione matrice izmedu matrica M; i M;;q, ali to ne smeta. Naime,
lako je pokazati da je P, My = M,gl) P;, gde M,gl) ima istu strukturu kao i
Mj,. Preciznije, M,gl) se dobije tako sto neka dva elementa (koja, zavisi od
matrice P;) u k-toj koloni matrice My zamene mesta. Iz opisa procedure se
vidi da ¢e to uvek biti dva elementa ispod dijagonale. Sledi, da se svaka od

matrica P; (kreé¢uéi od P,, pa redom do P, 1) u (2.5) moze pomeriti desno

20



2.2. LU faktorizacija

do pred A, menjajuéi pri tom svaku matricu M s kojom zameni mesto ali joj

ne menjajuci strukturu, tj. vazi
U=M, MY, - MM M P, - PP A.

Proizvod permutacionih matrica je takode permutaciona matrica, pa, slicno

kao u prethodnom poglavlju, dobijamo LU = P A, gdje matrica P pokazuje

sva ucinjena pivotiranja. Demonstrirajmo ovo na slede¢em primeru.
PRIMER 2.2. Najvedi (po modulu) element prve kolone matrice A je na

poziciji (3, 1), pa je prvo mnozimo sa P, = P(13)

-3 5 —11 —13 6 —6 12 24
2 1 4 7 2 —1 4 7
A= 6 6 12 24| DA=| 3 5 11 _13
3 1 -2 -8 3 1 -2 -8
Sada je
1000 6 —6 12 24
~1/3 1 0 0 0 1 0 -1
M= 1/2 0 10 CMBPA= g 5
~1/2 0 0 1 0 4 —8 —4

U drugoj koloni, od dijagonalnog elementa pa nadole, najveéi element je na

poziciji (4,2), pa je P, = P?%. Sada je

6 —6 12 24
0 4 -8 —4
PMPLA=| o
0 1 0 -1
a zatim

1 000 6 —6 12 24
0 100 0 4 -8 4
Me = 0 —-1/2 1 0|’ MyBAMPA= g
0 —1/4 0 1 0 0 2 0
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2.2. LU faktorizacija

U trecoj koloni, od dijagonalnog elementa pa nadole, najveéi element je na

poziciji (4,3), pa je Py = P3Y. Sada je

6 —6 12 24
0 4 -8 —4
P3M2P2M1P1A_ 0 0 2 O bl
0 0 —1 1
a zatim
1 0 00 6 —6 12 24
0 1 00 0 4 -8 4
My=|0 o 10| MsPMPMPA=| o 5 |=U.
00 1/2 1 0o 0 0 1

Dalje vazi P, My = Ml(l) Py, gde Ml(l) dobijamo iz M; zamenom elemenata

na pozicijama (2,1) i (4,1) jer je P, = P34 Dakle,
My Py My Py My Py A= M Py My MY P, P A

Ostaje jos da se na desnoj strani prethodne jednakosti P3 = P®% pomeri
do pred P,. Pri tome ¢e se promeniti Ms u M2(1) (zamenom elemenata na
pozicijama (3,2) 1 (4,2)) i Ml(l) u MI(Q) (zamenom elemenata na pozicijama

(3,1)1 (4,1)). Sada je

U=MM"M?P,P,P A,

gde je
1 000 1 000
w |0 1 00 @) -1/2 1 0 0
M;™ = 0 —-1/4 1 0|’ M -1/3 0 1 0
0 —-1/2 0 1 1/2 0 0 1
Na kraju dobijamo
1 0 00
_ W1 | /21 00
L= (M My P MU=y 10|’
-1/2 1/2 —-1/2 0
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2.3. Numericka svojstva Gaussovih eliminacija

0010
0001
P=PPP = 0100
1000

2.3 Numericka svojstva Gaussovih eliminacija

U prethodnim poglavljima, osim na par mesta, nismo izlazili iz okvira
linearne algebre. Sada ¢emo razmotriti probleme koji se javljaju prilikom
realizacije pomenutih algoritama na ra¢unaru.

Krenimo od L U faktorizacije (bez pivotiranja). Elementi u;; racunaju se

prema formuli

i—1
uij:aij_zgimumj, 2<i<n, 1<j5<n,

m=1
koja je u stvari specijalni slucaj skalarnog proizvoda vektora sa ¢ koordinata.
Na osnovu primera 1.18. zakljucujemo da postoje &;j, Cijm, svi manji od
ne/(l —ne), takvi da je

-1
U azj 1 + gzg Z zmum] ]- + CZ]m) .

m=1

Prethodnu relaciju mozemo zapisati i u slede¢em obliku
i i
aij = g limUmj + a5,  0a;; = E LimTUmCijm — &ijij -
m=1 m=

Time smo dokazali sledeé¢u teoremu.

Teorema 2.3.1 Ako su L i U trougaoni faktori matrice A dobijeni Gausso-
vim eliminacijama (bez pivotiranja) primenom aritmetike racunara preciz-
nosti €, onda je

LU=A+AA, |AA|< - 2”5

—(lAl+[LT]) <

—I|L||U] 7

Koristimo sledece oznake: |A| = [|a;;|], |[A] < |B| < (V4i,7) |ai;| < |bijl.
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2.3. Numericka svojstva Gaussovih eliminacija

Prva nejednakost vredi za ne < 1, a druga za 2ne < 1.9

Prethodna analiza ne daje odgovor na pitanje koliko se L i U razlikuju od
tacnih L i U. Ona sugerige da L i U ¢ine egzaktnu L U faktorizaciju matrice
A+AA. Vidimo da je matrica AA zadovoljavajuée mala ako proizvod |L||U]|
nije prevelik u odnosu na |A|. Sledeéi primer pokazuje da to nije osigurano
u L U faktorizaciji bez pivotiranja, tj. ona je nestabilan algoritam.

PRIMER 2.3. Neka je a mali parametar, |o| << 1 i matrica
a 1
=51

U egzaktnom rac¢unu je

=L L e

Ako ovaj racun provodimo u aritmetici s 8 decimalnih cifara, tj. tac¢nosti
e~ 1078, 1 ako je |a| < €, vredi

7 _ _ _ 1

loy = Lo (1 +€1), Uy = up1, g =Upp, Upp=1010a= —5(1 + €1),
za neko |e;| < e. Sad se lako proverava da je

=i | e 1
|L||U|—[1+e oNoal |

gdeje a(loa) = 1+e¢€, |¢| < e. Kako je element na poziciji (2, 2) reda velic¢ine
1/]a| > 1/e, algoritam nam ne moze garantovati zadovoljavajuée malo AA.

Cilj numericke analize algoritma je da otkrije moguce uzroke nestabilnosti
algoritma i ponudi resenje za njihovo uklanjanje. U naSem slucaju je to
mogucénost proizvoljnog rasta elemenata u toku faktorizacije, tj. moguénost
da |L||U]| ima proizvoljno velike elemente. Jedan od nacina za njeno ukla-

njanje je uvodenje parcijalnog pivotiranja.

6Primetimo da su ova ograniéenja skoro beznagajna jer n moze biti veli¢ina reda 102,
a videli smo da problemi nastaju i za n = 10°.

o4



2.3. Numericka svojstva Gaussovih eliminacija

U analizi gresaka zaokruzivanja pivotiranje ne predstavlja dodatnu potes-

kocu, pa je ocigledno da vazi sledeca teorema.

Teorema 2.3.2 Ako su L i U trougaoni faktori matrice A dobijeni Gausso-
vim eliminacijama sa parcijalnim pivotiranjem primenom aritmetike racuna-

ra preciznosti €, onda je

_ ) o
LU= P(A+AA), |AAl< "5 pT|L)|0],
1—2ne

uz pretpostavku da je 2ne < 1.

Na osnovu razmatranja iz poglavlja 2.1, parcijalno pivotiranje osigurava
da su svi elementi matrice |L| manji od jedan. Sada veli¢ina |L||U] bitno

zavisi samo od elemenata matrice U. Posto se oni dobijaju od elemenata
(k)

a;;’, broj

= (k)
max a, ;
ijk

max a;;
i

je dobra mera za relativni rast elemenata u proizvodu |L||U| u odnosu na
A. Broj p zovemo faktor rasta elemenata u LU faktorizaciji, i definisan je
bez obzira koristimo li pivotiranje. Sledec¢a teorema govori da on sada nije

neogranicen.

Teorema 2.3.3 Ako LU faktorizaciju sa parcijalnim pivotiranjem racuna-

mo u aritmeticit racunara preciznosti €, onda je
p < 2n—1<1 + 6)2(71—1).
Ako je racunanje egzaktno, onda je p < 271,

Dokaz. U k-tom koraku algoritma novi elementi matrice A®) se racunaju

formulom

(k) _

(k—-1) (k—1)
i j
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2.3. Numericka svojstva Gaussovih eliminacija

pa je, s obzirom da je |m| < 1, u egzaktnom racunanju

k k—1
|az('j)| < |a£j )

|+ lai V| < 2max|af; "],
J ij J
Dakle najveéi element matrice A*~1 se u ra¢unanju A%®) moze najvise ud-
vostruéiti. Ako koristimo aritmetiku pokretnog zareza, zbog dva mmnozenja
dobijamo
)| < 2max|af;~V|(1 + )2
ij
Nakon izvedenih n — 1 koraka dobijamo tvrdenje teoreme. a

Gornja granica za p je reda velicine 2", §to brzo raste kao funkcija od

n. Postoje primeri na kojima se ta gornja granica i dostize. Jedan od njih

su matrice
r1 0 0 . 0 17
-1 10 01
-1 -1 1 ° 1
: : . 0 :
-1 -1 1 1
| -1 —1 oo —1 1]

Medutim, iskustvo iz prakse govori da su takvi primeri retki, i da je L U fak-
torizacija sa parcijalnim pivotiranjem dobar algoritam za resavanje linearnih
sistema. Statisticka analiza za razne vrste slucajnih matrica pokazuje da je
faktor rasta u proseku oko n?/3.

Preostaje nam jos analizirati numericko resenje trougaonog sistema. Sle-

deéa teorema pokazuje da supstitucije unapred (unazad) pored jednostavnosti

imaju i numericku stabilnost.

Teorema 2.3.4 Neka je T donja (gornja) trougaona matrica reda n i neka je
sistem Tz = d reSen supstitucijama unapred (unazad). Ako je T resenje dobi-
jeno primenom aritmetike rac¢unara preciznosti €, onda postoji donja (gornja)

trougaona matrica AT takva da vredi

ne

T+ ATz = AT| < :
(T+AT)e=d, |AT| <
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2.3. Numericka svojstva Gaussovih eliminacija

Dokaz. Dokaz izvodimo na slican nacin kao i za teoremu 2.3.1. U supstitu-

cijama unapred, na osnovu primera 1.18. vazi

i—1
d; — Zti]’:i'j(l + &)
7 — =1 €] < _(i—1e lexs
' ti NI G- T

(1 + 61,1‘)<]. + 627i>

< g, |€2,z’| S E.

Prethodna jednakost se moze napisati i u obliku

7 [ 1
d: = t s od.: Jd: = tom £ J— -1
7 Z zgl‘] + (] () Z ijj£] ) gz (1 ‘l‘ El,i)(l + 6277;)

j=1 j=1

Lako se pokazuje da je || < ne/(1 — ne).
Sliéno vredi i za supstitucije unazad. a
Kompozicijom dobijenih rezultata ¢emo oceniti koliko tacno mozemo resiti

linearni sistem Az = b.

Teorema 2.3.5 Neka je T resenje reqularnog n X n sistema jednacina Ax =
b dobijeno Gaussovim eliminacijama sa parcijalnim pivotiranjem primenom

aritmetike racunara preciznosti €. Tada postoji matrica AA takva da vredi

e

(A+AA)z=0b, |AAl< PTIL||U,
1 —2ne

uz pretpostavku 2ne < 1.

Dokaz. Teoretski, permutacija P bi se mogla primeniti odmah na pocetku,
pa numericku analizu mozemo provesti bez pivotiranja. Na osnovu teorema

2.3.11 2.3.4 sledi da izracunato resenje T zadovoljava sistem
(A+AMA+LAU +ALU+ALAU)z = b,

gde je

2ne
1 — 2ne

ne

AA] < L|T], AT < 0], |ALl < ——|L|.
1 —ne 1 —ne
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2.4. Teorija perturbacije linearnog sistema

Odavde, uz ocigledne nejednakosti

ne ne ne \° ne
< Y S Y
I —ne ™ 1-—2ne (1—n5) 1 —2ne

za 2ne < 1, sledi tvrdenje teoreme. a

2.4 Teorija perturbacije linearnog sistema

Teorija perturbacije treba da odgovori na pitanje koliko se (po normi)
promeni resenje linearnog sistema Az = b ako se (po normi) malo promene
A, b ili oba.

Razmotrimo prvo slucaj kada je perturbovana samo matrica sistema.

Umesto sistema Ax = b, egzaktno resavamo sistem
(A+ AA)(x+ Az) =b. (2.6)

Pretpostavljamo da je ||AA|| < &]|A||, tj. norma matrice AA je mala u

odnosu na normu polazne matrice. Iz (2.6) dobijamo
AAx +AA(x + Az) =0,
a nakon mnoZenja sleva s A~}
Az = —ATPAA(x + Ax).
Dalje koristimo osobine norme i dobijamo

|| A]]

IN

AT IAA |z + Az]] < £ AT [JAl |2 + Axz]]
Ek(A) ([ + [[Az]]),

N

gde je k(A) = ||A||||A7!|| standardna oznaka za uslovljenost matrice A. Ako
je Ek(A) <1 (ato znaci da je i [|AA|[[|A7Y]] < 1), onda je

) < A (2.7

—§k(A)
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2.4. Teorija perturbacije linearnog sistema

Vidimo da je greska resenja priblizno proporcionalna uslovljenosti matrice A.

Pretpostavimo sada da umesto sistema A x = b, egzaktno resavamo sistem
Az + Azx) =b+ Ab, (2.8)

tj. samo je desna strana sistema malo perturbovana. Neka je ||Ab|| < £]]0]].

Sliéno kao u prethodnom slucaju iz (2.8) dobijamo
Az = A"V Ab,
i dalje

|Az]] < [[ATH][JAb]| < AT Il < €[IATM | Al]

N

SIATAN 2] < ER(A) |-

Opet je greska resenja proporcionalna uslovljenosti matrice A.

Na isti nacin dokazujemo i slede¢u teoremu.

Teorema 2.4.1 Neka je Az =101
(A+AA)(x+Ax) =b+ Ab (2.9)

gde je [|AA|| < E[IE], ||Ab]] < EIfIl, i neka je SI|AT]||E]| < 1. Tada za
x # 0 vredi

|Az]] _ § (HA‘llleH
Izl = 1=&I[AHIE] ||

LA HEH) S @)

Ocena u (2.10) je optimalna jer se skoro dostize za AA = £ ||E|| ||z|] wo”
i Ab = —¢ £l w, gde je [[w]| = 1, [[A w]| = |47 i oTa = 1.

U teoremi je koristen opsti oblik ocene za normu perturbacija polaznih
podataka. Ako koristimo prirodniji “relativni”oblik, tj. ako uzmemo da je
E = Ai f=b, onda se ocena (2.10) moze prikazati u obliku

Azl o € (\!A‘lHHb!!
lz[l = 1= Ek(A) [|]]

+ k(A)) .
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2.5. Faktorizacija Choleskog

Izraz u zagradi je ocigledno manji od 2k(A), pa mozemo dobiti i jednos-

tavniju, ali i nesto loSiju ocenu

lAzl| _ 2K(A)E
Tl = T—€h(A)

Ova ocena je slabija za faktor 2 od ocene (2.7), ali ne treba zaboraviti da

ona ukljucuje perturbacije od A i b, a ne samo od A.

Videli smo da je broj k(A) pokazatelj osetljivosti linearnog sistema. Ako
je k(A) veliko, sistem A x = b (ili samo matricu A) zovemo slabo uslovljenim.
Primetimo da je to osobina koja zavisi od izbora matricne norme. Medutim,
ako je sistem lose uslovljen u jednoj normi, onda je on lose uslovljen i u
svakoj, njoj ekvivalentnoj normi. S obzirom da se najc¢esce koriste p-norme,
a one su medusobno ekvivalentne, izbor norme i nije toliko bitan. U svakoj
p-normi je k(A) > 1. Matrice sa malim k(A) zovemo dobro uslovljenim.

Ortogonalne matrice su savrseno uslovljene u 2-normi jer je ko(A) = 1.

2.5 Faktorizacija Choleskog

U ovom poglavlju nas interesuje kako na L U faktorizaciju uticu neke

osobine matrice A, pre svega simetri¢nost i pozitivna definitnost.

Teorema 2.5.1 Ako je kvadratna matrica A pozitivno definitna, tada postoje
donge trougaone matrice sa jedinicama na dijagonali L © M, i dijagonalna
matrica sa pozitivnim elementima na dijagonali, takve da je A = LD M7,

Ova faktorizacija je jedinstvena.

Dokaz. Svi glavni minori matrice A su pozitivni pa vazi A = LU, gde L na
dijagonali ima jedinice, a U pozitivne brojeve. Matrica U se ocigledno moze
napisati u obliku U = D M7, gde je D = diag(u11, ..., Unm), a M = D71U.

Jedinstvenost sledi iz jedinstvenosti faktorizacija LU i D M7T O
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2.5. Faktorizacija Choleskog

PRIMER 2.4.
10 10 20 1 00 10 0 0 1 1 2
20 25 40 | =2 1 0O 0 50 010
30 50 61 3 4 1 0 0 1 0 0 1

Ako je matrica A jos i simetri¢éna, iz AT = Asledi LDM" =M DL, i
dalje
DMT"LT=L"'MD.

Na levoj strani se nalazi proizvod gornjih trougaonih, a na desnoj donjih
trougaonih matrica, pa su ti proizvodi dijagonalne matrice. Ta dijagonalna
matrica je bas D jer M i L imaju na dijagonali jedinice. Dakle, L™! M je
jedini¢na matrica, tj. L = M.

Ako sa R ozna¢imo slede¢u gornju trougaonu matricu

R = diag(\/ dn, AV dnn) LT7

onda je A = RTR. Ovim smo dokazali sledeéu teoremu.

Teorema 2.5.2 Ako je matrica A simetricéna i pozitivno definitna, tada pos-

toji tacno jedna gornja trougaona matrica R sa pozitivnim elementima na

dijagonali, takva da je A = RTR.

PRIMER 2.5.

1]
903 4D 211 )
SE Kl

Faktorizacija A = RTR je poznata kao faktorizacija Choleskog. Videli

smo kako do¢i do nje polazeé¢i od LU faktorizacije. Efikasnija metoda za
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2.5. Faktorizacija Choleskog

njeno izracunavanje se moze izvesti poredeci elemente u jednakosti

T11 0 0 M1 T12 ... Tin

T2 To22 ... 0 0 Tooa ... Ton
A=

Tin Ton -+ Tnn 0 0 ... 7T

Tako dobijamo sledeé¢e formule:

k—1 1/2
}: 2
Tkl = Qe — Tpk: N k‘Zl,...,TL
p=1
k—1
1 .
Tik = — aik—g TpiTpk |, ¢=1,2,...,k—1.
Tii

p=1

U ovim formula potrebno je izvesti priblizno n?/3 elementarnih operacija

(i m korenovanja, ali je to zanemarivo malo), sto je duplo manje nego u
Gaussovim eliminacijama. Videli smo da je razlog nestabilnosti Gausso-
vih eliminacija moguénost proizvoljnog rasta elemanata u matricama L i

U. Ovde takva moguénost ne postoji, sto pokazuje nejednakost

7
2 2
T < eri = Qjg; ,
p=1

pa zakljucujemo da je posmatrani algoritam stabilan. Medutim, mogu se
javiti problemi zbog korenovanja, jer je moguce da zbog gomilanja greske
zaokruzivanja broj koji treba korenovati bude negativan ili nula.

PRIMER 2.6. Odredimo faktorizaciju Choleskog matrice

100 15 0.01
A=| 15 22 001 |,
0.01 0.01 1.00

zaokruzujudi sve rezultate na dve znacajne cifre (aritmetika pokretnog zareza
sa osnovom 10, bez ogranicenja sa karakteristiku i t = 2). Redom dobijamo
711 = 10, 791 = 1.5, 733 = 0.001. Ako prilikom zokruzivanja koristimo pravilo

parne cifre dobijamo 759 = 0.
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2.5. Faktorizacija Choleskog

Detaljna analiza ovog problema pokazuje da se ovo deSsava samo kod
veoma loSe uslovljenih matrica, preciznije kod matrica kod kojih je ko(A) ~
e L

Kad imamo faktorizaciju Choleskog, resavanje sistema Az = b se svodi
na reSavanje dva trougaona sistema R y = bi Rx = y, gde u obe supstitucije
imamo deljenja, za razliku od Gaussove metode.

Zato se za reSavanje linearnih sistema dosta Gesto koristi L D LT faktor-
izacija. Racunamo je na slican nacin kao i faktorizaciju Choleskog. U tom

algoritmu nema n korenovanja, jer su brojevi r% elementi matrice D. ReSenje

sistema A x = b dobijamo resavanjem tri linearna sistema
Lz=b, Dy=z, L'z=y.

Prvi i tredi sistem su trougaoni sistemi sa jedini¢cnom dijagonalom, pa u sup-
stitucijama nema deljenja. Srednji sistem je dijagonalan i trivijalno se resava
sa n deljenja. Ukupno, imamo n deljenja manje nego u sistemima iz faktor-
izacije Choleskog, $to i nije neka usteda jer, u opstem slucaju, imamo oko
n? operacija po supstituciji. Medutim, postoje situacije kad je ova usteda
itekako znacajna. Na primer, ako je matrica A jos i trodijagonalna, za sup-
stitucije iz faktorizacije Choleskog treba oko 6n operacija, a ovde samo oko
dn operacija.

Dodatnu potvrdu stabilnosti za simetri¢ne pozitivno definitne matrice do-
bijamo posmatranjem njihove L U faktorizacije koju mozemo izvesti Gausso-
vim eliminacijama bez pivotiranja. Nije tesko pokazati da je faktor rasta p
jednak jedinici u egzaktnom ra¢unu, ili (1 + €)=V u aritmetici racunara

preciznosti €.
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2.6. QR faktorizacija

2.6 QR faktorizacija

U mnogim primenama matrica A je zadana u obliku
A=GTa,

gde je G € R™*". Matrica A je ocigledno simetri¢na i pozitivno semidefinitna,
jer je

2T Az = (27G")(Gz) = (Gz)' (Gx) > 0.
Ako matrica G ima osobine m > n i rang(G) = n, A je pozitivno definitna.
Naime, ako je m < n, onda je rang(G) < m, odakle sledi da je i rang(A) <
m < n, tj. A jesingularna. Ako je rang(G) = n, onda Vz # 0 vredi Gz # 0,
paje iz’ Az > 0.

Pod navedenim uslovima za G, A ima faktorizaciju Choleskog A = RTR.
Prva ideja kako da odredimo R je da eksplicitno odredimo matricu A, a zatim
primenimo algoritam iz prethodnog poglavlja. Postavlja se pitanje mozemo
li dobiti R direktno iz G, i tako izbe¢i mnozenje matrica koje moze dovesti
do velike relativne greske u proizvodu (videti primer 1.18).

To je moguce izvesti ako postoji ortogonalna matrica () reda m, takva da
je

c-an-e|®]. o
gde je Ry gornja trougaona matrica reda n sa pozitivnim elementima na

dijagonali. Naime, u tom slucaju je
A=G"G=R"Q"QR=R"R=R! Ry,

pa je Ry trazeni faktor iz faktorizacije Choleskog. Ako faktorizacija (2.11)
postoji, oc¢igledno je jedinstvena. U ostatku ovog poglavlja dajemo konstruk-

tivni dokaz njene egzistencije.
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2.6. QR faktorizacija

Ideja je da se u Gaussovim eliminacijama matrice M;, ¢ = 1,...,n —
1, zamene ortogonalnim matricama P; koje postizu isti efekat ponistavanja
elemenata ispod dijagonale u ¢-toj koloni, i pri tome, u prethodnim kolonama
zadrzavaju sve nule ispod dijagonale. Cinjenica da sada polazna matrica ima
vise vrsta nego kolona ne igra nikakvu ulogu. Sablonski, za matricu tipa

5 x 3, postupak izgleda ovako

r T x r T x r r x r T x
T T T 0 =z «x 0 =z x 0 =z «x
z x| —=0zxz 2| —]1002|—>100 =z
r T T 0 =z =z 0 0 =« 0 0 O
T xr T 0 =z «x 0 0 =z 0 0 O

Prva matrica je A, a zatim su redom P, A, P, P, A, P3P, PL A. Jasno, u

opstem slucaju imamo

P, 1P, s.. LPPA=R,
gde je R gornja trougaona matrica. Proizvod

Q' =P, 1Prs... PP,

je ortogonalna matrica, pa sledi da je A = QR. Uz sve ovo matrice P; moraju
biti takve da na kraju postupka R na dijagonali ima pozitivne elemente.
Ukoliko je to nemoguce posti¢i samom matricom P;, mozemo izvesti jos jedno
mnozenje matricom koju dobijamo tako sto u I promenimo jednu jedinicu u
—1.

Demonstrira¢emo dve mogucénosti za odredivanje matrica P;.

2.6.1 Householderova refleksija

Householderova refleksija je matrica H defnisana sa
H=1-2w" |p|=1.
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2.6. QR faktorizacija

Lako se proverava da je matrica H simetricna i ortogonalna. Vektor Hz

predstavlja refleksiju vektora x u odnosu na hiperravan koja je ortogonalna

na vektor v.

Za dati nenula vektor x moze se odrediti v, tako da je

c
0
Hx=| | =c-e;.
0
Iz prethodne jednakosti direktno sledi
1
V= oT2) (x —ceq),

tj. v mozemo napisati u obliku
v=a(r—cep).

Iz ortogonalnosti matrice H i (2.12) sledi

| H |l = [|2]l2 = |e],
pa vazi
v X
v=—, UV=xx|lz|l2e1
[19]]2

(2.12)

Ukoliko je prva koordinata vektora x znacajno veca od ostalih, tj. ako

je ||z||2 & 1, pri racunanju elementa 01 po formuli © = = — sign(z1) ||z||2 €1

dolazi do oduzimanja priblizno istih brojeva, Sto moze narusiti stabilnost

izracunavanja. Zato se koristi

0 = + sign(xz1) [|z[z €1

PRIMER 2.7. Neka je z = [3,1,5,1]7. Tada je ||zl = 6, pa je 0 =

9,1,5,1])7, Hz = [-6,0,0,0]” i

—27 -9
2 7 1 -9 53
H_I—@T@vv —5—4 _A5 _5

-9 -1
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2.6. QR faktorizacija

Householderova refleksija moze i selektivnije ponistiti delove vektora z,
na sledeéi nac¢in. Nekaje 1 <k <j<ni
o =10,...,0, 74 +sign(zy)a, Tpy1, - - - 25,0, ...,0]7,
glejea=x2+...+ :17? Tada matrica H = I — 2vv” ima osobinu da je
Hx = [zy,..., 251, —sign(zg), 0,...,0, 241, ... can) T
Prilikom ra¢unanja proizvoda H A mozemo iskoristiti strukturu matrice H

HA=(I—-20w")A=A-2vATv)".

Vidimo da ne moramo eksplicitno formirati H, dovoljno je znati vektor v.

Nakon mnozenja H A, u matrici A se menjaju vrste k., k+1,...,7.

2.6.2 Givensova rotacija

Householderovom refleksijom mozemo ponistiti sve elemente vektora x
(ili jednog njegovog dela) osim prvog elementa. Medutim, Cesto je potrebno
selektivnije ponistavanje, koje se postize Givensovom rotacijom. To je orto-

gonalna matrica oblika

1

cos —sinf

J(i,k,0) =

sin 0 cos

L 1 -
U poredenju sa jedini¢nom matricom, razlikuju se samo cetiri elementa na
pozicijama (+i, k). Vektor J(i, k, 0)zx se dobija rotacijom vektora x u (i, k)

ravni za ugao 6.
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2.6. QR faktorizacija

Ugao 6 se moze izbrati tako da se u matrici J(i, k, 0)  ponisti k-ta koor-

dinata. Pri tome se promeni jos samo ¢-ta koordinata. Iz jednakosti
cosf) —sind | | 2
sinf  cosf e | | 07

dobijamo

sinfx; +cosfx, =0,

a to vazl za

sinf = — cosf =

Tk €
2.4 .2
x;:—xz Tl _ \Jai+ai>0.
Vai+az
PRIMER 2.8. Ako je x = [1,2,3,4]”, uzmimo da je sinf = —1/y/5 i
cosf = 2/+/5. Tada je J(2,4,0)x = [1,2V/5,3,0]7 i

Tada je

1 0 0 0

0 2/V/5 0 1/v/5
0 0 1 0

0 —1/v/5 0 2/V/5

Mnozenjem J(i, k,0) A u matrici A menjaju se samo vrste i i k.

J(2,4,6) =

Da bismo u vektoru z € R” ponistili sve koordinate osim prve potrebno ga
je n—1 puta pomnoziti sa odgovaraju¢im Givensvim rotacijama, a samo jed-
nom odgovaraju¢om Householderovom refleksijom. Medutim, ukupan broj
operacija je neznatno vec¢i u drugom slucaja jer za rac¢unanje proizvoda Jx
treba manje operacija nego za rac¢unanje proizvoda Hx. S druge strane
moguée je odrediti .J tako da broj koji se ne ponistava’ bude pozitivan,
dok na njegov predznak u proizvodu Hx ne mozemo uticati.

Napomena. Sistem linearnih jednac¢ina Ax = b, A € R™" m > n,

uglavnom nema resenje, pa ima smisla traziti vektor x € R", takav da je

"To je broj koji ée biti na dijagonali matrice R.
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2.7. Tterativne metode

vektor Ax € R™ najblizi vektoru b. Preciznije, treba odrediti vektor x koji
minimizira ||Ax — b||,. Najpogodniji izbor norme je p = 2, jer je f(z) =
||Ax — b||z neprekidno diferencijabilna funkcija. Ako je rang(A) = n, tada

QR faktorizacijom matrice A mozemo jednostavno resiti ovaj problem. Iz
R c
T _ 0 Ty

sledi
Az —b]]3 = [|QT"Az — QTb||5 = ||Rox — c|[5 + ||d]]3.

Zakljucujemo da je resenje posmatranog problema jedinstvano i dobijamo ga

jednostavno, resavaju¢i gornji trougaoni sistem Ryx = c.

2.7 Iterativne metode

Do sada smo pomenuli nekoliko metoda koje se koriste za resavanje regu-
larnog linearnog sistema A x = b. Njihova zajednicka karakteristika je da one
nakon kona¢no mnogo izvedenih operacija dovode do ta¢nog resenja ako se
sve operacije izvode egzaktno. Ovakve metode zovemo direktnim.

Videli smo i da resenje sistema Ax = b uglavnom ne mozemo izrac¢unati
apsolutno tacno. Rac¢unar nije ograni¢en samo po pitanju numericke tacnosti,
ve¢ i memorijskog prostora i brzine izvodenja operacija. Naveli smo ranije
primere na osnovu kojih zaklju¢ujemo da su direktne metode neprakticne
ako je matrica A velikih dimenzija.

U velikom broju primena (naro¢ito u numerickom resavanju parcijalnih
diferencijalnih jednac¢ina) matrica A je retko popunjena, u smislu da je veliki
broj njenih elemenata jednak nuli, dok su nenula elementi uglavnom pravilno
rasporedeni. Direktne metode se mogu prilagoditi tako da iskoriste strukturu

takvih matrica kako bi se smanjio broj potrebnih operacija. Medutim, takvu
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2.7. Tterativne metode

strukturu je mnogo lakse iskoristiti ako se matrica A u algoritmu koristi samo
kao faktor.

Pored toga, u praksi se skoro nikada ne radi s egzaktnim podacima (ma-
trica A moze biti rezultat merenja ili prethodnih prorac¢una, dakle netacna),
pa nema smisla traZiti taéno resenje z = A~1b.

Prethodna diskusija nas motiviSe da potrazimo drugacije metode za resa-
vanje linearnih sistema. Cilj je konstruisati niz ®, 2™ ... 2™ . vektora
iz R", koji konvergira (po normi) ka tacnom resenju z = A~'b, i u ¢ijem
formiranju se matrica A (ili neka druga dobijena iz A) koristi samo kao
faktor. Ovakve metode zovemo iterativnim. U praksi se gotovo iskljucivo
koriste iterativhe metode prvog reda, kojima se iteracija 2™*! dobija samo
iz prethodne ™. Svako rastavljanje matrice A u obliku A = M — K, gde je
matrica M regularna, bi moglo generisati jednu iterativnu metodu na sledeci
nacin:

(M—K)z=b=1=M"'"Kz+M'b.

Uvodenjem oznaka T'= M~' K, ¢ = M~'b prethodna relacija postaje
r=Tz+c,

tj. pravo reSenje z je fiksna tacka preslikavanja f(z) = Tz + ¢. Iterativnu

metodu definisemo sa
gD = T2Mm L e meN,. (2.13)
Dovoljan uslov za konvergenciju ovakvih metoda daje slede¢a teorema.

Teorema 2.7.1 Niz {z™}, m € Ny, definisan relacijom (2.13) konvergira
ka resenju linearnog sistema Ax = b za sve pocetne vektore (0 i sve desne
strane b, ako je

1Tl <1,
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2.7. Tterativne metode

pri cemu je || || proizvoljna operatorska norma®.

Dokaz. Oduzimanjem x = Tz + ¢ od (2.13) dobijamo

(m+1) _

x z=T "™ —x).

i dalje, uzimanjem norme
[l — ]| < |7 2™ — ]| < [|T|™ |29 — ]

Iz ||T|| < 1 sledi ||T||™** — 0 kad m — oo, a to znadi ||z — || — 0. Iz
neprekidnosti norme sledi z(™*t1) — z za svako z(©). a
Koristenjem veze spektralnog radijusa p i operatorske norme matrice,

mozemo dobiti i potreban uslov za konvergenciju iterativne metode.

Lema 2.7.1 Za sve operatorske norme || || vredi
p(T) < [IT1].

Za svaku kvadratnu matricu T i svako € > 0 postoji operatorska norma || ||,
takva da je
||« < p(T) +¢.

Dokaz. Neka je p(T) = |A|, a z karakteristi¢ni vektor koji odgovara . Tada

vredi

Ty Tz Az Alllz
Tyl T _ Dell _ B _

||T|| = max > = =
v#0 ||| IE |[2]| I

Neka je J Jordanova forma matrice T, J = S™'T S i neka je D, =
diag(1,¢e,€2,...,e" ). Matrica D-' 7 D. = (S D.)"'T(S D.) se razlikuje
od J samo po tome sto na dijagonali umesto jedinica ima . Matrice S'i D,

su regularne, pa mozemo definisati slede¢u vektorsku normu

1zl = [1(S De) ™" oo -

8Matriéna norma indukovana vektorskom normom.
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2.7. Tterativne metode

Pokazac¢emo da ona indukuje trazenu operatorsku normu. U tako dobijenoj
operatorskoj normi vredi

[Tl 1(S D) Tl (S D)~ T(S D)yl

T|l. = max = max = max
|| || 720 HxH* 220 H(SDE)*leoo y#0 HyHoo

— ||(SD€)’1T(SD€)||oo < m?X’)‘i| +e=p(T)+e¢.
O

Teorema 2.7.2 Niz {2}, m € Ny, definisan relacijom (2.13) konvergira
ka resenju linearnog sistema Az = b za sve pocetne vektore ©(0 i sve desne
strane b, ako © samo ako je

p(T) <1,

pri éemu je p(T) spektralni radijus matrice T = M1 K.

Dokaz. Ako je p(T) > 1, izaberimo pocetni vektor (¥, tako da je 29 —
karakteristi¢ni vektor koji odgovara karakteristicnoj vrednosti A, takvoj da

je [N = p(T). Tada vredi
MY =T (2™ —g) = =T (2O — ) = N (2O — )

Sto ocigledno ne tezi ka nuli.
S druge strane, ako je p(T) < 1, onda mozemo izabrati € > 0, takvo da

je p(T) +e < 1, azatim i (lema 2.7.1) operatorsku normu || ||., takvu da je
Tl < p(T) +e <1, (2.14)
pa primenom teoreme 2.7.1 dobijamo trazeni rezultat. O

Definicija 2.7.1 Red konvergencije niza vektora ™, m € Ny, koji konver-

gira ka x je p, ako je
|z — || < ¢|z™ —z|P, ceRY.
Ako je p =1, mora biti ¢ < 1 (tzv. geometrijska konvergencija s faktorom c).
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2.7. Tterativne metode

Red konvergencije ne mozemo koristiti za uporedivanje brzina konvergen-
cije razlicitih metoda jer je konvergencija posmatranih iterativnih metoda

linearna, a faktor je p(7), tj.
|2+ — ], < p(T) ||z = 2.

Logaritmiranjem prethodne nejednakosti dobijamo

m+1)

—log p(T) < log || — 2], — log||a' |l

pa broj
r(T) = —logp(T)

mozemo definisati kao brzinu konvergencije. Sto je p(T') manji, to je veéa
brzina konvergencije.

Videli smo da je centralno pitanje konstrukcije iterativnih metoda kako
rastaviti matricu A uobliku A = M —K, takodaseTe = M 'Kxic= M~'b
lako racunaju i da je p(7") mali.

Da bismo odredili resenje sistema sa zadanom tac¢noséu € potrebna nam

je granica apsolutne greske svake iteracije. Iz (2.13) sledi
|27 — 2@ < ||| |2 — 2"V < [T P {ja" Y =22 <

odakle dobijamo

Hx(ner) . x(n)H < Hx(ner) . x(nerfl) + x(n+m71) . x(n+mf2) 4= x(n)H
< ||x(n+m) _ :L,(n+m—1)|| 4.+ ||x(n+1) _ $(n)||
< T 2™ = D) 4+ ([T 2™ = 2]

= (1Tl + .+ T 2 — 20
Et [ A1

Tl
1 —[|T7]

I — V)],
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2.7. Tterativne metode

Stavimo li da m — oo dobijamo

17| -1
[l — ™| < [l — 2™V, (2.15)
17|

odakle sledi i

W™ o) o
[l — ™| < [t = 2@, (2.16)
17|

Nejednakost (2.16) nam omoguéava da odredimo granicu apsolutne greske
n-te iteracije ve¢ nakon Sto izracunamo prvu iteraciju, ali je ona dosta grublja

od nejednakosti (2.15).

2.7.1 Jacobijeva metoda

Uvedimo slede¢e oznake: D = diag(aj, - .., Gnn),
0 ... 07 [0 ap ... arn |
ay 0 ... 0 0 as ... agy
i = asz O ) 0 = 0
anfl,n
L An1  Aan2 an,n—l 0 i L 0 0 . 0 1

Jacobijevu metodu dobijamo uzimajuéi da je M = D i K = —(Z) + (7) Ovo
ima smisla samo ako su svi a;;, i = 1,...,n, razli¢iti od nule. Dakle, z(™*+b
racunamo formulama
mey _ L[, (m) _
T = j_zajk‘”k , J=1....n
vy k#j

Uoc¢imo da ovu petlju mozemo izvesti bilo kojim redom po j jer koordinate
novog vektora 2™+ zavise samo od koordinata starog vektora. Zbog toga

je Jacobijeva metoda pogodna za paralelno racunanje.

Definicija 2.7.2 Matrica A je dijagonalno dominantna ako je

\aii]>2]a,-j\, z:l,,n

J#i
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2.7. Tterativne metode

Teorema 2.7.3 Ako je matrica A dijagonalno dominantna, tada Jacobijeva
iterativna metoda za resavanje sistema Ax = b konvergira ka x = A~'b, za

svako (9.

Dokaz.

(1) < [[D7HL A+ U)o = max Y fay;/ai| < 1.
i

2.7.2 Gauss-Seidelova metoda

Ako koordinate novog vektora u Jacobijevoj metodi racunamo redom,
od prve ka posljednjoj, odmah se namece ideja za poboljsanje. Prilikom

racunanja j-te koordinate u 2! koristimo sve koordinate iz prethodne
(m+1)

iteracije, iako ve¢ imamo poboljsane koordinate z, , za t < j, iz novog

koraka. Koriste¢i njih umesto starih dobijamo

1 it -

m+1 m+1 m ;

x§ ):_ajj (bj_g ajkl";(c ) — E ajk’xl(c )>, J=1..n
k=1

k=j+1
Nove koordinate mnozimo, pored dijagonalnih, i sa elementima ispod dijag-
onale matrice A, dok stare koordinate mnozimo samo sa elementima iznad

dijagonale. Sadaje M =D+ L, K = —U.

Teorema 2.7.4 Ako je matrica A dijagonalno dominantna, tada Gauss-
Seidelova iterativna metoda za reSavanje sistema Ax = b konvergira ka

r = A"'b, za svako z(©.

Dokaz. Neka je A karakteristicna vrednost matrice T = —(D 4+ L)'U, a z
odgovarajuci karakteristicni vektor. Iz x # 0 sledi da postoji m, takvo da je

Zm| = ||#]]ce > 0. Iz T = Az sledi —Uz = \(D + L)z, odnosno

n m—1
— E amjxj:)\ammxm—l—)\g (pj T .
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2.7. Tterativne metode

Posto je apm # 0, vazi

Tl @ a4, T
A=Ay A By A
=1 j=m+1

odakle sledi

n

up>

j=m+1

amj

(07 j
Qmm Amm

m—1
A< ALY
7=1

Ako bi bilo || > 1, iz poslednje nejednakosti bismo dobili

A< A

j#m

Clmj

< |A].

amm

Dakle, p(T) < 1. O

Teorema 2.7.5 Ako je matrica A simetricna i pozitivno definitna, tada

Gauss-Seidelova iterativna metoda za resavanje sistema Ax = b konvergira

ka x = A~'b, za svako 9.

Dokaz. Matrica A je simetricna i pozitivno definitna, pa je sada L = U” i
a; >0,7=1,...,n. Pokaza¢emo da su sve karakteristicne vrednosti matrice

T = —(D+ L)~' L” po modulu manje od jedan. Matrica
T, =D'"?*T D'/

ima iste karakteristi¢ne vrednosti kao i 7. Ako stavimo L, = D~Y2 [ D~1/2
vazi

T =+ L) 'LT.
Akoje Thx = Az i 2z =1, onda je

~ITe=\NI+1)x,

odnosno

—af LTe = NI +2"L,x).
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2.7. Tterativne metode

Proizvod z L, x je neki kompleksan broj a + bi. Sada je zf! LT x = a — bi,
pa imamo

- a’ +v?

C142a+a®+ 0

—a + bi
14+a-+bi

Dokaz zavrsavamo pokazujuéi da je 2a+1 > 0. Matrica W = D™Y/2 A D~1/2 =

A2 = \

I+ Ly + LT je pozitivno definitna, pa je
O<aWa=1+a"Liz+a"LT2=1+2a.

(Il

Jasno je da ¢e u slucaju da konvergiraju i Jacobijeva i Gauss-Seidelova

metoda, ova druga konvergirati brze. Medutim, postoje slucajevi kad kon-
vergira jedna, a ne konvergira druga, i obratno.

PRIMER 2.9. Resimo sledeéi sistem Jacobijevom i Gauss-Seidelovom

metodom, zokruzujuci rezultate na cCetiri decimale

1.022; — 0.0529 — 0.1023 = 0.795
—0.1121 +1.0322 — 0.0523 = 0.849

—0.1127 —0.1229+1.04d23 = 1.398.

Jacobijevom metodom iteracije racunamo slede¢im formulama

n ]' I n n ]
2t = T 0.0525" +0.102{"” + 0.795
fl :

2 = 10112 4+ 0.0525" +0.849
1.03 L _

1 - -
2 = Toi 0.112{" +0.122{" + 1.308] .

i polazeéi od (© = [0.795,0.849,1.398]7 dobijamo
M =[0.9581,0.9770,1.5263]"

2 =1[0.9769,1.0007,1.5263]"
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2.7. Tterativne metode

2@ = [0.9812,1.0043,1.5630]

2 =[0.9819,1.0049, 1.5639]" ,

2 = [0.9820, 1.0050, 1.5640]"
2 = [0.9820,1.0051, 1, 5641]7 = 27

Gauss-Seidelovom metodom koristimo formule

n 1 I n n
4 = 0.05x§>+o.10x§)+0.795}
0 |
B = 0.11x§"“’+0.05x§”>+0.849}
03 |
o = o [0a1alY 40128 + 1.308] |

i polazeci od iste pocetne iteracije dobijamo
M =[0.9581,0.9945,1.5603]"

2® = [0.9811,1.0048, 1.5639]"
23 =[0.9820, 1.0051, 1.5641]"
oW =1[0.9821,1.0051, 1.5641]" = 2 .

Kao s$to smo i o¢ekivali, Gauss-Seidelovom metodom nam je trebalo manje

iteracija da bismo dosli do resenja. Razlika u z; je posledica zokruzivanja.
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Glava 3

Interpolacija funkcija i
numericko diferenciranje

Jedan od najvaznijih problema teorije aproksimacija funkcija je interpo-
lacija koja je od velikog teorijskog znacaja i u numerickom diferenciranju,
numerickoj integraciji i drugim oblastima numericke matematike.

Neka je realna funkcija f zadata svojim vrednostima f, = f(xx) (k =
0,1,...,n) u tatkama zy € [a,b]. Izvrsimo aproksimaciju funkcije f pomocu

aproksimacione funkcije

o(x) = agpo() + a1 () + . .. + appn(x), (3.1)
tako da je uslov za odredivanje parametara a; (i = 0,1,...,n) dat sa

Od sistema poznatih funkcija {¢x} (K = 0,1,...,n) zahteva se da is-
punjava odredene osobine. Problem (3.2) naziva se problemom interpolacije
funkcije, funkcija ¢ je interpolaciona funkcija a tacke xp (kK =0,1,...,n) su

interpolacioni ¢vorovi, za koje se cesto pretpostavlja da ispunjavaju uslov

a<xg<T <T9<...<TH <Dh (3.3)

79



Sistem jednacina (3.2) u ovom slucaju svodi se na sistem linearnih jednacina

po parametrima a; (i =0,1,...,n)

aopo(r) + aror(xk) + ... + anpn(xr) = f (K=0,1,...,n),

tj. ) o ) i i
wo(zo) @1(z0) ... @n(x0) ao fo
wo(z1) @1(z1) ... @n(z1) a 1
- o Y
| wolrr) @) o n(en) | [an | | fa ]

Da bi navedeni interpolacioni problem imao jedinstveno resenje potrebno
je da matrica sistema (3.4) bude regularna. Dakle, na osnovu osobina de-
terminanti zakljuc¢ujemo da sistemu linearno nezavisnih funkcija {¢r} (k =
0,1,...,n) treba nametnuti takve uslove, pod kojima ne postoji linearna

kombinacija

aopo(z) + arp1(x) + ... + appn(x)

koja ima n + 1 razli¢itih nula na [a,b]. Sistemi funkcija sa ovom osobinom
nazivaju se T-sistemi ili CebiSevljevi sistemi. Za ispitivanje da li je neki

sistem Cebigevljev od koristi je sledeé¢a teorema, koju navodimo bez dokaza.

Teorema 3.0.6 Ako su funkcije ¢y, : [a,b] — R (k=0,1,...,n) n+1 puta
diferencijabilne i ako je za svako k =0,1,...,n determinanta Wronskog Wy,

razlicita od nule, tj.

po(z)  ¢i(x) ou()
ph(z)  Pila) ... @)

We=| Ao,
(@) o) ... e ()

sistem funkcija {pr} (k=0,1,...,n) je T-sistem.
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3.1. Lagrangeova interpolacija

3.1 Lagrangeova interpolacija

Neka je funkcija f data svojim vrednostima f; = f(zx) u tackama zy, (k =
0,1,...,n). Pretpostavljamo da ¢évorovi zj ispunjavaju uslov (3.3). Ako
stavimo da su p(x) = ¥ (k = 0,1,...,n) imamo problem interpolacije

funkcije f algebarskim polinomom. Oznacimo ovaj polinom sa 7,, tj.
m(z) = p(x) = ag+ a1z + ... + aa™.
Teorema 3.1.1 Polinom m, je jedinstven i moZe se predstaviti u obliku
ma(2) =) flan)ll(), (3.5)
k=0
gde je

w(x)

(r — 2w (2g)

a ¢vorna funkcija
wx)=(r —xo)(x —x1) -+ (T — ).

Dokaz. Posto je u ovom slucaju determinanta matrice sistema (3.4) Van-

dermondova, tj.

n
1 o ...
1z ... 2}
:ll(xl x])?
i>j
n
1z, ... a

i s obzirom na pretpostavku (3.3), zaklju¢ujemo da je polinom 7, jedinstven.
Jedinstvenost sledi i na osnovu toga $to je sistem funkcija {1,x, 22, ..., 2"}
T-sistem, posto je determinanta Wronskog W = 01112!---k! # 0 (k =
0,1,...,n).

Dokaz formule (3.5) sledi na osnovu ¢injenica:
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3.1. Lagrangeova interpolacija

e Svi polinomi ¢4 su ne viseg stepena od n, tj. deg(¢x) < n za svako k,

o (i(x;) = i, gde je §;; Kroneckerovo delta, t;.

G — 1, akojei=k,
*7 0, akojei#k,

o m,(zx) = f(xy) za svako k,

e deg(m,) < n. 0O

Primetimo da se f;(x) moze zapisati i na slede¢i na¢in

(x—20) - (v — 1) (T — Tpy1) - (T — T0)
(zr —w0) - (2 — Tp1) (T — Tpg1) -+ (T — Tn)

Teorema 3.1.2 Neka je f € C"a,b] i x; € [a,b] (i =0,1,...,n). Tada

postoji £ € (a,b) takvo da je greska Lagrangeovog interpolacionog polinoma

FI(E)
(n+1)!

ra(f52) = f(2) = mn(x) = w(z). (3.6)

Dokaz. Posmatrajmo funkciju g, definisanu sa

g(a) = f(x) = m(2) = knw(z), (3.7)

koja se anulira u tackama x, x1,...,z,. Neka je T proizvoljna tacka iz [a, b]
takva da je # # x; (1 = 0,1,...,n). Odredimo konstantu x, u (3.7) tako
da bude g(z) = 0. Kako je z # x; (1 = 0,1,...,n), ovakva vrednost za k,
postoji. Naime,

£(@) = ()

T e
Kako funkcija ¢ na [a, b] ima bar n+2 razli¢ite nule, to na osnovu Rolleove
teoreme sukcesivno zakljucujemo da u (a, b) ¢’(x) ima bar n+1 razlicitih nula,
itd., g™+ (x) ima bar jednu nulu.
Neka je ¢ € (a,b) nula funkcije g™+ za koju smo upravo pokazali da

postoji. Tada iz (3.7) sledi da

§rI(E) = FPDE) =0 — i (n+ 1)
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3.1. Lagrangeova interpolacija

odakle je
FrD(g)
Fp = 522,
(n+1)!
Na osnovu prethodnog zaklju¢ujemo da je
D LI (I
ro(f;2) = mw(ﬁ)‘
Kako je  proizvoljna tacaka iz [a, b] dokaz je zavrsen. 0

Iz (3.6) dobijamo da je jedna gornja ocena ostatka u Lagrangeovoj inter-

polaciji

Mn 1
rn(fi2)| = [f(2) = ma(2)] < n ++1)! max |w(z)],

gde je
M), = max ‘f(k)(a:)| (k € N).

z€[a,b]
Teorema 3.1.3 Neka je f € C"a,b], vy — v,y = h = const (k =

1,...,n), o = a,x, = b. Tada je
hn+1

rn(f;2)] = [f(2) = ma(2)] < I 1) Mo

Dokaz. Ako stavimo = = zo + ph (p € [0, n]) imamo

w(xz) =p(p—1)---(p—n)h"*",

Kako funkcija F,(p) = |[p(p — 1) - - - (p — n)| na intervalu [0, n| dostize maksi-

malnu vrednost kada je p € (0,1) (ili p € (n —1,n)), vazi

1
max F,(p) < maX) lp(p—1)] max |(p—2)---(p—n)| < Zn!,

p€[0,n] pe(0,1 pe(0,1)
odakle neposredno sledi tvrdenje teoreme. 0
Osobina xy — 2,1 = h = const (k = 1,...,n) ukazuje da se ¢vorovi

nalaze na istom odstojanju, kazemo da su ekvidistantni. U ovom slucaju nije

tesko primetiti da za funkciju w(z) vazi

(G es) =i (G -s).
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3.1. Lagrangeova interpolacija

PRIMER 4.1. Odredimo sa kojom se tacnoséu moze izracunati vrednost
log 11.5 koris¢enjem Lagrangeovog interpolacionog polinoma 73 ako su poz-
nate vrednosti

log 10, logll, logl2, logl3.

S obzirom da je

=6-107",

My = max
!

x€[10,13)

1mamo

M.
llog 11.5 — m3(11.5)| < 4—|4 (11.5 — 10)(11.5 — 11)(11.5 — 12)(11.5 — 13)]

= 141-107°.
Inace za proizvoljno x € (10, 13) vazi ocena

1
|logx — m3(x)| < Y 6-107*=25-10"",

Kada nije potreban opsti izraz za interpolacioni polinom, ve¢ samo vred-
nost za neko konkretno x, koristi se Aitkenova shema, koja se sastoji u sukce-

sivnoj primeni sledeé¢ih izraza:

A, = f(zr) (k=0,1,...,n);

Ak—Lk = (k = 1a 27 7n)7
T — Tk
Ak T — T
1 Ao,l,...,n—l To—T
Ao,l,...,n = )
Tn — Lo Al 2,010 Tn —T
pri ¢emu je



3.1. Lagrangeova interpolacija

U praksi se cesto javlja zadatak odredivanja vrednosti argumenta na os-
novu zadate vrednosti funkcije. Ovaj se zadatak resava metodom inverzne
interpolacije. Ako je data funkcija monotona, zadatak inverzne interpolacije
najjednostavnije se reSava medusobnom zamenom vrednosti funkcije i ar-
gumenta, a zatim konstrukcijom interpolacionog polinoma. U problemima

inverzne interpolacije pogodno je koristiti se Aitkenovom shemom.

PRIMER 4.2. Data je funkcija f(z) skupom podataka

v | 14 ] 17 ] 31 | 35
F(z) | 68.7 | 64.0 | 44.0 | 39.1

Bez konstrukcije interpolacionog polinoma odredi¢emo priblizno f~1(54.0).

Tablica za inverznu funkciju je

y | 687 ] 640 | 440 | 39.1
Fly) | 14 | 17 | 31 | 35

Primenimo Aitkenovu shemu.

Kako je A, = f~!(yx) (k=0,1,2,3), to je
AO == 14, Al == 17, A2 = 31, Ag = 35

Kako je

Agy =23.383, Ao =24, Ays=22.837.
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3.1. Lagrangeova interpolacija

Kako je
1 Ak—l,k Yk—1—Y
Ap 11 = ——————— (k=1,2),
Ykl = Yb-1 | Apgsr Yes1 — Y
to je
A07172 - 2375, A1,2’3 - 23533
Konaé¢no, imamo
1 Aotz Yo—y
Apr23 = = 23.642.
Y3 — Yo A1,2,3 Ys — Yy

Dakle, f~1(54.0) =~ 23.6.

3.1.1 Optimalni izbor interpolacionih ¢vorova

Ovu podsekciju pocinjemo definisanjem Cebigevljevih polinoma T,
T, (z) = cos(narccosz), || <1, n € Ny.
Za n = 0, na osnovu prethodne formule, imamo da je
To(z) = 1.
Za n =1 imamo da je
T)(x) = cos(arccos ) = z.
Za n = 2 imamo da je

Ty(z) = cos(2arccosx) = cos?(arccos x) — sin®(arccos z)
= 2% — (1 — cos?®(arccos x))

= 22— 1.
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3.1. Lagrangeova interpolacija

Kako vazi
cos(n+1)0 = cos(nh) cosf — sin(nb)sin b
1
= cos(nf)cosf + i[cos(n +1)0 — cos(n — 1)0]
1
= cos(nd)cosf + §[Cos(n + 1) + cos(n — 1)0] — cos(n — 1)6
= 2cos(nf) - cos — cos(n — 1),
supstitucijom 6 = arccos x dobijamo

cos[(n + 1) arccos x| = 2x - cos(n arccos x) — cos[(n — 1) arccos z],

tj. dobijamo rekurentnu relaciju kojom su povezani ¢lanovi niza Cebigevljevih
polinoma

Toi1(x) = 22T, (z) — T, 1 ().

Poslednja rekurentna relacija sluzi nam za dalje odredivanje niza Cebisevljevih

polinoma:
Ts(z) = 42 — 3w, Ty(w) =8z* —82* + 1, itd.
Zakljuéujemo da je Cebisevljev polinom n-tog stepena
To(z) =2""12" + ...,

te da je njegov monicni (vodeéi koeficijent mu je 1) polinom dat sa

— 1

Nule Cebisevljevog polinoma n-tog stepena T, odredujemo resavanjem
jednacine
cos(narccosz) = 0.
Nije tesko zakljuciti da su resenja (koreni) ove jednacine

(2k + 1)m

k=0,1,...,n—1).
2n ( () v )

T = COS
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3.1. Lagrangeova interpolacija

Dalje, ocigledno je |T,,(z)| < 1, = € [-1,1]. T, dostize ekstremne vred-
nosti za

cos(narccoszx) = F1,

odnosno u tackama
xp=cos— (k=0,1,...,n),

1 vazi
To(zp) = (=1)F (k=0,1,...,n).
Podsetimo se da smo ¢vornu, odnosno funkciju greske definisali sa w(x) =

(x —xo)(x — x1) -+ - (¥ — x,). Dokaza¢emo sada da vazi sledeéi rezultat.

Teorema 3.1.4 Velicina

hax |w ()|

dostize nagmanju vrednost ako se za cvorove interpolacije izaberu koreni Cebi-
sevljevog polinoma T4+, tj.

1 _
a > — = a T, .
e w(x)] > o x?[ifﬁ]' +1()]

Dokaz. Ako pretpostavimo suprotno, tj. da postoji neka od funkcija greske
w za koju je

~oy < L
nax |w ()] o

tada polinom

Qn(z) = Thia(z) — &(),

stepena deg(Q,) < n, menja znak u svakoj tacki

km
T) = COS k=0,1,...,n+1),
g n+1 ( )
sto znaci da polinom @, ima (n + 1) nula, $to je nemoguce. 0
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3.1. Lagrangeova interpolacija

Neka je interval [a,b] na kome interpoliramo funkciju f ovde [—1,1],
¢ime ne umanjujemo opstost razmatranja jer se lako moze odrediti linearna
funkcija koja preslikava jedan interval na drugi i obrnuto. Razmotrimo prob-
lem optimalnog izbora interpolacionih ¢vorova kod interpolacije funkcije iz

klase
CM ={f| feC"[-LYNA|f"V| <M (Vz € [-1,1])}.
Naime, odredi¢emo interpolacione ¢vorove xg, x1, ..., x, tako da velicina

sup max |r,(f;x)] (3.8)
fecM z€[-1,1]

ima najmanju vrednost. Tada je na osnovu (3.6)

M
relt) Irafi )] < (n+1)! seloty (@) (3.9)

Nije tesko uociti da u poslednjoj nejednakosti nastupa jednakost ako je f

polinom
M n+1 n n—1
f(‘r):(n_’_—l)'l’ —f—dol' +d1[L’ ++dm
gdesud; (i =0,1,...,n) proizvoljni realni koeficijenti.

Kako desna strana u nejednakosti (3.9) ne zavisi od f, to je

M
su max |r,([;x)| £ —— max |w(x)|.
feCI])M z€[-1,1] [rn (5 2)] (n 4+ 1)! ze[-1,1] jw(z)]

Postavljeni problem ocigledno se svodi na odredivanje polinoma
W) = (& = o) (& = 1) -+ (& = ),

cije nule leze u [—1,1] i za koji je max,e—11] |w(x)| minimalan.

Resenje poslednjeg problema je (Teorema 3.1.4)

1 1
w(r) = Q—nTnH(ﬂc) = cos[(n + 1) arccos z|.
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3.2. Newtonova interpolacija sa podeljenim razlikama

Dakle, interpolacioni ¢vorovi pri kojima veli¢ina (3.8) ima najmanju vred-

nost su nule Cebievljevog polinoma (n + 1)-og stepena T),11, tj.

2k +1
fL’k—COS2(n—:::1)7T (/{?:O,l,,n)

Interpolacija kod koje su ovako uzeti interpolacioni évorovi naziva se Cebi-
sevljevom interpolacijom. Za ostatak u opstem slucaju (f € CM) vazi

M
lrn(f5 )] < STRCESIE

odnosno, mozemo dati stroziju ocenu u konkretnom slucaju, ako znamo
Mn+17
Mn+1
Wi S o -
Iralfi )< S )
3.2 Newtonova interpolacija sa podeljenim ra-
zlikama

Za funkciju f zadatu vrednostima f, = f(xx) utackama zy (k. =0,1,...,n),
definisa¢emo najpre podeljene razlike.
Koli¢nik
f(@1) — f(xo)

T1 — Xo
nazivamo podeljenom razlikom prvog reda (funkcije f u tackama xg,z) i
oznacavamo sa [xg, z1; f].

Podeljena razlika reda r definise se rekurzivno pomocu

wor s s f] = (21, f] — [.’BO,...,$T—1§f], (3.10)
Ty — X

pri ¢emu je [z; f] = f(x).
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3.2. Newtonova interpolacija sa podeljenim razlikama

Relacija (3.10) omoguéava konstrukciju tablice podeljenih razlika

zo fo

[0, 215 f]
T fi [iﬁo,xl,ﬁz;f]

[21, 223 f] (20, 21, @2, T3; ]
Ty fo [$17$2,$3§f]

[$27$3§f]

€3 f3

Moze se pokazati da podeljena razlika reda r ima osobinu linearnosti, tj. da
je

[0, 1, ...,z c1f + cag] = cixo, . .., 2 [l + 220, ..., 205 9],
gde su ¢y, co proizvoljne konstante, a f, g funkcije.

Na osnovu definicije podeljene razlike prvog reda vazi

f(xo) n f(x1)

To — X1 .’El—I‘O.

[330,1'1; f] =

Matematickom indukcijom se lako pokazuje da vazi formula

o, o f1= 3 j/((:;?) ,
k=0

gde je w(x) = (x — xo)(x — 1) -+ - (x — ).

Indukcijom se moze dokazati i sledeci rezultat.

Teorema 3.2.1 Neka je f € C"[a,b] i neka je ispunjen uslov (3.3). Tada,

za svako r < n wvazi formula

1 t1 tr—1 r
[$0,$17~--7$r;f]:/ / / Fo <x0+2(xi_xil>ti> dty -« - dt, .
o Jo 0 p—

Na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti integrala, iz poslednje jednakosti

sledi
1 t1 tr_1
[zo, 71,2 f] = f(T)(f)// / dt,dty - - - dt,
o Jo 0

= IO (a<é<b)
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3.2. Newtonova interpolacija sa podeljenim razlikama

Uzimajudi u poslednjoj jednakosti da z; — o (i = 1,...,r) zakljucujemo
da
1
[I()?xh”'uIT;f] Hﬁf(r)(x(ﬁ (311)

Izrazimo sada vrednost funkcije f(x,) (r < n) pomoéu podeljenih razlika

[To,. ..,z f] (i=0,1,...,7).

Za r = 1, na osnovu definicije podeljene razlike prvog reda, imamo

f(x1) = f(20) + (x1 — w0)[w0, 71; f].

Analogno, za r = 2,

flza) = f(a1) + (w2 — 21)[21, 795 f]
= (f(zo) + (21 — 20)[70, 71; f])

+ (22 — x1) ([T0, 15 [] + (w2 — 20) [0, 21, 2; f])
.
f(x2) = f(zo) + (x2 — 0)[T0, 71; f] + (22 — 20)(¥2 — 71)[T0, 71, T25 f].

U opstem slucaju vazi

f(xr) = f(xo) + (zr — w0)[w0, 15 f] + (2 — m0) (7, — 21) [0, 71, T2; f]

+.. o+ (=), — 1)+ (2 — 20 [m0, X1, - -, T f]
(3.12)

Koriséenjem podeljenih razlika moze se konstruisati interpolacioni poli-

nom za skup podataka {(xg, fr)} (K =0,1,...,n). Ovaj polinom ima oblik
T(z) = f(x0) + (x — 20)[T0, 71; f] + (T — W0) (T — 11) [0, T1, T2; f]
+ o (r—xzo)(x—21) (& —xp1) [T, X1, - -y T f]

i naziva se Newtonov interpolacioni polinom (sa podeljenim razlikama).
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3.2. Newtonova interpolacija sa podeljenim razlikama

Da bismo dokazali poslednju formulu dovoljno je primetiti da je m,(z,) =
f(z,) (r=0,1,...,n) i da je deg(m,(z)) < n. Poslednje tvrdenje sada sledi
iz (3.12).

S obzirom na jedinstvenost algebarskog interpolacionog polinoma zaklju-
cujemo da je Newtonov interpolacioni polinom ekvivalentan sa Lagrangeovim.
Konstrukcija Newtonovog interpolacionog polinoma zahteva prethodno formi-
ranje tablice podeljenih razlika, Sto nije bio slucaj kod Lagrangeove inter-
polacije. S druge strane, kada ho¢emo da smanjimo gresku u interpolaciji
uvodenjem novog interpolacionog ¢vora, Newtonov polinom je znatno pogod-
niji od Lagrangeovog, jer ne zahteva ponavljanje celog racunskog postupka,

posto kod Newtonove interpolacije imamo
Tnt1(2) = To(2) + (2 — 20)(x — 1) -+ (& — @) [0, T1, - - - s Tny Tnr; f1.
Teorema 3.2.2 Ako funkcija f ima konacne vrednosti u tackama
Ty L1y -y Ty Ty
onda vazi formula
ra(fiz) = f(2) = m(2) = w(z) [2o, 21, -, 0y 5 f], (3.13)
gde je w(z) = (xr — x0)(z — x1) -+ (T — 27).

Dokaz. Stavimo r =n+ 11z, = x. Tada iz (3.12) sledi da je

f(@) =m(@) + (& — o) (x — 31) -+ (z — @) [To, @1, -, T, @3 ],
¢ime je dokaz zavrSen. 0
Kako je
1
(20, T1, - o, T, 73 f] = mf(n+l)(f) (€ € (a,b)),
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3.2. Newtonova interpolacija sa podeljenim razlikama

zaklju¢ujemo da se ostatak u (3.13) moze svesti na Lagrangeov oblik.
Ako u Newtonovom interpolacionom polinomu 7,, uzmemo da z; — xo (i =

1,...,n), na osnovu (3.11) zaklju¢ujemo da se on svodi na Taylorov polinom.

PRIMER 4.3. Aproksimirajmo funkciju f(z) = e*, na segmentu [0, 0.5],

interpolacionim polinomom.

Funkciju f(x) = e* aproksimira¢emo Lagrangeovim i Newtonovim inter-

polacionim polinomom, na osnovu slede¢ih podataka

k 0 1 2
Tk, 0.0 0.2 0.5
f(zx) 1.000000 1.221403 1.648721

Lagrangeov interpolacioni polinom za ovaj skup podataka glasi

m(r) =1 (x — O.Q)E:c —0.5) +1.921403 (x —0.2)(z —0.5)

(0—0.2)(0 — 0.5) (0.2—=0)(0.2 — 0.5)

(x —0)(z —0.2) (3.14)
(05— 0)(0.5 — 0.2)

= 0.634757 2% + 0.980064 = + 1,

+1.648721

pri cemu su svi rezultati zaokruzeni na Sest decimala.
U cilju konstruisanja Newtonovog interpolacionog polinoma najpre formi-

ramo, na osnovu prethodne tabele, tablicu podeljenih razlika

[z1; f] [T, Trgrs f] [Tks Ty 1, Thor2; f]
1.000000
1.107015
1 1.221403 0.634756
1.424393
2 1.648721
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3.2. Newtonova interpolacija sa podeljenim razlikama

Dakle, Newtonov interpolacioni polinom je
mo(z) =1+ 1.107015 (z — 0) 4+ 0.634756 (x — 0)(z — 0.2)
= 0.634756 2% + 0.980064 = + 1,

pri cemu su svi rezultati zaokruzeni na Sest decimala.

(3.15)

Kao sto je receno, teorijski, interpolacioni polinom je jedinstven. Prema
tome, Lagrangeov interpolacioni polinom i Newtonov bi trebalo da budu
identicki jednaki. Medutim, uporedivanjem odgovarajué¢ih izraza uocavamo
da se koeficijenti uz 22 razlikuju za 1075, To je posledica gresaka zaokruzivanja
koje se neminovno javljaju u procesu izracunavanja na racunskim masinama.
Zbog toga se, zavisno od svrhe, cesto daje prednost interpolacionom poli-
nomu dobijenom na jedan nacin u odnosu na interpolacioni polinom dobijen
na neki drugi nacin.

Primetimo jo$ jednom da konstrukcija Newtonovog interpolacionog poli-
noma zahteva prethodno formiranje tablice podeljenih razlika, Sto nije bio
slucaj kod Lagrangeove interpolacije.

S obzirom da je f®)(z) = (e*)®) = ¢ (k = 1,2,...), na osnovu (3.6)

|f(x)—7r2(:13)|§%|x($—0.2)(1:—0.5)| (0<x<0.5),

gde je

M = max |e”| = e® ~ 1.648721.
€(0,0.5]

Ako ho¢emo da smanjimo gresku interpolacionog polinoma, to najjednos-
tavnije mozemo uciniti uvodenjem novog interpolacionog ¢vora. Izaberimo,
na primer, x3 = 0.4, pa je f(r3) = 1.491825. Za tu svrhu, konstatujmo
opet, Newtonov interpolacioni polinom je znatno pogodniji od Lagrangeovog,
jer ne zahteva ponavljanje celog racunskog postupka. Naime koris¢enjem

Newtonove interpolacije, imamo
m3(x) = mo(z) + (x — mo) (2 — 21) (2 — 32) [0, 71, T2, 755 f]
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3.3. Njutnove interpolacione formule sa konacnim razlikama

Dakle, dopunimo poslednju tablicu konaé¢nih razlika novouvedenim inter-

polacionim ¢vorom x3:

k [zk; f] [Tks Trr1s [l | [Ths Thor1, Trgo; f] [Tk Thg1, Tht2, Thyss f]
1.000000
1.107015
1 1.221403 0.634756
1.424393 0.220198
2 1.648721 0.722835
1.568960
3 1.491825
Odavde je

m3(z) = ma(x)+0.220198 z (x — 0.2) (x — 0.5)

= 0.220198 2" + 0.480618 2 + 1.002084 z + 1.
Na osnovu (3.6) imamo
M,y
|f(z) — m3(x)] < ’ |z (z—0.2) (x —0.5) (x —0.4) | (0 <z <0.5).
Na primer, za x = 0.3 je

1 £(0.3) — m5(0.3)| = 0.001288

| £(0.3) — 73(0.3)| = 0.000033 .

3.3 Njutnove interpolacione formule sa kona-
¢nim razlikama

Uvedimo nekoliko operatora konac¢nih razlika ili diferencnih operatora

(definisanih recimo na skupu neprekidnih funkcija) koji ¢e nam biti od pomoéi
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3.3. Njutnove interpolacione formule sa konacnim razlikama

u konstrukeiji odgovaraju¢ih interpolacionih formula. Sa ovim operatorima
sprovodi se formalni racun zasnovan na pravilima algebre i analize, i kao
takav se cesto pokazuje kao elegantno sredstvo za formiranje raznih aproksi-
macionih formula. Taj se racun naziva ra¢cunom konacnih razlika.

Najpre definiSemo operator prednje razlike sa
Af(z) = f(x+h)— f(x) (h=const > 0),
i njegov iterirani operator, tj. stepen operatora A,

ARf(e) = Ao h) - A () (ke ),
A(@) = f(a)

Matematickom indukcijom lako se mogu dokazati formule

k

84£(0) = 301 (§) o+ - i, (3.16)

1=0

f(z+kh) = i (k) A'f(x). (3.17)

, 1
=0

Na potpuno analogan nacin se definiSe i operator zadnje razlike V,

VI(z) = f(z) = fz = h)

i njegov stepen.

Pored ova dva uvodimo identicki operator 1,

i operator pomeranja F,

Ef(z) = f(x+h).
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3.3. Njutnove interpolacione formule sa konacnim razlikama

Kako je E¥f(z) = E(E*1f(x)) = f(z + kh) (k € N), tj. kako iterirani
operator E* primenjen na f(z) daje f(x+ kh), logi¢no se namec¢e definisanje

stepena operatora za proizvoljni izlozilac slede¢om jednakoséu

Erf(z) = f(z +ph) (p€R).

Kako je
Af(z) = flz+h) = f(z) = Ef(z) - 1f(x) = (B = 1) f(2),
imamo formalnu vezu
A=E-1 ili E=1+A

Primenom binomne formule na desne strane u poslednjim jednakostima do-
bijamo

AF = (E -1k = i(—l)’(%) EFT BF =1+ A = i (k) AY

i=0 ! i—0 \'
odakle formalno slede formule (3.16), (3.17).

Primenom rac¢una konac¢nih razlika mogu se izvesti razne interpolacione
formule sa ekvidistantnim ¢vorovima. Sada ¢emo najpre izvesti prvu Newton-
ovu interpolacionu formulu.

Neka je funkcija f data na [a,b] parovima vrednosti (zy, fx), gde je fr =
flzg)iay =20+ kh (k=0,1,...,n).

Za dati skup moze se formirati tablica konac¢nih razlika, konkretno ovde

tablica prednjih razlika.
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3.3. Njutnove interpolacione formule sa konacnim razlikama

zo fo
Afo
T fi AZfo ,
Afi A fo
Ty fo A2f1 A4fo
Afs AP fy
3 f3 A2f2
Afs
Ty f4

Neka je
r=a+ph (0<p<n), . p="""
Kako je
EP = (1+A) = p) AF,
(ray=3 (:
1mamo
ro) =+ arn=h=3 (7)akh =3 () a4+ nisio)
k=0 k=0
.
1@ = s =3 (D) enn, 619

gde je ostatak r,(f;x), s obzirom na jedinstvenost interpolacionog polinoma,
isti kao kod Lagrangeove interpolacione formule, tj.

thrl

ra(fi) = p(p—1) - (p—n) [TV,

(n+1)!
gde je € tacka iz intervala (xg, z,,).

Polinom

o) = zn: (Z) A*fy (ph =2 — 2), (3.19)
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3.3. Njutnove interpolacione formule sa konacnim razlikama

dobijen na ovaj nacin, naziva se prvi Newtonov interpolacioni polinom. Ovaj

polinom moze se definisati i rekurzivno pomocu

(2) = o1 (z) + (Z) ARfy (k=1,...,n),

polazedi od m(x) = fo.

Polinom (3.19) se moze predstaviti u razvijenom obliku

() = fo + pAfo+ p—(pzT D A2 fo+ ...+ pp—1)- ngp —n+l) A" fo,
.
2
() = fo+ %(m — o) + %(m —xo)(x — )+ ...

A" fo
nlhn

(x —xo)(x —21) - (T — Tp1).

Prvi Newtonov interpolacioni polinom (sa kona¢nim razlikama) se koristi
u slucajevima kada se interpolacija izvodi na pocetku intervala, tj. u okolini
tacke xg. Ako se on koristi za priblizno izracunavanje vrednosti funkcije f
za x < T, kazemo da se radi o ekstrapolaciji funkcije.

Kako je
V()= fz) = fle—h) =1f(z) - E7' f(z) = (1 - ) f(2),
imamo formalnu vezu
V=1-E1'1t. E=(01-V) L (3.20)

Koristeci se operatorom zadnje razlike V moze se formirati tablica konacnih

razlika.
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3.3. Njutnove interpolacione formule sa konacnim razlikama

Tp—a fn—4
an,;g

Tp-3 fnfi’) ngan
vfn—2 v3fn—1

Lp—2 fn—2 v2fn—l v4fn
an—l v3fn

Tn—1 fnfl Van
an

Ln Jn

Neka je
Z‘an—i-ph (OS _pén)7 tj‘ b= x_hxn

Kako je, na osnovu (3.20),

oo For(f)e

F@) = flon+ph) = Z(—D’“(‘,f) as

S 1)
_ pr+ p+k DRV

Za f(x, + ph) Cesto se koristi oznaka fy, .
Koristedi se razlikama zakljuéno sa redom n, na osnovu poslednje jed-

nakosti dobijamo drugu Newtonovu interpolacionu formulu

male) = fo+ o9 f+ P ey P Dbt n ) gy
.
m™(r) = fot f( —x,) + 2!}{2 (r—x)(x—Tpq) + ...
+ Z:hél(m—xn)(x—xn_l)--~(:1:—3:1),
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3.3. Njutnove interpolacione formule sa konacnim razlikama

pri ¢emu se ostatak moze izraziti u obliku
hn+1

r(fiz) = mﬂlﬁL - (p+ n)f(nH)(g) (o <& < an).

3.3.1 Prostiranje greske u tablici konac¢nih razlika

Prouci¢emo ovde kako se slucajna greska € u vrednosti funkcije u nekom
od ekvidistantnih interpolacionih ¢vorova, manifestuje u tablici konacnih ra-

zlika. Prikazujemo tablicu konaé¢nih razlika, sa greskom ¢ u vrednosti f,.

Na osnovu tablice moze se zakljuciti sledece:

1. Ako vrednost f, sadrzi gresku, bi¢e pogresne sledece razlike:
Afn-1, Afn;

A2fn—2; Aan—h Aan;
A3fn—3a Agfn—% ASfn—ly Agfn; itd.

2. Kod k—te konacne razlike, greska ucestvuje po zakonu binomnih koefi-

cijenata uz alternativnu promenu znaka, tj.

B () Qo))

Takode, apsolutna vrednost maksimalne greske u k—toj konacnoj razlici
k
<[k; /2}) le| vrlo brzo raste sa redom razlike.

3. Za svaku konaénu razliku A* vaze jednakosti:

(g)s—(T)s—k<§)5—...+(—1)k<:)5:(1_1)k520
<§) el + (T) el + (’;) el + ...+ (Z} lel = (1+1)%|e| = 2¢ |¢].

102



3.3. Njutnove interpolacione formule sa konacnim razlikama

x ! Af A% f A%y Aty
LTn—4 Jn—4a
Afn—él
LTn-3 Jn—3 A? Jn—4

Afn—B AS Jrn—-4 /
Tp—2| fn-2 Alfos | | Atfasate
Afn—Q / AB fn—3+€
Tn—1 fn-1 / A’ fn—2+¢ Al fn_3 —4¢
Afao1+e¢ A2 f_9 — 3¢
Tn Jnte A2fn—1_2€ A4fn—2 + 6¢
Afn—¢ A% fr_q1+ 3¢

Tot1|  Sopr | T A fnte At frq —4e
Afpyr | T | A¥fu-s
Tot2|  Snt2 A? frt1 \ At fnte

A frto A? Jnt1 \
Tnys|  foits A? foio
Afn—I—B

Tn44 fn-|-4

U tablici konacnih razlika figurisu vrednosti funkcije f sa odredenim,
fiksiranim, brojem decimalnih mesta. Ako se funkcija f nad skupom vred-
nosti {(ﬂck, fk)k:o%} iz tablice ponasa kao polinom stepena r (<m), tada ¢e
konac¢ne razlike reda r biti konstantne, a konacne razlike reda r+1, r+2,
...,m ¢e biti jednake nuli (ili ée biti priblizno jednake nuli s obzirom da
su vrednosti funkcije koje su usle u tablicu eventualno zaokruzene). Prime-
timo da funkcija f ne mora biti polinom a da iskaze opisano ponaSanje. Na
primer, ako za funkciju f postoji Taylorov polinom pri ¢emu je odgovarajuci
ostatak za svako x;, iz tablice toliko mali da ne uti¢e na decimale koje figurisu
u tablici, tada je funkcija f prakti¢no tabelirana vrednostima iz Taylorovog
polinoma.

Svakako, ako postoji greska u vrednosti funkcije u nekom od interpola-
cionih ¢vorova, prethodni princip ¢e biti narusen u polju prostiranja greske,

kako smo prethodno videli, Sto nam predstavlja indikaciju o postojanju greske.
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3.3. Njutnove interpolacione formule sa konacnim razlikama

Zakon prostiranja greske u tablici konacnih razlika, koji je razmatran,

daje mogucénost da se u nekim slucajevima pronade izvor greske i otkloni.

PRIMER 4.4. Ispravimo gresku u vrednosti funkcije u jednom od inter-

polacionih ¢vorova, ako je dato

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 24
—1.020 | —0.692 | —0.076 | 0.872 | 2.212 | 3.980 | 6.228 | 9.004

2.6 2.8
12.356 | 16.332

Formirajmo tablicu kona¢nih razlika, na osnovu datih podataka.

| k| Ty, | e | Af | A | A ] A | A

0 1.0 —1.020

0.328
1 1.2 —0.692 0.288

0.616 0.044
2 14 —0.076 0.332 0.16

0.948 0.060 —0.040
3 1.6 0.872 0.392 —0.024

1.340 0.036 0.040
4 1.8 2.212 0.428 0.016

1.768 0.052 —0.020
5) 2.0 3.980 0.480 —0.004

2.248 0.048 0.004
6 2.2 6.228 0.528 0.

2.776 0.048 0.
7 2.4 9.004 0.576 0.

3.352 0.048
8 2.6 12.356 0.624

3.976
9 2.8 16.332

Iz tablice uocavamo sledeée: Razlike A* f;, A* f5 i A% f4, su jednake nuli,
dok su preostale razlike ¢etvrtog i petog reda razlic¢ite od nule, s tim Sto su jos
i razlike petog reda, po modulu, uvecane u odnosu na odgovarajuce razlike
cetvrtog reda. Ovo nesumnjivo govori o postojanju greske u nekoj vrednosti

funkcije fy.
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3.3. Njutnove interpolacione formule sa konacnim razlikama

Dakle, mozemo zakljuciti da sve razlike cetvrtog i petog reda koje su
razlic¢ite od nule, pripadaju polju prostiranja greske € u vrednosti funkcije fx.
Na osnovu prethodne analize, u razlikama cetvrtog reda postoji pet pogresnih
razlika te s obzirom na njihov raspored zakljucujemo da je pogresna vrednost
funkcije za x = 1.6 (k = 3).

Odredimo gresku e.

S obzirom da bi konac¢ne razlike cetvrtog reda trebalo da budu jednake
nuli, to je, na osnovu tablice, A* fs +e == —4-1073.

Ili, na osnovu trec¢ih razlika, koje bi trebalo da budu konstantne (s obzirom

da bi ¢etvrte razlike trebalo da budu jednake nuli), nalazimo

A3 fs = ;l((A?’ f3—¢e) + (A fo+3e)+ (A% f1 — 3e) + (A% fo +¢)) =
= i(52+36+60+44) 107% =48-1073,

ili direktno, na osnovu polja prostiranja greske e, o¢itavamo na osnovu “nepo-
remecenih” treéih razlika A3 f; = A3 f3 = 48 - 1073, a dalje, s obzirom na
A3 fy — e =52-1073, nalazimo ¢ = —4 - 1073,

Gresku € mozemo naé¢i u ovom slucaju i na osnovu drugih razlika koje
bi u ta¢noj tablici morale obrazovati aritmeticku progresiju (s obzirom da bi

trece razlike trebalo da budu konstantne). Dakle, tacna vrednost A? fy je
Afy = (A% fite)+ (A% fo—2e) + (A% f3+¢))

= - (3324392 +428)-107° =384-1073,

W~ Wl

pa € nalazimo na osnovu
£= %(A% — (A%fy —2¢)) = %(384 —392)-107% = —4-1072,
Najzad, ispravljena vrednost f za x = 1.6, bice
fs=(fs+e)—e=0.872—(—0.004) = 0.876.
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3.4. Hermiteova interpolacija

3.4 Hermiteova interpolacija

Ovde obradujemo jedan opstiji interpolacioni problem. Neka su za funkciju
f : la,b] — R u interpolacionim ¢évorovima z; (¢ = 0,1,...,m) poznate

sledeée vrednosti:

f(q:l),f’(:cz),,f(kfl)(ajl) (Z = 0,1,...,77?,).

Neka je broj podataka o funkciji f jednak n+1, tj. n+1 = ko+ki1+. . .+ky,.
Broj k; se naziva visestrukost interpolacionog ¢vora x;.

Posmatra¢emo sada samo interpolaciju algebarskim polinomima, koja je
poznata kao Hermiteova interpolacija. Na osnovu datih podataka o funkciji

f, Hermiteov interpolacioni polinom ¢e u opstem slucaju biti

H,(z)=ap+ a1z + ...+ a,z".

Koeficijente a; (i = 0,1,...,n) odredujemo resavanjem sistema linearnih
jednacina
HD(z;) = f9(2;) (i=0,1,...,m; j=0,1,... k —1). (3.21)

Teorema 3.4.1 Sistem jednacina (3.21) ima jedinstveno resenge.

Dokaz. Za dokaz ovog tvrdenja dovoljno je pokazati da homogeni sistem

jednacina
HI(z,)=0 (i=0,1,...,m; j=0,1,... k —1)
ima samo trivijalno resenje a; =0 (i = 0,1,...,n), tj. H,(z) =0.

U posmatranom slucaju sledi da je z; nula polinoma H, viSestrukosti
najmanje k;, Sto znaci da zbir visestrukosti svih nula polinoma H,, nije manji
odn+1(=ko+ ki +...+ky). No, H, je polinom stepena n, zakljué¢ujemo

da on mora biti identicki jednak nuli. Dokaz je zavrSen. 0O
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3.4. Hermiteova interpolacija

Kako resavanje sistema linearnih jednacina (3.21) moze biti veoma kom-
plikovano to se konstrukcija Hermiteovog interpolacionog polinoma najcesée
izvodi koris¢enjem Lagrangeove interpolacije, ukljuc¢ivanjem uslova (3.21).

Naime, polinom H,, trazimo u obliku
H,(z) = mp(z) + (x — x0)(x — 1) - - - (x — ) Hi (), (3.22)

gde je m,, Lagrangeov interpolacioni polinom dobijen samo na osnovu datih
podataka o vrednnosti funkcije f u interpolacionim ¢vorovima, tj. na osnovu
parova (x;, f(x;)) (i = 0,1,...,m), a Hy za sada nepoznati polinom ¢iji je
stepen takav da je k +m + 1 = n. Primetimo da ovakva reprezentacija
polinoma H,, zahteva odredivanje polinoma Hj. Kako smo iskoristili infor-
macije o vrednosti funkcije (za odredivanje m,,) ostaju nam na raspolaganju
vrednosti izvoda funkcije. Imajuéi u vidu interpolacioni zahtev (3.21), to
diferenciranjem (3.22) dobijamo potrebne uslove za odredivanje polinoma
Hy, koji su opet tipa (3.21), ali sada za polinom Hy. To znaci da se metoda
konstrukcije Hermiteovog polinoma moze da zasnuje rekurzivno.

Na osnovu prethodne teoreme polinom koji se na ovaj nacin dobija pred-
stavlja Hermiteov interpolacioni polinom. Evo primera kojim ilustrujemo

navedeno.

PRIMER 4.5. Konstruisimo Hermiteov interpolacioni polinom na osnovu

slede¢ih podataka

_z [-1] 0] 2]
f(z) 07| 3
F(z) | =8| =5 |55
f"(x) 10

Kako je dato sedam podataka, interpolacioni polinom ¢e biti stepena ne
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3.4. Hermiteova interpolacija

viSe od Sestog. Potrazimo ga u obliku
Hg(z) = ma(x) + (v + 1)(z — 2)x H3(x), (3.23)

gde je my(x) Lagrangeov interpolacioni polinom formiran na osnovu vrednosti
funkcije f u tackama r = —1, z =0, x = 2, tj.

(x+1)(x —2) 43 (x 4+ 1)(x —0)
(0+1)(0—2) (24 1)(2-0)

mo(z) = =7 =d4r* -3 -7,

a Hs(z) za sada nepoznat polinom stepena ne viseg od tri.

Diferenciranjem (3.23) dobijamo
Hi(z) = 87 — 3+ (32° — 22 — 2)H3(x) + (z + 1)(z — 2)z H}(x),
odakle, s obzirom na interpolacioni zahtev
Hg(=1) = f'(=1) = =8, Hg(0) = f'(0) = =5 1 Hg(2) = f'(2) = 55,

sledi
Hi3(—1)=1, H30)=1, H32)=7. (3.24)

Kako je dalje
HY(x) = 8 + (62 — 2) Ha(z) + (62 — 4z — 4) Hy(z) + (x + 1)(x — 2)x H}(z)
i HY(0) = f(0) = 10, dobijamo
H(0) = 1. (3.25)

Primenimo sada isti postupak na odredivanje polinoma Hjs, na osnovu

podataka (3.24) i (3.25). Dakle, imamo

Hi(x) =m3(x) + (z+ 1)(z — 2)za (a = Hy(z)),
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Dalje, kako je
Hi(z) =27+ 1+ (32° — 22 — 2)a

i H,(0) = —1, dobijamo a = 1, pa je
Hsy(z) =2 —x+1.
Najzad, na osnovu (3.23), dobijamo

Hg(z) = 2% — 2° — 32 4+ 22° 4+ 52 — 5 — 7.

Analogno kao za ostatak Lagrangeove interpolacije, za ostatak Hermi-

teove interpolacije vazi sledeca teorema.

Teorema 3.4.2 Neka je f € C"a,b] i x; € [a,b] (1 =0,1,...,m). Tada
postofi £ € (a,b) takvo da je greska Hermiteovog interpolacionog polinoma

f(E)

CES Q,(x), (3.26)

m(f;7) = f(z) — Hy(v) =

gde je

Qu(z) = (z —20)*(x —2)" - (2 — 3,)".
Dokaz. Uvedimo pomoé¢nu funkciju g, definisanu sa

g(x) = f(x) = Hn(2) = i ().

Neka je z proizvoljna tacka iz [a, b] takva da je T # x; (i =0,1,...,m).

Pomoc¢na funkcija g ima nule u tackama g, 1, . . . , Z.,, Ciji je red viSestru-
kosti najmanje ko, k1, ..., k,, respektivno. Odredimo konstantu x,, tako da
bude g(z) = 0. Kako je z # x; (i = 0,1,...,m), ovakva vrednost za k,

postoji. Naime,
f(z) — H,(7)
) . (3.27)
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Na osnovu Rolleove teoreme, izvod ¢’ ima bar m + 1 nula koje se nalaze
izmedu nula funkcije g. S druge strane, funkcija ¢’ ima nule i u tackama
X0, X1, .., Tm, Ciji je red viSestrukosti najmanje kg — 1,k — 1,... k,, — 1,
respektivno. Dakle, broj nula funkcije ¢’ na [a,b] je najmanje n + 1 (=
(ko— 1)+ (ks — 1)+ ...+ (kn — 1) + m+ 1), pri ¢emu se visestrukost nula
uzima onoliko puta koliki je njen red visestrukosti.

Kako HY"™M(z) =01 Q0™ () = (n+ 1)1, iz ¢m*D(€) = 0 sledi

_ U

fin (n+ 1)’
sto zajedno sa (3.27) daje

F(E)
(n+1)!

Kako je Z proizvoljna tacaka iz [a, b], sledi (3.26), tj. dokaz je zavrSen.

f(x) = Hy(7) + 2, (2).

Ovu sekciju zavrsavamo tako Sto ¢emo odrediti opsti oblik Hermite—
ovog interpolacionog polinoma za realnu funkciju y = f(x) na intervalu

[a,b], a,beR.

Neka je zadat bazni sistem interpolacionih funkcija
wo(x), p1(x), ..., palz), ...
na [a,b]. Odredimo takvu linearnu kombinaciju ovih funkcija
px) =) cipil) (3.28)
i=0

koja zadovoljava uslove

p(xo) = w0, @(@0) =y ... 0D (zp) = yi* Y,
al— a;—1

o) =y )=yl . o@D (@) =y,

So(xn) = Yn, QOI(:Cn) — y;” L ’gp(anfl) (xn) — y,,(ﬁboznfl)7
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()

gde su y;”’ poznate vrednosti, a z; € [a,b] (i =0,1,2, ... ,n; x; # x; pri

i # 7). Posto je broj uslova koje nameé¢emo funkciji ¢(x) jednak
g +oap+ ... Fa,

da bi nas zadatak imao jedinstveno resenje potrebno je da bude

m=ay+o1+ ... +a,—1
i

wo(o) ©1(o) ©m(20)
©o (o) @1 (o) ©rn(20)
ap—1 ap—1 ap—1

e o) A o) e ) | 20
wo(r1) p1(71) . Om(T1)
an—1 an—1 an—1

oy VN an) o ) eV (ay)

Ako se ograni¢imo na slucaj kada je ¢;(z) = 271 y7) = f@(z,) (i =
0,1,...,m;5 = 0,1,...,a; — 1) onda polinom (3.28) predstavlja algebarski
interpolacioni Hermiteov polinom za funkciju y = f(x) na intervalu [a,b] .

Odredimo sada opsti oblik Hermiteovog interpolacionog polinoma. U tu
svrhu uvedimo polinome H;;(x) stepena ne viseg od m, koji zadovoljavaju

sledeée uslove:

Hy(wy) = Hpy(a) = ... = H{ V(@) =0, i#k,
Hy(w) = Hj(x)= ... =HI @) =HI (@) = (@) =0,
H?(z) = 1 (i=0,1,2, ... ,n; j=0,1,2, ... ,a; — 1).

Kako H;; ima nule
Loy L1y -+ 3 Lj—1,Lj41y --- 5Ly,
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3.4. Hermiteova interpolacija

visestrukosti

Qp, 1, oo QG 1, QG4 1, .., Oy,

respektivno, a u tacki x; nulu viéstrukosti j, to je

Hij(z) = (x —zo)™(x —21)* -+ (2 —2;21)" (2 — 7) %

X (2 = 2i0) - (= @) Hyg(2),

gde je ﬁij () polinom stepena «; — 7 — 1, razli¢it od nule za = = x;. Pred-

stavimo ga, zato, u obliku
ﬁz](x) = AE?) + Agjl,)(x — %) + .+ A@(gti*jfl)(w _ xi)ai—j—l.

Neka je
Qz) = (r —20)*(x —x1)™ - (x—2n)™,
tada

(x — @)

(0) (1) (ai=j—1) ai—j—1 _
Ay + A (r =)+ .+ A (x —a)M 77 = )

Ako pustimo da x — x;, dobijamo:

AD — lim {(x _Qg(ﬁ;))aij (f i(;i))j:| '

Prvi ¢inilac na desnoj strani u prethodnoj jednakosti, pod limesom, je nepreki-

dan za z = x;. Dakle,

i {(xs;(g)%} - Fxs;(i?)ai]x:xi |

Limes drugog ¢lana nalazimo po L’Hospitalovom pravilu:

. (4)
. HU@) L Hij (7) 1
Jm l(x—xi)j_ =TT
Dakle, ]
40 _ L[l z)
Yool Q=)

r=x;



3.4. Hermiteova interpolacija

Analogno nalazimo koeficijente AZ(-;?):

1 d* [(x—z;)% H(x)
AW = i : S
i K o dak [ Qz) (z-— xz)ﬂ}

Primenom Leibnitzovog pravila za diferenciranje proizvoda imamo

£ [ ] -5 () o) [ ]

p=0

]

je neprekidan u tacki z = x;. Dakle,

Izvod

lim
T—Tq =
%

Za nalazenje limesa

lim

T—xT;

Hyj(x) 17
(x —x;))
postupamo na slede¢i nacin.
Polinom H;;(z) je stepena ne viseg od m. On je deljiv sa (z — z;)7,

stoga ga mozemo zapisati u obliku

Hl](x) = B?,(jO)(x - xi)j + Bl(]l)(ﬁ - l’i)j—H + ... + BZ(Jm_])(;U — [L’i)m,

ili
(:C_J—(;-))j =B +BY(x—x)+ ... +BY (@ —z)" .
Dakle
] Hl(x) (k—p) b
e I

No, Bi(f_p) kao koeficijente razlaganja H;;(z) po stepenima (z—z;) mozemo

zapisati u obliku

i
o _ BT )
Y (j+k—p)!
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3.5. Numericko diferenciranje

U naSem slucaju je
jtk—p<j+k<jta-j-l=a-1

Uoc¢imo da je B (k p=0,1,...,0; — j — 1) razli¢ito od nule samo za

p =k, 1u tom slucaju je

©_ 1
BY =
Dakle,
k )% .
am 1 @ [ —2)n Hie)
K k! 2=a; dak Qz) (v —a4)
B 1 [(z— )™ (k)
k! Q(x) _—

T=x;

Na osnovu svojstava funkcija H; J(:c) nije tesko uociti da je

n oa;—1
p(x) = Hp(x) = > g Hy(x),
i=0 j=0
odnosno
n oa;—1loa;—75—1 Yy k
Hol) - SR (Ci R O
m kg Q(x) oy, (@ — @y)imIk

3.5 Numericko diferenciranje

Posmatramo realnu funkciju f definisanu na intervalu [a, b]. Cesto imamo
potrebu za numerickim diferenciranjem funkcije f, npr. kada je funkcija f
data tabelarno, tj. kada znamo samo vrednosti funkcije na nekom diskretnom

podskupu intervala [a, b], kada je analiticki izraz za f komlikovan, itd.
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3.5. Numericko diferenciranje

Numericko diferenciranje se uglavnom izvodi tako sto aproksimiramo fun-
keiju f nekom funkcijom ¢ na [a,b] (f(x) ~ ¢(x), x € [a,b]) koju onda

diferenciramo odredeni broj puta. Dakle,
fOz) ~ oW (), (a<az<b k=1,2,..)).

Naravno, od funkcije ¢ se zahteva da moze jednostavno da se diferencira,
zbog Cega se najcesce za ¢ uzimaju algebarski interpolacioni polinomi.

Neka je ¢ interpolacioni polinom stepena n, tj.
() = mn ().
Iz formule za gresku interpolacionim polinomom
ra(fi2) = f(2) = m(x) (2 € [a,b])
dobijamo formulu za gresku diferenciranja, naime
r(f2) =[O (@) =P (@) (€ [a,b]).

Za red izvoda ima smisla uzeti samo k < n. Primecujemo da je kod inter-
polacije greska u ¢vorovima jednaka nuli, dok kod numerickog diferenciranja
to ne mora biti. Dakle u opstem sluc¢aju numericko diferenciranje ima manju
tacnost od interpolacije.

Neka su poznate vrednosti funkcije na skupu ekvidistantnih tacaka
{zo,1,...,2m} C |a,b],
sa korakom h. Dakle, neka je
fe=fxr) = f(zo+kR) (k=0,1,...,m).

Na skupu

{xi7xi+17"'7xi+n} (Oglgm_n)
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3.5. Numericko diferenciranje

konstruisSimo prvi Newtonov interpolacioni polinom

mae) = St pafior PO Dy P2 URZD g

3!
1) (p— 1
R TE R R T

tj.
2 — P 3p* 42
ma(@) = fi+ pAfi+ Eo R A4 A,
1
Pt — §n(n —Dp" T+ ..

NI ' A",
n.

(3.29)

gde je p = (x — x;)/h.

Posto je
1 dm,(z)
/ _ - n
diferenciranjem (3.29) dobijamo
1 % —1 p? — 6p + 2

6

Daljim diferenciranjem (3.30), dobijamo =/, 7/ itd.

Na primer
1 1
wn@ﬁ::EE(A%ﬂ4—@o—1)A?ﬁ+..). (3.31)
Za x = x;, tj. p =0, formule (3.30) i (3.31) se svode na
1 1 1 (—1)n1
") = — [ Afi — A2 fi 4+ A3 — .+ A"
(i) h( fim gAYit g A i — o fz)

Dakle, imamo

(-1

f(ws) = % (Afi - %Ain + %Agfi -+ Anfi) + 1 (fr ).

(3.32)
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3.5. Numericko diferenciranje

Ako je f € C™ 1 a,b], greska u poslednjoj formuli moze se predstaviti u
obliku
(=1)"

rulfiz) = S W) (6 € (@), (3:33)

Poslednja formula pokazuje da greska u interpolacionom ¢voru ne mora biti
jednaka nuli, iako je r,(f;z;) = 0.

Na osnovu (3.32) i (3.33), za n = 1,2, 3 dobijamo respektivno

h
) = 7= 1)~ o)

Flo) = g (-3t Afin = fira) + o f"(E),
flz;) = 6ih (=11f; + 18 fix1 — Yfivo + 2fits) — hzf(4)(§3)a

gde je &,, u izrazima za ostatak u prethodnim formulama, takvo da &, €
(i, Tngi), zan=1,2,3.

Korig¢enjem operatora zadnje razlike V, sliéno formuli (3.32), dobijamo
! 1 1 2 1 3 1 n /
f(xi)zﬁ Vfi+§v fi+§v fi“‘---‘{’ﬁv fir) +ra(fi@).

Ako je f € C™ 1 a,b], greska u poslednjoj formuli moze se predstaviti u

obliku

1

r (fiai) = o WD () (e € (Timn, ).

Za n =1,2,3 dobijamo respektivno

h
f(x;) = % (fi — fiz1) + Ef"(Th),
h2
flx:) = % (Bfi —4fica + fimo) + gfm(nz)a

3
Fle) = o (L= 1801+ 90— 2fis) + =D (my),

gde je n,, u izrazima za ostatak u prethodnim formulama, takvo da 7, €

(Ti—n, x;), zan=1,2,3.
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3.5. Numericko diferenciranje

Prethodne formule za prvi izvod u ¢voru x; su nesimetricne. One se
uspesno primenjuju kada se odreduje izvod na krajevima intervala [a, b].
Tipicna primena ovih formula je kod aproksimacije diferencijalnih konturnih
uslova u konturnim problemima kod diferencijalnih jednacina.

Za ¢vorove unutar intervala [a, b] bolje je koristiti simetri¢ne formule za
diferenciranje, tj. one koje se dobijaju primenom operatora centralne raz-
like, koji nisu predvideni za obradivanje ovom knjigom. Kao korisne, ovde

navodimo formule za odredivanje prvog i drugog izvoda:

F@) = i = ) = 3RFG) (G mnan), (339

£ = 5 Uons = 2t i) = 5 PIOG) (G € (ren,ain). (3:35)

PRIMER 4.6. Data je funkcija

y(x) = esin %.

Aproksimiracemo datu funkciju polinomom

i analizirati gresku kod numerickog diferenciranja.

Ako je € dovoljno malo, vazi:

ly(z) — p(z)] < e,

gde je €1 pozitivna veli¢ina bliska nuli.
S druge strane,

y(x) =0, za m3 = kne?,

pa ako za ¢vorove interpolacije uzmemo bas tacke z, onda je interpolacioni

polinom p(x) = 0.
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3.5. Numericko diferenciranje

Dakle, y(z) =~ 0, dok

1
max]y’(x)\:g—>oo, e—0+.

PRIMER 4.7. Pretpostavimo da je f € C3[a,b] i neka zg,71 € (a,b).

Dokazimo najpre da postoji tacka £ € (a,b) tako da je za h = x; — xq

’ h\ Afo ()
f (wo + 5) =5 e h. (3.36)

Formula (3.36) vazi, jer

2

1 h h h n: o1, h 1,
- E{f($0+§)+§f <$0+§)+Z'5 IO+§ +§§ (1)

h h ., h R? 1, h 1,
- f($o+§>—l-§f ($o+§)—z'§f ($0+§)+§§f (772)}

h? m
= _ﬂf (6)7 § € (a>b)'

£ () = gt = s = £ (+ 5 )

Dokazimo sada

"
lir% [0, x1, 2, + &; f] = [xo, 21, 2,23 f] = f 3('5) :

gde jex =xo+ h/2, &€ (x9,21).

Oznacimo interpolacioni polinom prvog stepena, dobijen na osnovu vred-

nosti funkcije f u ¢vorovima xg, x1, sa m;. Imamo

mi(x) = f(xo) + (@0, x1; fl(x — x0).

Kako je na osnovu na osnovu teoreme o ostatku u interpolaciji Newtonovim

polinomom sa podeljenim razlikama
f(@) = mi(x) = [0, 21,25 f] (2 — 20) (x — 21),

119



3.5. Numericko diferenciranje

1mamo

@)= (2) = o {[wo, 20, ]} 2 —0) (2 =) oo, 21, Sl —ra+a ),

pa je

h h h? d
f’ (350 + 5) - 7T1 (IBO + 5) = —Z%{[ﬂﬁo, L1, X3 f]}z=x0+h/27

jer je
[$0,$1, Z; f] ($ —T1+T— xo)z=x0+h/2 = 0.

S druge strane, na osnovu (3.36), imamo

h h h?
f ($0 + §> —m (900 + 5) = —ﬂfﬂl(f)-

Uporedivanjem poslednja dva izraza dobijamo da je

h? d B2
g 10 o0 Mamsoinn = =51 1(0)
tj.
d 1 "
iz oo @ Mamsginsz = G £(6).
Dakle, vazi
! P, LT E ]~ (T, X1, TS
prornzi fl} = lim [0, 71 fg [0, 21, ; f]
= lli% [0, x1, 2,2 + €; f] = [x0, 1, 2, T; f]
— 1 "
= /)
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3.5. Numericko diferenciranje

PRIMER 4.8. Data je funkcija tablicom

x Y Ay A%y A3y Aty
0.50 0.3521
—0.0510
0.75 0.3011 —0.0081
—0.0591 0.0079
1.00 0.2420 —0.0002 —0.0016
—0.0593 0.0063
1.25 0.1827 0.0061
—0.0532
1.50 0.1295

Ispitajmo da li data funkcija ima tacku prevoja na intervalu interpolacije.
Za izracunavanje drugog izvoda u ¢vorovima 0.75,1.00,1.25, koristimo
formulu (videti (3.35))

n__Y-1— 2y0 + 1
y ==

2 + O(Rh?).

Za izracunavanje izvoda u tacki x = 0.50 koristimo prvi Newtonov interpo-

lacioni polinom

plp—1
y(r) =~ yo+pAyo+ %Nyo +

p(p—1)(p—2)(p— 3)
4!

(p—1)(p—2) 3
p(p Qp Ao

+ Ayo,

gde je p = (x — xo)/h. Dakle,

1

y//(05> ~ h2

11
N%—N%+EAm]:4mma

Za izracunavanje izvoda u tacki x = 1.50 koristimo drugi Newtonov interpo-

lacioni polinom

p(p+1)(p+2)
3!

+1
y(z) =~ ys+ pAys + %Az?/z +

p(p+1)(p+2)(p+3)
4!

Agyl

A4?JO7
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3.5. Numericko diferenciranje

gde je p = (x — x4)/h. Dakle,
" 1 2 3 11 4

Dobili smo tabelu pribliznih vrednosti drugog izvoda tabelirane funkcije.

k Ty, y'(zr) = yy
0 0.50 —0.2795
1 0.75 —0.1296
2 1.00 —0.0032
3 1.25 0.0976
4 1.50 0.1749

Ocigledno je v = 0 za x € (1.00,1.25). Da bismo odredili priblizno tacku
prevoja z* koristimo podatke iz prethodne tabele i primenjujemo inverznu

Lagrangeovu interpolaciju. Dakle,
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Glava 4

Nelinearne jednacine i sistemi

Ova glava je prvenstveno posvecena iterativnim metodama za reSavanje

jednacina oblika

gde je f(x) nelinearna funkcija definisana na intervalu [a, b]. Pretpostavlja-
¢emo da je f neprekidna na [a,b] i da u njemu ima samo jednu nulu « (ne
racunajudi visestrukosti).!

Osnovne karakteristike ovih metoda su sigurnost? i brzina konvergencija.
Obicno je slucaj da brze metode nemaju sigurnu konvergenciju, dok je sporije
metode imaju. Brzinu konvergencije izrazavamo preko reda konvergencije

metode.

Definicija 4.0.1 Red konvergencije niza brojeva x,,, n € Ny, koji konvergira

ka o je p, ako je
|z, —al <clzn1—alP, ceRY. (4.1)

Broj ¢ se naziva faktor konvergencije. Ako je p =1, mora biti ¢ < 1.

1Ovo éemo uvek podrazumevati i kad posebno ne naglasimo.
2U smislu da li uvek konvergiraju ili ne.
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4.1. Metoda polovljenja intervala

Akojep=1ic<1,iz (4.1) se lako dobija
|z, — x| < wg— x|, ceRY. (4.2)

Ponekad je mnogo lakse pokazati (4.2) nego (4.1). I u ovom sluc¢ajemo kazemo
da niz iteracija konvergira linearno sa faktorom c.
Za primenu ovih metoda potrebno je imati ocenu za udaljenost iteracije

od «, da bismo znali kad prekinuti sa racunanjem.

Teorema 4.0.1 Ako je funkcija f diferencijabilna na [a,b], | f'(z)] > m; >0
za sve x € [a,b] i f(a) =0, tada je

@)

[z —al <
my

Dokaz. Na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti postoji & € (a,b) takvo da
je
f(@) = fle) = f1(§) (x — ),

odnosno, s obzirom na pretpostavke,

[f @) =[Oz —al =mi |z —af.

O
Za upotrebu ove teoreme moramo nakon svake izracunate iteracije, izra-
¢unati i vrednost funkcije u njoj, sto moze zahtevati izvodenje velikog broja

operacija.

4.1 Metoda polovljenja intervala

Metoda polovljenja intervala je najjednostavnija metoda za nalazenje nula

funkcije f. Jedina pretpostavka za njenu primenu je

fla)- f(b) <0.



4.1. Metoda polovljenja intervala

Oznac¢imo sa a pravu nulu funkcije f, i zatim

a0+b0
5 .

ap=a, by=0, wp=

Algoritam se sastoji od koraka slede¢eg oblika. U n-tom koraku se konstruise
interval [ay,, b,|, tako da bude duplo kraéi od prethodnog intervala i da «
ostane unutar [a,,b,|. Interval [a,,b,] se konstruise polovljenjem intervala

[@n—1,b,_1] tackom x,_1, i to tako da je

Up = Tp_1, by = by_1, ako je f(&nfl) : f(l'nfl) >0,

Ap = Ap_1, by = Tp_1, ako je flan—1) - f(zn1) <O0.

Postupak zaustavljamo kad je b, — z, < ¢.

Gresku n-te iteracije mozemo odrediti na slede¢i naéin,

1 1 1
§(bn—an>:§(bn,1—an,1) =...= ont1 (b—&)

|z, —al < b, —x, =

Kako je (b —a)/2 = b — x, prethodnu ocenu mozemo pisati kao

1

|:L‘n_a| S 2TL

(b— 20). (4.3)

Ova ocena li¢i na (4.2), ali na desnoj strani, umesto |ry — «|, imamo nesto
veéi broj. Ipak, desna strana daje nam da naslutimo da ¢e konvergencija biti
dosta spora.

Odredi¢emo jos i broj koraka potrebnih da bi se odredilo resenje s tacnoséu

e. Da bismo postigli da je |z, — a] < &, dovoljno je zahtevati

1
2n+1(b—a)§€,
a to je ekvivalentno sa
In(b—a) —1
n > n( a) ng_L n € Np.
In2
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4.2. Metoda regula falsi

4.2 Metoda regula falsi

Videli smo da metoda polovljenja intervala ima sigurnu konvergenciju, ali
je ona dosta spora. Prirodan pokusaj da se ona ubrza je metoda regula falsi
(ili metoda pogresnog polozaja). Opet je cilj u svakom narednom koraku
konstriusati kraci interval u kome lezi trazeno «, s tom razlikom Sto sada
iteracije x,, racunamo na drugi nacin.

Funkciju f aproksimiramo pravom koja prolazi kroz tacke (a,, f(a,)) i
(bn, f(bn)). Njena jednacina je
flan) — f(bn)

an_bn

(x —by), iy — f(a,) = M(m—an).

— £(b) =
y— f(bn) —
Presec¢nu tacku ove prave sa x osom oznac¢imo sa z,,. Ona lezi unutar intervala
[an, by] jer su tacke (ay, f(an)) 1 (by, f(by)) sa razlicitih strana x ose. Zatim,

kao u metodi polovljenja intervala, pomeramo ili tacku a, ili tacku b, u x,.

Tacku z,, je lako izracunati

bn_a'n an_bn

f(bn) — f(an) flan) — f(bn)

Pod predpostavkom f(a) - f(b) < 0, metoda regula falsi uvek konver-

n = by — f(by) (4.4)

= an _f(an>

gira ka a. Medutim, pitanje je koliko smo uspeli u pokusaju da ubrzamo
konvergenciju metode polovljenja intervala.

Uz dodatne pretpostavke za f, pokazacemo da je konvergencija ove metode
linearna. Ako jednakost (4.4) za n = 0 pomnozimo sa —1 i dodamo a s obe

strane, dobijamo

a—1r9y = a—b+

IO 0
abig] “(“*m—mmwﬁﬁ

_ m_@(k%f@—fm)>

(@0 a,b; 7]
~ oo ) b f]
= @(“”b )m—wmmﬁo
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4.2. Metoda regula falsi

o8- ()

b
B o a[aba f]

Uvedimo pretpostavku f € C?[a, b]. Na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti,

postoje £ i ( iz [a, b], takvi da je

@ bifl=11€), labaifl=5 Q).

Sada je
f" ()

2/(8)

Neka su jos prvi i drugi izvod funkcije f stalnog znaka na [a,b]. Zbog

a—z9g=—(a—0b)(a—a) (4.5)

medusobne sli¢nosti, razmotri¢emo samo jedan od moguca cetiri slucaja, npr.
f'(x) >0, f'(x) >0, Yz € [a,b].

Tada je f rastuca i konveksna, pa se duz koja spaja tacke (a, f(a)) i
(b, f(b)) uvek nalazi iznad funkcije f. Desna strana u (4.5) je pozitivna, pa
je a > xg, Sto znaci da se u sledecem koraku pomera levi kraj intervala. Isto
se dogada u svim narednim koracima, tj. desni kraj intervala b je fiksiran, a

« uvek ostaje desno od iteracija x,. Na osnovu (4.5) zakljuéujemo da je

f"(Gn)
2 /(&)

tj. konvergencija metode regula falsi je linearna. Poredec¢i prethodnu relaciju

a—x, =—(a—0b)(a—ay,)

a (4.3), vidimo da postoje slucajevi kad metoda polovljenja intervala brze
konvergira od regula falsi. Prilikom racunanja aproksimacija ne moramo

proveravati u kom intervali je o, a formule (4.4) su sada

Tn—1 — b

f(xnfl) - f(b)’

Isto vazi i kad su f’ i f” negativni na [a, b].

n e NQ . (46)

Ty =a, Tp==Tp1— f(Tno1)
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4.3. Metoda secica

Kad su f"i f” razlicitog znaka na [a, b], fiksiran je desni kraj intervala, a

uvek se pomice b, tj. iteracije x, su uvek desno od «. Formule (4.4) su sada

Tp—1 — Q

f('rn—1> - f(ay

r_1= b, Tpn = Tp—-1 — f('rn—l) n e NQ .

4.3 Metoda secica

Ako u metodi regula falsi prave linije ne povla¢imo kroz tacke (a,, f(a,)) i
(bn, (f(bn))), veé kroz (z,_1, f(xn_1)) i (2, f(x,)), dobijamo metodu secica.
Ovim smo izgubili svojstvo sigurne konvergencije, a pokusavamo povecati
brzinu konvergencije.

Formule (4.4) postaju

Ty — Tp—1

f(xn) - f(an),

Sad se postavljaju pitanja kako odrediti pocetne aproksimacije xq i x1, tako

Tpt1 = T — f(20) neN.

da niz x,, konvergira ka «, i kog je reda ta konvergencija.
Pretpostavljacemo da je « jednostruka nula funkcije f, tj. postoji interval

I =|a—¢e,a+¢], e >0, takav da je f'(z) # 0, Vo € I. Pretpostavlja¢emo

jos da f € C*(I). Ako su pocetne aproksimacije zg i z; dovoljno blizu «, niz

x, konvergira ka o sa redom p, gde je

_1+45
2

P ~ 1,618.

Dokazimo ovo tvrdenje. Relacija (4.5) je sada

f"(Gn)

a—x,01=—(—1z,) (@—2,1) 2P (4.7)
Definisimo broj M,
max | f”(x)]
— W . (4.8)
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4.3. Metoda secica

Na osnovu (4.7), za svako x i ; iz intervala I vazi
la — 29| < oo — 21| |ao — 0| M.

Da bismo skratili zapis, ozna¢imo gresku n-te aproksimacije sa e,, tj. e, =

a — x,. Mnozenjem prethodne nejednakosti sa M dobijamo
M\egf S M’61|M’60| .
Konacno, pretpostavimo da su xq i x; toliko blizu « da vredi
0 = max{M|eg|, M|e |} < 1.
Sada je M|es| < 6% < 6, pa je
)
lea] < i max{|egl, e1]} < €.

Dakle, uz sve navedene pretpostavke vazi x5 € I. Nastavimo li ovaj postupak

dobijamo |es| < §3/M, ey < §°/M, ... Uopsteno, ako je
M e, 1| < 6™, Mle,| < 0,

onda je

M |€n+1| < M |€n| M |€n—1| < 5qn+qn_1 = yIn+t |

Vidimo da je niz ¢,, definisan rekurzijom

qn—i—l:(_In_I'Qn—la CIOZCh:l-

Radi se o poznatom Fibonaccijevom nizu, koji ocigledno tezi ka co. Kako je
0 < 1 zakljucujemo da e, — 0, tj. x, — a.

Neka je ova konvergencija reda r. To znaci da je r najveci broj za koji
vazi

lens1] < calena|”, n=2,3,.... (4.9)
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4.3. Metoda secica

Iz relacije (4.7) dobijamo
lens1] < M en|lena| < Mclen ™, n=2,3..., (4.10)

a r je najved broj za koji to vredi. Iz (4.9) i (4.10) zaklucujemo da je r
pozitivan koren jednacine

1+
2

=

rP=r+l=r=

Uspeli smo u nameri da ubrzamo konvergenciju metode regula falsi, ali

ostaje problem kako odrediti zq i 7.

PRIMER 4.1. Jednac¢ina 2? — e® + 2 = 0 ima jedinstven prost koren na
intervalu [1,2]. Lako se proverava da su prvi i drugi izvod funkcije f(z) =
2? — €% + 2 negativni na [1,2]. Ako primenimo metodu regula falsi, iteracije

se racunaju po formuli (4.6), i one sa leve strane teze ka resenju «. Tako

dobijamo

n T, n T,

0] 1.16861 | 8 | 1.31876
111.24873 | 9| 1.31893
21 1.28644 | 10 | 1.31901
31 1.30400 | 11 | 1.31904
411.31213 | 12 | 1.31906
51 1.31588 | 13 | 1.31907
6| 1.31760 | 14 | 1.31907
71 1.31840

Racunajuci iteracije metodom secica, polazeé¢i od g = 11 x1 = 2 dobi-
jamo

Tn
1.16861
1.24873
1.32745
1.31867
1.31907
1.31907

\ICT:U‘H&OJ[\D‘3

130



4.4. Hibridna Brent-Dekkerova metoda

Ocekivano, druga metoda konvergira znatno brze, ali generalno, ne mozemo
biti sigurni u njenu konvergenciju, pogotovo ne sa ovakvim izborom pocetnih

iteracija.

4.4 Hibridna Brent-Dekkerova metoda

U metodi regula falsi i metodi sec¢ica smo funkciju f aproksimirali interpo-
lacionim polinomom prvog stepena. Mozda bi se mogle dobiti brze metode
ako funkciju f aproksimiramo interpolacionim polinomom veleg stepena?
Za takvu interpolaciju nam treba vise tacaka, pa se kvadratna interpolacija
namece kao prvi izbor.

Brent-Dekkerova metoda je smisljena kao metoda koja bi trebala konver-
girati brze od metode secica (u najboljem sluc¢aju kvadratno) i uz to imati
sigurnu konvergenciju. Sastoji se iz uzastopnih ponavljanja koraka od ko-
jih svaki moze obuhvatati delove koje grubo mozemo opisati kao inverznu
kvadratnu interpolaciju, metodu polovljenja intervala i metodu secice (pre-
ciznije jedan njihov korak).

Korak pocinje tako Sto se metodom secica odredi treca tacka. Prema
nekom kriterijumu se procenjuje da li je ta tacka dobra. Ako jeste formira
se kvadratni interpolacioni polinom P, kroz poslednje tri tacke, ¢ija nula se
uzima za cetvrtu tacku. Odnosno, formira se Py !, a cetvrta tacka je Py '(0).
Ako je treca tacka odbacena kao losa, radi se jedan korak metode polovljenja
intervala.

Sto se manje puta bude morala koristiti metoda polovljenja intervala, to
¢e konvergencija biti brza. Precizni kriterijumi kako se procenjuje da li je
neka tacka dobra ili losa su dosta slozeni, pa ih izostavljamo. Metoda je

sastavni velikih numerickih biblioteka programa.
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4.5. Metoda tangenti

4.5 Metoda tangenti

Ako u metodi secica [z, z,_1; f] zamenimo sa f'(z,) (uz pretpostavku

f'(z,) # 0) dobijamo sledeéu formulu za generisanje niza x,,

n

(4.11)

Motivacija za ovo je oc¢igledna, narocito kad su x, i x,_; veoma blizu. Nova
iteracija z,41 je nula tangente funkcije f u tacki (x,, f(z,)). Ovu metodu
zovemo jos i Newtonova metoda.

Do nje mozemo doé¢i i na drugi nac¢in. Pretpostavimo da funkciju f

mozemo razviti u Taylorov red oko z,, zaklju¢no sa prvim ¢lanom, tj.

F(@) = )+ 1) =) + 25 (02
pri Gemu je &, izmedu z i &,. Uvrstavanjem z = o dobijamo
0= f(0) = f(ra) + e o =) + T (@, (1)
a zatim i
g
Ako 2,41 definisemo pomocu (4.11), dobijamo
o=y = —(a— xn)22f;,(<§;)) | (4.13)

Vidimo da ¢e, ako konvergira, metoda tangenti konvergirati sa redom dva.
Zakljucak vazi samo ako je f'(x,) # 0, za svako n.

Nametnimo, za pocetak, funkciji f iste uslove kao u metodi secica.

Teorema 4.5.1 Neka je f(a) =0, f klase C* na nekoj okolini od o i neka
je f'(a) # 0. Ako je pocetna iteracija xo dovoljno blizu o, niz x,, konvergira

ka o.
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4.5. Metoda tangenti

Dokaz. Kako je f'(a) # 0, mozemo izabrati [ = [ — ¢, + €], takav da
f'(xz) # 0, Vz € I. Broj M je dobro definisan pomoc¢u (4.8). Na osnovu

(4.13), za svako xy € I vazi
lo — 21| < M | — 2%
Izaberimo x tako da, osim §to lezi u I, vredi i M|a — xo| < 1. Sada je
o — x| <Ja—zo| <e, Mla—z| <1.
Indukcijom se lako pokazuje da isto vazi i za svako x,, n > 1. Dalje imamo
Mo =z, < (Mla—2,1))> < ... < (Mo — z0])*" .

Iz M|oo — x| < 1, sledi z,, — «, kad n — oc. O
Posto &, iz (4.13) lezi izmedu x, i a, vazi i &, — «, kad n — oo, pa je

| &) ()
e e T A2 2f ()

O — Tntl

Ako funkciji f nametnemo jos neke uslove, niz x, ¢e konvergirati ka «

pod puno slabijim uslovima za x.

Teorema 4.5.2 Neka je f € C?[a,b], f(a)- f(b) <0 inekasu f' i f" stalnog

znaka na [a,b]. Ako polazna iteracija xq iz [a, b] ispunjava uslov

f(xo) - f'(w0) >0,

onda niz iteracija dobijen Newtonovom metodom konvergira prema (prostoj)

nuli funkcije f.

Dokaz. Pretpostavimo da su f' i f” pozitivni na [a,b]. Tada je f rastuca
funkcija, pa je f(a) < 01 f(b) > 0. Za xy mozemo uzeti bilo koji broj iz

[a,b], takav da je f(zo) > 0. Indukcijom pokazujemo da je o < x, < o,
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4.5. Metoda tangenti

Vn € Ny. Tvrdenje je ocigledno za n = 0. Pretpostavimo da je a < z,, < .

Tada je f(z,) > 01 f'(z,) >0, pa je
Tpy1 < Tp, < g,

tj. niz z, je monotono opadajuéi. Nejednakosti z, 1 > « sledi iz (4.12) jer

je f"(&n) > 0.
Usput je pokazana i konvergencija niza x, jer je pokazano da je on

monotono opadajuéi i ogranicen odozdo. Neka je

lim z, =o', o € |a,z.

n—oo

Prelaskom na limese u (4.11) dobijamo

@)
fle)’
odakle sledi f(a/) = 0. Kako je « jedina nula od f iz intervala [a,b], sledi
a=da.
Preostala tri slucaja se dokazuju analogno. a

Uslov f(zo)-f"(xo) > 0ima jednostavnu geometrijsku interpretaciju. Pocetnu
iteraciju treba izabrati na ”strmijoj” strani grafika funkcije.
Izveséemo jos ocenu greske pogodnu za prakticnu upotrebu. Za dve

susedne iteracije vredi

F@) = Fas) + £ @a) (o = 2w + 202 2,

pri ¢emi je &,_1 izmedu x,,_1 i x,. Po definiciji iteracija vredi i

f(@n1) + fl(wn-1) (0 — 2p1) =0,

pa je



4.5. Metoda tangenti

odnosno

Prema teoremi 4.0.1 je
|f ()]

oo — x| <
my

Iz prethodne dve nejednakosti dobijamo

M.
o — 2| < ﬁ (T — Tn1)?.
1

Ako je cilj dobiti resenje sa tacnoséu e, proces racunanja iteracija zaustavlja-

mo kad bude ispunjen uslov

2m1€
M,

‘xn - :Unfl‘ é

Jasno, nejednakost vredi do na gresku zaokruzivanja.

PRIMER 4.2. Ovaj primer sluzi za ilustraciju razlike u brzini kvadratne
i linearne konvergencije. Jednac¢ina 2® — 1.5 = 0 ima jedinstven prost koren
na intervalu [1, 1.5].

Da bismo regili ovu jednac¢inu s tacnoséu 107® metodom polovljenja in-
tervala, moramo izracunati 27 iteracija (rac¢unajuéi i zg), a priblizno resenje
je wog = 1.144714239984751.

Newtonovom metodom (polazeéi od xg = 1.5) u samo sedam iteracija
dobijamo resenje sa greskom manjom od 107!°. Priblizno resenje je z; =

1.144714242553332.

Prilikom primene Newtonove metode javljaju se slede¢i problemi. U
svakom koraku mora se izracunati i vrednost funkcije i vrednost njenog izvoda
u nekoj tacki, $to u sluc¢aju komplikovanih izvoda (vrednost funkcije moramo
racunati u svakoj metodi) zahteva izvodenje velikog broja operacija. To moze

pokvariti ¢injenicu da je ova metoda najbrza od do sada posmatranih. U
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4.5. Metoda tangenti

praksi ¢esto imamo samo interval [a,b] u kojem smo izolovali funkciju f, a
nemamo dodatne informacije o funkciji f na osnovu kojih bismo zakljucili da
metoda (ili neka druga koja spada u grupu brzih) konvergira (npr. ne znamo
izvode).

Prvi problem se ponekad resava upotrebom sledeé¢e modifikacije Newtonove

metode

= i)

Tangentu krive f u tacki (z,, f(x,)) zamenjujemo pravom koja prolazi kroz

istu tacku i koja je paralelna tangenti u (xq, f(xo)). Smanjenje broja ope-
racija potrebnih u jednom koraku, pla¢eno je smanjenjem brzine konvergen-
cije. Naime, red konvergencije modifikovane Newtonove metode je jedan.

Drugi problem mozemo resiti kombinovanjem Newtonove metode sa me-
todom polovljenja intervala, na slede¢i nac¢in. Novu iteraciju prvo izracunamo
po Newtonovoj metodi i ako je ona u trenutnom intervalu, koristimo je za
skrac¢ivanje intervala. U suprotnom, interval skra¢ujemo jednim korakom
metode polovljenja intervala.

Razmotrimo jo$ i slucaj kad je a visestruka nula funkcije f, tj. neka f

ima neprekidnih prvih p izvoda i neka je

fla)=fa)=...= f*D(a) =0, [P(a)#0.

Funkcija f se tada moze zapisati u obliku

flz) = (z =)’ h(z), h(a) #0.
Funkcija

flz) (z — )" h(z) _ (z — a) h(z)

) T G ph@) + e — ) W@ ph@) + @ —a) Ba)

ima jednostruku nulu u «, pa Newtonovu metodu, umesto na f, mozemo
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4.6. Metoda proste iteracije

primeniti na u. Niz z,, generiSemo pomocu

u' ()

: (4.14)

Tpy1 = Tn —

el PP - @@ . e
YO = mr T P Y

Dobra strane ovog postupka je Sto ne moramo znati red nule funkcije, a losa

sto, pored f i f’, moramo racunati i f”. Slucaj kad znamo p razmotri¢emo

u narednom poglavlju.

4.6 Metoda proste iteracije

Jednacinu oblika f(z) = 0 mozemo na beskona¢no mnogo nacina pred-

staviti u ekvivalentnom obliku

r=g(z).
Resenja ove jednacine su fiksne tacke funkcije g, koju koristimo za generisanje
niza x,,
Tpi1 = g(xn), neEN.
Ovakve iterativne metode zovemo prostim, jer se u izracunavanju nove ite-

racije od ve¢ izracunatih iteracija koristi samo prethodna. Sledec¢a tvrdenja

daju odgovor na pitanje kada niz x,, konvergira ka a.
Lema 4.6.1 Neka je g € Cla,b] i neka je g([a,b]) C |a,b]. Tada jednacina
g(x) = x ima bar jedno resenje u [a,b].

Dokaz. Pod uslovima leme, neprekidna funkcija g(z) —2 na [a, b] ima sledece
osobine

gla)—a>0, g¢g(b)—0<0.
Dakle, ili je funkcija g(z) — 2 je promenila znak na [a, 0] ili je jedan od krajeva

intervala njena nula, $to zna¢i da ima bar jednu nulu u [a, b]. a
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4.6. Metoda proste iteracije

Teorema 4.6.1 Neka je g € C'a,b], g([a,b]) C [a,b] i neka je
max |¢'(z)] =A< 1. (4.15)
z€[a,b]

Tada vredi:

1. Jednacina x = g(x) ima tacno jedno resenje a na intervalu |a, b,

2. Za proizvoljno xq € |a, b] i niz generisan pomocu x,+1 = g(x,), n >0,

vredt

(a) lim z, =,
(b) la = wn| < A" |a — ol

. & — Tp41
(¢) fim === =),

Dokaz. Prema prethodnoj lemi postoji bar jedno resenje posmatrane jedna-
¢ine. Pretpostavimo da jednacina ima jo$ jedno resenje 3 € [a, b]. Na osnovu

teoreme o srednjoj vrednosti je
oo = Bl = lg(e) —g(B) = 19"l la = Bl € (a, ),
odakle, koriste¢i (4.15), dobijamo
o = B < AMa = 4],

a ovo je moguce samo kad je a = 3. Ovim je dokazan prvi deo teoreme.

Opet koristimo teoremu o srednjoj vrednosti
O = Tpy1 = g(Oé) - g(xn) = g,(gn) (Oé - xn) )
gde je &, neki broj izmedu « i z,,. 1z uslova (4.15) sledi

|a_xn+1| S)‘|O‘_xn|7

138



4.6. Metoda proste iteracije

na osnovu cega, indukcijom po n, dobijamo
o — x| < A" oo — xo]

Ako pustimo n — oo, onda A" — 0, pa vazi x,, — «. Kako je , izmedu a i
Zn, 1 0no tezi ka o, a onda je i

lim “ " = fim ¢/(€,) = ¢/(a).

nooo (W — T,  n—oo
(I

Iz prethodne relacije vidimo da red konvergencije moze biti vec¢i od jedan
samo ako je ¢’(a) = 0. Prethodna teorema ukazuje na Sta moramo obratiti
paznju prilikom prelaska sa oblika f(z) = O nax = g(z). Uglavnom, problemi
nastaju oko uslova (4.15). Ako je on ispunjen, da bi vazilo g(|a,b]) C |a, b
dovoljno je da [a, b] obuhvata interval [« —xg, a+x)|. Dakle, za konvergenciju
metode je dovoljno da je |¢’'(a) < 1] i da je x¢ dovoljno blizu a. Jedna od

mogucnosti da uslov (4.15) bude ispunjen je da stavimo

o) = o= 2B poy A = w17l

Jedan od neophodnih uslova za konvergenciju metode je ¢’(a) < 1. Naime,
ako pretpostavimo da je ¢'(«) > 1 iz
O = Tpy1 = g(a) - g(wn) - g/(gn) (a - xn)

i za x, dovoljno blizu « da vazi |¢'(&,)| > 1, sledi | — x,41| > | — 2|, pa

konvergencija metode nije moguca.

PRIMER 4.3 Nadimo pozitivno resenje jednacine
z—a=0, a>0.

1. Ako jednacinu napiSemo obliku x = 22 + x — a, tj. g(x) = 2% +z — a,
dobijamo

J(Va)=2v/a+1>1,
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4.6. Metoda proste iteracije

pa odgovarajuc¢a metoda proste iteracije ne¢e konvergirati.

2. Ako stavimo da je g(x) = a/z, dobijamo ¢'(y/a) = —1, pa ne mozemo

biti sigurni da ¢e metoda konvergirati.

3. Ako je g(x) = 0.5(x + a/z), onda je ¢'(v/a) = 0, pa ¢ée konvergencija

metode? biti bar kvadratna.

4. Odgovarajuéu funkciju g mozemo odrediti na slede¢i nacin. Stavimo da
je g(x) = x+c f(z) i odredimo konstantu ¢ tako da je —1 < ¢'(y/a) < 1.

Iz ¢'(x) = 1 + 2cx dobijamo

1
J(Wa)=1+2cy/a = —%<c<0.

Teorema 4.6.2 Neka je o € [a, b] resenje jednacine x = g(x), g € CPla,b),
p > 2 i neka je

Jg@)=...= g(p_l)(oz) =0.
Ako metoda proste iteracije xn11 = g(x,) konvergira ka o, njen red konver-

gencije je p 1 vazi

lim Tpy1 — QO _ g(p)(a)
n—o00 (mn — a)p p'

Dokaz Ako razvijemo g(x) u Taylorov red zaklju¢no sa (p — 1)-im stepenom

i uvrstimo x = z,,, dobijamo

(p—1) (p)
B B g ) o 9P &)
xn+1—g(xn)—g(a)+...+(p_l)!(xn a)P™ + Py (xn — )P,
za neko &, izmedu x,, i a. Iskoristimo li pretpostavke teoreme, dobijamo
()
Tpy1 =+ J p(‘ﬁn) (zp, — )P

Iz x, — a sledi &, — «, pa iz prethodne jednakosti lako dobijamo trazenu

relaciju. O

3Naravno, uz ispunjenost ostalih uslova.
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4.6. Metoda proste iteracije

Primenimo rezultate poslednje teoreme na Newtonovu metodu, koja ocig-
ledno pripada posmatranoj klasi metoda. Za nju ve¢ znamo da ima kvadratnu
konvergenciju uz pretpostavku f’(z) # 0, §to znac¢i da mora biti ¢'(«) = 0.

Zaista, kako je

(@Y _ @) )
M‘( ff(a:)) FE

sledi ¢'(«) = 0. Prethodna teorema sugerise da bi red konvergencije Newtono-
ve metode u nekim slucajevima mogao biti veéi od dva. 1z
B f// ( a)

f'(a)

zakljucujemo da ¢e red konvergencije biti bar tri ako je f”(a) = 0.

9" (a)

Razmotrimo jos jednom slucaj kad je o nula funkcije f reda p > 1, s tim
Sto ¢emo sada pretpostavljati da je p poznato. Lako se moze pokazati da je

tada
1
g(@)=1--#0.
p
Vidimo da uslov f’(«) # 0 nije neophodan za konvergenciju, ali je ona sada

linearna. Za p = 2, metoda ¢e biti brza kao metoda polovljenja intervala, a

jos sporija za p > 3. Do brze metode mozemo doci na slede¢i nacin

@
olx) = —p s (416)

Tada je
VN 1 f(x) f"(x)
g'(x)=1 p+p[f®W :
pa sledi da je
lim ¢'(z) =0,

r—

Sto znaci da je konvergencija bar kvadratna.
PRIMER 4.4. Da bismo Newtonovom metodom odredili nulu funkcije
f(z) =2> — 5562 +9.1389 x — 4.68999 = 0
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4.7. Newtonova metoda za nelinearne sisteme

s tacnoséu 107, potrebno nam je trideset iteracija, §to je, s obzirom na
primer 4.2, neocekivano puno. Ovo nam signalizira da trazena nula nije
prosta. Dobijeno priblizno resenje je x39 = 1.230000000463810.

Mozemo proveriti da je 1.23 dvostruka nula funkcije f, pa je konvergencija
Newtonove metode bila linearna. Ako iteracije racunamo po formuli (4.16) za
p = 2, reSenje sa istom tacnoséu dobijamo u svega sedam iteracija. Priblizno
reSenje je r7 = 1.229999999995655, a konvergencija je bila kvadratna.

Kvadratnu konvergenciju mozemo postiéi i primenom formula (4.14).

4.7 Newtonova metoda za nelinearne sisteme

Newtonovu metodu za reSavanje nelinearnih jednacina je moguce uopstiti

i dobiti metodu za resavanje sistema nelinearnih jednacina, oblika
filzy,...,x,) =0, i=1,...,n,

gde su f; : R® — R zadane nelinearne funkcije. Sistem mozemo zapisati i u
obliku

F(x)=0, (4.17)
gde je F = (f1,..., fn) :R*" = R" & = (x1,...,2,) € R" i 0 nula vektor iz

R"™. Jacobijevu matricu funkcije F' ¢emo oznacavati sa

5fz}
i ’

W= [3%’

a njenu determinantu sa Jp.

Interesuje nas kada ée niz aproksimacija (™ generisan pomoéu
2D = 20— W (™) Fe™), nelN, (4.18)

konvergirati ka resenju sistema (4.17).
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4.7. Newtonova metoda za nelinearne sisteme

Teorema 4.7.1 Neka je F(a) = 0, F klase C* na nekoj okolini od o i
neka je Jp(a) # 0. Ako je pocetna iteracija 9 dovoljno blizu o, niz ™

konvergira kvadratno ka c.

Dokaz. Uopstavamo dokaz teoreme 4.5.1 na visedimenzionalni slucaj. Na
osnovu pretpostavki teoreme postoji okolina U = {x : ||z — || < €} tacke a,
takva da je Jp(z) # 0, za svako z € U.

Funkciju F' mozemo razviti u Taylorov red oko « zakljuéno sa prvim

clanom,
0=F(a)=F")+ W) (a—-zM™) 4+ Ry(f,a —z™), (4.19)

gde je
[Ra(f, 0 = &™) < My [Ja — 2|2,

MnoZenjem (4.19) sa matricom* [W(x(”))]fl i uvrstavanjem (4.18), zaklju-

cujemo da postoji konstanta M takva da je
la — 2] < MJa— 2|2

Vidimo da ako niz (™ konvergira ka «, konvergencija je kvadratna.

Da bi niz 2™ konverigirao ka «, dovoljno je da z(?) izaberemo tako da je
[l — xo|| < &1 M|Jaw — o] < 1. 0

Izbor pocetne iteracije (?) moze predstavljati dosta tezak problem. Ovaj
postupak se jos zove i metoda Newton-Kantorovica.

Kao i kod klasiécne Newtonove metode, broj operacija potrebnih za dobi-

janje jedne iteracije mozemo smanjiti slede¢om modifikacijom
2 = ) — W (2] - F(z™). (4.20)

Smanjenje broja operacija potrebnih u jednom koraku, plac¢eno je smanje-

njem brzine konvergencije.

4Matrica je regularna ako z(™) € U.
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4.7. Newtonova metoda za nelinearne sisteme

PRIMER 4.5. Ilustrujmo prethodno na sledetem sistemu nelinearnih

jednacina, koji prvo resavamo metodom Newton-Kantorovica

2

22 + Y2+ 22 =1
202 + Y2 — 4z = 0
302 — 4y + 22 =0
uzimajuéi pocetne vrednosti (¥ = [0.5,0.5,0.5]7.
Kako je
?+y?+22-1 2r 2y 2z
F = 202+ —4z |, Wp(x)=| 4z 2y —4 |,
322 — 4y + 22 6x —4 2z
dobijamo
—0.25 1 1 1
Fz) =] -125 |, Wp(x)=]2 1 —4 ],
—1.00 3 —4 1
i
1 —-15 -5 =5
[We(zO)] ™t = 0| M 26
-1 7 -1
Prva iteracija je
20 = 20 _ [WF(Q;(O))]”F(w(O))
[ 0.5 ] 1 —-15 -5 =5 —0.25
= 05 | + 0 —14 -2 6 —1.25
| 0.5 ] -1 7 -1 —1.00
[ 0.5 ] 0.375 0.875
= 0.5 | + 0.000 | = | 0.500
| 0.5 | —0.125 0.375
Nastavljajuci dalje, dobijamo
0.78981 0.78521
@ = | 049662 |, z® = 0.49662 |,
0.36993 0.36992
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4.7. Newtonova metoda za nelinearne sisteme

Ako se zaustavimo na tre¢em koraku imamo

0.7852 0.00003
v~ | 04966 |, F(z)= | 0.00006
0.3699 0.00003

Ako iteracije ra¢unamo po formulama (4.20), dobijamo

0.87500 0.72656 0.81526
M =1 050000 |, z®=1049688 |, z® = | 0.49663
0.37500 0.37031 0.36995
Sada je
0.04815
F(z®) =1 009614 |,
0.14429

sto pokazuje da je konvergencija druge metode dosta sporija.
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Glava 5

Metoda najmanjih kvadrata

Kod primene interpolacije greska se menja od tacke do tacke. U ¢vorovima
interpolacije nema nikakve greske, ali u ostalim tackama greske mogu biti
velike. Zato se postavlja zadatak nalazenja neke funkcije ¢ (koja ne mora
obavezno biti polinom) koja ée “dobro” aproksimirati datu funkciju f na
celom intervalu [a,b]. Funkcija f je zadata najcesée na diskretnom skupu
podataka, tj. tabelarno. Na primer, Taylorov polinom na odredenom inter-
valu moze dobro da aproksimira datu funkciju f. Izlozi¢emo jo§ jednu takvu
metodu ovde.

Neka je na osnovu eksperimenta dobijena tablica vrednosti funkcije f na

diskretnom skupu podataka,

{(xk,fk)} (kzO,l,...,m),

tj.

T X T Ce Tm

Treba nadi funkciju y = ¢(z) koja ¢e najbolje odgovarati vrednostima
zadatim tabelarno i ostalim vrednostima koje nisu izmerene, ali naslu¢ujemo

u kojim okvirima ¢e se kretati. Oblik zavisnosti vrednosti y od z, tj. oblik
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5.1. Preodredeni i normalni sistem jednacina

funkcije ¢, moze se ustanoviti ili teorijskim razmatranjem posmatranog prob-
lema ili na osnovu rasporeda tacaka ¢ije su koordinate merene. Na primer,
ako su eksperimentom dobijene tacke rasporedene oko neke prave linije, onda

¢emo funkciju ¢ traziti kao neku linearnu funkciju, tj.
QO({L‘) =ap + a7,

gde za sada proizvoljne parametre treba odrediti tako da su sve date tacke

sto blize posmatranoj pravoj ¢.

5.1 Preodredeni i normalni sistem jednacina

Razmotrimo opsti slucaj. Pretpostavimo da aproksimacionu funkciju ¢

trazimo u obliku

Yy = (,0(%, g, A1, - - - >an)7
gde je x nezavisno promenljiva, a ag, aq, . . . , a, parametri koje treba odrediti.
Odredivanje parametara a; (i = 0,1, ..., n) je sa stanovista teorije aproksi-

macija moguéno samo ako je m > n. Kada je m = n imamo slucaj inter-
polacije, koji je ve¢ analiziran. Naravno da je od interesa imati Sto vise
podataka u prethodnoj tabeli, tako dobijamo bolju aproksimaciju funkcije f.
Dakle, razmotrimo Sta se desava u slucaju kada je m > n.

Ako bismo postupili kao u slucaju interpolacije, dobili bismo tzv. preodre-

deni sistem jednacina,
o(xj;a0,a1,...,0,) = f; (=y;) (G=0,1,...,m). (5.1)
Oznacimo sa
gj = fj —e(xja0,a1,...,a,) (j=0,1,...,m)

odstupanja izmerenih vrednosti od vrednosti funkcije ¢ u tackama x;.
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5.1. Preodredeni i normalni sistem jednacina

Sada se parametri ag, ay,...,a, odreduju tako da zbir kvadrata odstu-
panja

2, .2 2
Egtel+ ... +¢&,

bude minimalan. Dakle, imamo problem minimizacije funkcije F,

F(ao, ai, ... 7an) = Z[‘fj — 90(3:]; ap, Aty ... ,&n)]2 s
=0
ili, u opstijem slucaju,
F(ap,aq,...,a,) = ij [fi — (x5 a0,a1,...,a,)]%, (5.2)
=0
gde su ukljucene takozvane tezine w; = w(z;) ( =0,1,...,m)*, po parame-

trima ag, ay, .. ., Gy.
Ako je, pak, u pitanju funkcionalna veza koja zavisi od viSe nezavisno

promenljivih, na primer,

= so(xvya Qp, Ay, - - - 7an)7

za odredivanje aproksimacionih parametara minimizira se veli¢ina

m
. 2
F(ag,a,...,a,) = g wj [z; — p(xj, Y55 a0, a1, - - ., an)]" .
=0
Ako je ¢ linearna aproksimaciona funkcija (po parametrima ag, ay, . . ., a,),

tj. oblika

p(z) = Zai pi(z) (n<m),

'Vrednostima funkcije y; = f; sa ve¢om taénoséu dodeljuju se vece tezine w;j. Ovo
je posebno vazno kod aproksimacije eksperimentalnih podataka koji su prilikom merenja
dobijeni sa razli¢itom tacno$éu. Na primer, ako su merenja izvrsena sa razli¢itim disperz-
ijama €iji je odnos poznat, to se tezine w; biraju obrnuto proporcionalno disperzijama, tj.
tako da je
1 . 1 . . 1

Wo Wy v 'wm_ag'a%' e oz
Ako su, pak, merenja izvedena sa istom tacnoscéu, ali je pri svakoj vrednosti argumenta x;
izvedena serija od m; merenja, i za y; = f; uzeta aritmeticka sredina dobijenih rezultata u
seriji, to se za tezine uzima broj merenja u seriji, tj. w; =m; (j =0,1,...,m). Najcesce
se, medutim, uzima da su sve tezine jednake medusobno.
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5.1. Preodredeni i normalni sistem jednacina

minimizacioni problem za (5.2) se svodi na odredivanje minimuma funkcije

F,

m
Flag,ar,... an) = Y w;dn(2;)* =V WT (5.3)
§=0
po parametrima ag, ay, . .., a,, gde smo uveli

n

On(x) = f(z) - Z a; i(z)

i=0
fo ao vo(wo)  p1(o) on(T0)
a x x W (x
7 fi e wo(r1)  p1(r1) on(z1) |
fm ap, SOO(xm) Sol(mm) Wn(xm)
W = diag (wg, w1, . . ., W), 7:?—X7.

Odredimo minimum funkcije ' date pomocu (5.3). Imamo

':2ij5n(xj) aai] =0 (i=0,1,...,n),

j=0

odakle dobijamo takozvani normalni sistem jednacina
> wibn(z)pi(z;) =0 (i=0,1,...,n), (5.4)
j=0

za odredivanje parametara a;. Shodno gornjim oznakama, sistem jednacina

(5.4) se moze predstaviti u matricnom obliku

X"Wv =70,
tj.
XTwxa =X"W7¥. (5.5)

Vektor trazenih koeficijenata @ odredujemo iz (5.5), tako da je
7= (X"TWX) XTWT.
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5.1. Preodredeni i normalni sistem jednacina

U ovom slucaju preodredeni sistem jednacina (5.1) (podsetimo da je

aproksimaciona funkcija ¢ linearna) ima matri¢nu reprezentaciju

Primetimo da se normalni sistem jednacina (5.5) dobija iz preodredenog sis-
tema jednacina jednostavnim mnozenjem matricom X7 W sa leve strane.
U najceséem slucaju sve tezine su jednake jedinici, tj. W je jedini¢na

matrica. Tada je
@ = (X"X)" XTT.

U slucaju kada se (bazisne) funkcije ¢; izaberu sa ¢;(z) = ' (i =
0,1,...,n), imamo
1 zy a2 x5
v 1z 23 xy
1z, 22 xl

Posebno je interesantan slucaj poslednje metode najmanjih kvadrata kada
je n =1, tj. kada je aproksimaciona funkcija oblika ¢(x) = ag + ayz. Tada

sistem jednacina (5.5) postaje
S11 812 | | Go | _ bo
S21 S22 ai by |’

m m m
_ _ _ _ 2
S11 = E Wy, S12 = S21 = E W;xj, S22 = g Wi,
=0 =0 =0

gde su

m m
bQ = E ’w]'fj, bl = E wjzvjfj.
j7=0 7=0
Trazeni aproksimacioni parametri su tada

1
ag = 5(82250 —s1i2b1), a1 = 5(311b1 — s21bo),
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5.1. Preodredeni i normalni sistem jednacina

: _ 2
gde je D = 511592 — S5

PRIMER 5.1. Metodom najmanjih kvadrata odredi¢emo pravu y = ag +

ai1r na osnovu eksperimentalnih podataka prikazanih tabelom

z | 1] 2] 34
y; 135302823

Odredimo vrednosti parametara ag i a; za koje funkcija

4
F(ap,a;) = Z[yz — (ap + a12)]* = (3.5 — ap — a1)?
=1
+ (3—ag—2a1)*+ (2.8 —ap — 3a1)* + (2.3 — ag — 4a1)*

postize minimum. ReSavanjem sistema jednacina

F F
OF _, OF _

— = — =0
8@0 ' 8@1 ’
odnosno
27.1 — 10ag — 30a; = 0,
11.6 — 40,0 — 10(11 = 0,
dobijamo
agp = 3.85, a; = —0.38.
Konacno je

y = ¢(x) = 3.85 — 0.38z.

PRIMER 5.2. Metodom najmanjih kvadrata aproksimirac¢emo sledeci

skup podataka

T -2 -1 0 1 2
fi1—01101]04]09]16

pomocu aproksimacione funkcije ¢(z) = ag + a1z + azx?.
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5.1. Preodredeni i normalni sistem jednacina

Ovde imamo

1 -2 4 —0.1
1 -1 1 ao 0.1
X=1 oo0|, @=|al|, F=| 04
1 11 as 0.9
1 24 1.6
Kako je
5 0 10 2.9
XTx=| 010 o i XTF=|42],
10 0 34 7.0

iz sistema jednaéina (X7X)@ = X7 f nalazimo
4o = 04086,  a; =042,  ay = 0.0857,

odnosno

y = o(z) = 0.4086 + 0.422 + 0.08572°.

Medutim, ako je ¢ nelinearna aproksimaciona funkcija, tada je odgo-
varajué¢i normalni sistem jednacina

OF
8ai N

0 (i=0,1,...,n)

nelinearan. Za njegovo se reSavanje tada zahteva primena neke numericke
metode, recimo metode Newton-Kantorovica, ¢ime se postupak odredivanja
aproksimacionih parametara dosta komplikuje. U cilju lakseg i brzeg odre-
divanja parametara postoje neki uproséeni metodi transformacije ovakvih
problema na linearne aproksimacione probleme. Osnovna ideja je u uvodenju

izvesnih smena

X:g(l’), Y:h(y)7

pomocu kojih se nelinearni problem svodi na linearni.
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5.1. Preodredeni i normalni sistem jednacina

Na primer, neka je y = p(x;ap,a1) = ape™”. Tada, logaritmovanjem i

uvodenjem smena
X=ux Y =logy, by=Ilogay, b =ay,

problem se svodi na linearan, jer je sada Y = by+b;X. Dakle, minimizacijom

veli¢ine (w; = 1)
G = bo, bl Z - bO bl ) )
j=

gde su X; = x;ilogY; =logy; (j =0,1,...,m), odredujemo parametre b
i by, a zatim

ag = €b0 1 ap = bl.

Ovakav postupak, medutim, ne dovodi do istih parametara koji se dobi-
jaju minimizacijom funkcije
m
F = F(ag,a,) Z — ag e”‘lxJ
7=0
Dobijene vrednosti mogu znatno da odstupaju. Ova cinjenica se javlja
zato $to se resava problem razlicit od postavljenog, imajuéi u vidu nelinearnu
transformaciju koju smo izvrsili (Y = logy). Ali, za mnoge potrebe ovako
dobijeni parametri su zadovoljavajuci.
Navedimo jos neke tipi¢ne funkcionalne zavisnosti gde je moguca jednos-

tavna transformacija promenljivih:

1 y=apx®, X =logz, Y =logy, by = logag, by = a;

1 1
20 y=——— X=2,Y =— by=ap, by =ay;
ap + a1z Y
1 1
30 y:L; X=—Y=— by=ap, bp =a;
ag + arx T Y
0 1 ﬂ 1
4 y:—,XZG JYI_7b0:a07 blzal-
ap + ae” " Y
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5.1. Preodredeni i normalni sistem jednacina

PRIMER 5.3. Metodom najmanjih kvadrata odredi¢emo aproksimacionu

funkciju oblika

o(x) = log(a + ™)

za funkciju f(z) koja je zadata skupom podataka

T 2.6 2.8 3.0 3.9
f(z) | log2.22 | log2.44 | log2.67 | log3.21

Iz p(z) = log (a + €"™) imamo da je e#®) = a + €’ - €”, tj.
p(t)=A+Bt, gdesu A=a, B=¢e" t=c¢c"

Aproksimacioni uslov () = f(x), tj. e?@) = ef(@*) daje

1 26 2.22
1 e*8 A — 2.44
X=11 o | 7:{3]’ F= | 267
1 3 3.21

1 €%
1 1 1 1 1 e%8 . A B 1 1 1 1
626 62'8 63'0 63'5 1 63'0 B - 62’6 62'8 63.0 63'5
1 63'5
2.22
o 2.44
2.67
3.21

S obzirom na vrednosti
€20 > 13.464, €2%=16.445, €*°=20.086, ¢35 =33.115,
prethodni sistem se transformise u sistem jednacina
4 83.11 A | 1054
83.11 1951.768 B | | 229945 |’
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5.1. Preodredeni i normalni sistem jednacina

odakle dobijamo
A =159, B =0.05,

tj.
a=A=159, b=1logB =—2.996.

Aproksimaciona funkcija je

¢(z) = log (1.596 + e~ >%%+7) |

155



Glava 6

Numericka integracija

Ovo poglavlje posveceno je konstrukciji metoda za priblizno izracunavanje
Riemanovih integrala ,
1) = [ fa)ds.
a
Ako nije drukéije naglaseno pretpostavlja¢emo da je f neprekidna na [a, b].
Potreba za numerickom integracijom je veoma cesta. Postoji mnogo
veoma jednostavnih odredenih integrala koje ne mozemo izracunati anali-
ticki, jer ne mozemo odrediti primitivnu funkciju integranda f. Primeri
takvih integranada, koji se Cesto javljaju u fizici i tehnickim nauka, su:

L, Sinx7 e ! (1 — k%sin?z)'/?

Inz T T (1 — k2sin? 2)1/2’

Cak i kad mozemo analiticki odrediti I(f), ¢esto njegovu taénu numericku
vrednost ne mozemo predstaviti kao broj, tj. mozemo je odrediti samo pri-
blizno. Na primer,

/1 212 + 22 + 13
L (z=2)(22+1)

de:1n§—8arctan1—2.

Pored toga, primitivne funkcije mogu biti jako komplikovane, a njihovo odre-
divanje moze biti veoma tezak matematicki zadatak. U praksi je cest slucaj
da je f dobijena eksperimentalno, tj. sve §to znamo o njoj su njene vrednosti

na nekom konac¢nom skupu tacaka.
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Definicija 6.0.1 Kvadraturna formula® je svako numericko pravilo za apro-
ksimaciju odredenog integrala, koje koristi samo podatke o integrandu na

diskretnom skupu tacaka iz intervala integracije.
Ove tacke su ¢vorovi kvadraturne formule. Za njih éemo pretpostavljati
A<z <Te<...<xp,<b.

Podaci o integrandu su vrednosti funkcije f i njenih izvoda. S obzirom na
linearnost odredenog integrala, prirodno je zahtevati da i kvadraturna for-
mula bude linearna u odnosu na f. Ako od podataka o integrandu koristimo

samo vrednosti funkcije, onda kvadraturne formule imaju sledeéi oblik
Qu(f) = Z Aif (). (6.1)
i=1
Brojevi A; su (tezinski) koeficijenti kvadraturne formule. Razlika

B (f) = I(f) = Qu(f)

je ostatak (greska) kvadrature.
Postoji vise razli¢itih metoda za konstrukciju kvadraturnih formula, koje

ponekad dovedu do iste kvadrature. Neke od njih su:

e Geometrijska konstrukcija. Cilj je povrsinu ispod krive aproksimi-
rati zbirom povrsina jednostavnijih mnogouglova. Najcesc¢e se to radi
tako sto se prvo izaberu ¢vorovi, a onda, nad intervalima izmedu dva
susedna Cvora, konstruisu pravougaonici ili trapezi, tako da zbir nji-
hovih povrsina bude sto blizi vrednosti I(f). Na primer, u prvom

slucaju, ako stavimo z; = a, z,, < b, dobijamo formulu

Qn(f) = (1’2 - $1)f(9€1) + (333 - 952)f($2) +...+ ($n — $n71)f(l’n—1) )
(6.2)

1Cesto se koristi i termin mehanicka kvadratura da se naglasi da aproksimacija nije
dobijena analiticki.
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dok u drugom slucaju, za z; = a, x,, = b, dobijamo

Lo — X1

T () + flao)] + S5 ) + F)] +

2
Tn — Tp—1

+ = ) + F )] (6.3)

Qn(f) =

e Metoda neodredenih koeficijenata. Kvadraturnu formulu odre-
dujemo tako da ona bude tacna za svako f iz nekog linearno nezavi-
snog skupa funkcija {©g, @2, ..., ©m}. Najcescée se bira ;(z) = ', tj.
kvadratura treba biti tacna za svako f € P,,.2 Ako je jos R,(z™") # 0,
tada kazemo da kvadraturna formula ima algebarski stepen ta¢nosti m.
Lako se moze postic¢i da je m = n — 1. Dovoljno je proizvoljno izabrati
n razlicitih ¢vorova, a zatim resiti regularni kvadratni sistem linearnih

jednacina
x’lAl—l—leAg—l—...—i—:cﬁlAn:/x’d;z:, i=0,....,n—1. (6.4)

Za ocekivati je da mozemo postici i veci algebarski stepen tacnosti, ako
dopustimo i proizvoljan izbor ¢vorova. Prethodni sistem tada vise nije
linearan, pa ne mozemo nista re¢i o njegovim resenjima. Pokazactemo

kasnije da se moze i na drugi na¢in odgovoriti na ovo pitanje.

e Interpolacione kvadrature. Kvadraturnu formulu mozemo dobiti
analitickom integracijom neke aproksimacije od f. Najces¢i izbor apro-

ksimacije je interpolacioni polinom.

e Kompozitna pravila. Cesto se javlja potreba da se u kvadraturi
povecava broj ¢vorova kako bi se postigla dovoljna tacnost. To se naj-
lakse moze posti¢i tako da podelimo interval integracije na nekoliko

podintervala i primenimo kvadraturu na svakom od njih.

2P, je skup svih algebarskih polinoma stepena < m.
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PRIMER 6.1. Iako kvadraturna formula

aan-s(-5) 1 ()

ima samo dva Cvora, njen algebarski stepen tacnosti je tri, na intervalu

~1,1].

PRIMER 6.2. Izraé¢unaéemo
0.3

[f(x)dz,

0.1

ako je funkcija f zadata vrednostima u sledecoj tablici.

x 0.20 0.27 0.30
f(z) | 0.85148 | 0.81903 | 0.80749

Za priblizno izracunavanje datog integrala koristi¢emo kvadraturnu for-
mulu koju konstruiSemo metodom neodredenih koeficijenata. Odredi¢emo

nepoznate koeficijente Ay, As, Az iz uslova da kvadraturna formula

0.3

flw)dw =) Agf(wy) (6.5)

0.1

bude tacna za algebarske polinome stepena ne veéeg od dva, tj. za f(x)
uzimamo 1, x, x2.
Iz zahteva da kvadraturna formula (6.5) bude taéna za f(x) = 1 dobijamo

uslov

[z zahteva da kvadraturna formula (6.5) bude ta¢na za f(z) = = dobijamo

uslov

0.24; 4+ 0.27A; + 0.343 = 0.25. (6.7)
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6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

Konacno, iz zahteva da kvadraturna formula (6.5) bude tacna za f(x) =

2% dobijamo uslov
0.04A; + 0.0729A5 + 0.09A43 = 0.006333. (6.8)

Sada, resavanjem sistema jednacina formiranog pomocu (6.6), (6.7), (6.8),

dobijamo

A =0.02622, Ay =0.07929, Az = —0.00551,

0.3

(z)dx = Ay fy + Agfo + Asfs = 0.08281.

0.2

Kvadrature oblika (6.1) mozemo koristiti i za priblizno izracunavanje in-
tegrala
b
() = [ f@yu@d, (69

gde je w tezinska funkcija, za koju pretpostavljamo da je pozitivna® i inte-
grabilna na (a,b). Ako je interval integracije beskonac¢an, uvodimo dodatnu

pretpostavku da svi momenti tezinske funkcije

b
,uk::/:vkw(a:)dx, ke Ny,

postoje i da su konacni. Drugim re¢ima, posmatramo opsti problem jednodi-
menzionalne integracije zadane funkcije f, po zadanoj neprekidnoj meri d\

generisanoj tezinskom funkcijom w na zadanom domenu.

6.1 Newton-Cotesove kvadraturne formule

U ovoj sekciji razmatramo interpolacione kvadraturne formule zatvorenog

tipa (prvi ¢vor je levi kraj intervala integracije a, a poslednji desni kraj tog

3U opstem slucaju tezinska funkcija moze imati i vrednost nula, ali samo na skupu
mere nula.
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6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

intervala b) u kojima su interpolacioni ¢vorovi xy = zo+ kh (k=0,1,...,n)

uzeti ekvidistantno sa korakom h = (b — a)/n. To su formule oblika

b n
[ @)@ de =3 At + R, (6.10)

k=0

Indeks n+1 u ostatku oznacava da se integral priblizno izrac¢unava na osnovu
vrednosti podintegralne funkcije u n + 1 tacaka. Kako je kvadraturna for-
mula (6.10) interpolacionog tipa, koeficijenti Ay (kK =0,1,...,n) se odreduju

pomocu

Ap = — /bw(:c) “@) 01, (6.11)

W' (xg) T — Tp
gde je w(x) = (x — zo)(x — 1) -+ - (x — x,), a ostatak pomocu

FI ()

CE w(z) d. (6.12)

Foath) = [ vt de = [ o)

Do formula (6.11) i (6.12) se dolazi na osnovu formule za interpolaciju
funkcije f algebarskim polinomom n-tog stepena 7, (recimo Lagrangeovim),
£,

f(@) = mo(2) + 1ol f; ),
njenim mnozenjem sa tezinskom funkcijom w a zatim integracijom po inter-
valu [a, b].

Algebarski stepen tacnosti u ovom slu¢aju nije manji od n, jer je R, 11(f) =
0, Vf € P, (posto je r,(f;x) = 0 na [a,b], ako f € P,).

Razmotri¢emo najprostiji slucaj, kada je w(x) = 1.

Ako uvedemo smenu r — xy = ph, imamo

wx)=(x—z0)(x—21) - (x —2,) = K" p(p—1)---(p—n) (6.13)

W(xg) = (v —x0) - (g — Tp—1)(Th — Tps1) - -+ (T — )

= (—=1)"*El(n — k)! . (6.14)
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6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

Uvodenjem oznake za uopsteni stepen 2(*) = x(z — 1)--- (v — s + 1), na

osnovu (6.13) 1 (6.14), i (6.11) (sa w(xz) = 1), dobijamo

n (_l)nfkp(n+1)h
A= dp (k=0,1,...
' /o R F=01.n),

tj.
Ak:(b—a)Hk (kzO,l,...,n),

gde smo stavili

Hy, = Hi(n) = (=pr* (Z) /0” J;("jz dp (k=0,1,...,n). (6.15)

nln

Koeficijenti Hj; su poznati kao Newton—Cotesovi koeficijenti, a odgo-

varajuce formule tipa (6.10),

/:n:b f(x)dw ~ (b—a) Zn: Hyf (a + kb_Ta) (neN) (6.16)

0=a k=0
kao Newton—Cotesove kvadraturne formule.

Posto je kvadraturna formula (6.16) tacna za f(x) = 1, to vazi

St
k=0

Za koeficijente Hj, vaze i jednakosti

H, = H, (k:O,l,..., [g]) (6.17)

Dokazimo poslednje tvrdenje. Umesto k stavimo n — k u (6.15). Tada

U0y
H, = ——dp. 6.18
F nln \n—k) J, p—n+k b (6.18)

Smenom p:=n—p (= dp:= —dp) u integralu koji se pojavljuje na desnoj

dobijamo

strani u (6.18) dobijamo

(=" ( »n /” (n—p)"*Y
H, = ~—————dp.
g nln \n—%k) ), -—-p+k P
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6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

Kako je
(n=p)" = (n=p)n—p—-1)---(n—p—n)
= (=p)(=p+1)---(=p+n)
— ( 1 n+1 (n+1)
i(=1)"tk = (=1)" < ) = < , na osnovu prethodnog zakljuc¢ujemo
davaZin:an —0,1,...,

Razmotrimo sada dva najpoznatija podslucaja Newton-Cotesovih kvad-

raturnih formula.

1
a) Neka je n = 1. Tada je, koris¢enjem (6.15), Hy = H; = 5> Pa je
odgovarajuc¢a Newton—Cotesova kvadraturna formula
b
a
[t =252 @) + 1) + Fal). (6.19)

Ova formula je poznata kao trapezna formula ili trapezno pravilo.

Teorema 6.1.1 Ako je f € C?[a,b], za ostatak Ry(f) u kvadraturnog formuli

(6.19) wvazi
(b—a)’

Ro(f) = — B

f”(fl) (CL < 51 < b) (620)

Dokaz. Na osnovu (6.12), a za ovaj slucaj, imamo

Raf) =5 [ o= a)a - b€ do

Posto je funkcija f” neprekidna na intervalu [a, b] 1 (x — a)(x — b) stalnog
znaka na [a, b], to koriséenjem poznate teoreme o srednjoj vrednosti odredenog

integrala, sledi da postoji & € (a,b) tako da je

() =L - -nar = L2 e,

sto je i trebalo dokazati. 0
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6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

Trapezna formula moze imati zadovoljavaju¢u tacnost, ukoliko je h do-
voljno malo. To mozemo obezbediti podelom intervala integracije na niz
podintervala. Ako interval [a, b] podelimo na n podintervala oblika [xy_1, 2],

k=1,...,n, tako da je
a=1r1<19<...<x,=0b,

i saberemo sve trapezne formule nad njima, dobijamo kompozitnu trapeznu
formulu. Najjednostavnije je uzeti da su tacke xj ekvidistantne. Tako dobi-
jamo

flan)

/ f(x)dx:h(M+f(x1)+f(w2)+...+f(xn1)—|— 5

: )+RE),

pri cemu gresku mozemo zapisati kao zbir gresaka trapeznih formula na pod-

intervalima
RT — 2 : g ) — .

Greska napisana na ovaj nac¢in nije korisna, pa ¢emo je napisati drugacije

Rin (1<
RT _ _ "= " : )
n () u(ﬁ;fﬁv
Broj u zagradi je aritmeticka sredina vrednosti drugog izvoda u tackama &;.
Taj broj se sigurno nalazi izmedu minimuma i maksimuma drugog izvoda na
[a,b]. Buduéi da je f” neprekidna funkcija na [a, b], broj u zagradi je jednak
1"(€), za neko & € [a, b], pa vazi

h3n (b—a)h?

RL(f) = —5-1"(8) = ———1"().

b) Neka je sada n = 2. Tada na osnovu (6.15) i (6.16) dobijamo kvadra-

turnu formulu

/abf(x) dr = b;a (f(a) +4f (@;b> +f(b)) + Rs(f). (6.21)
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6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

Ova formula je poznata kao Simpsonova formula ili pravilo. Primetimo da
je ova formula, kao interpolaciona, koriséenjem (6.12), tacna za algebarske

polinome stepena 2 ili manjeg. Stavise, Simpsonova kvadraturna formula je
a+b

tacna i za algebarski polinom g(z) = (:v - )3, Sto se lako da zakljuciti
na osnovu osobine neparnosti funkcije g na intervalu [a, b] u odnosu na sredinu
intervala (a4 0)/2, i na osnovu osobine Cotesovih koeficijenata za ovaj slucaj
Hy = H,. Dakle, Simpsonova kvadraturna formula (6.21) ta¢na je bar za

algebarske polinome treceg stepena.

Teorema 6.1.2 Ako je f € C*[a,b], za ostatak R3(f) u kvadraturnoj formuli

(6.21) vazi

(b—a)®
2880

Ry(f) = — fH(&) (a<&<b). (6.22)

Dokaz. Posmatrajmo Simpsonovu kvadraturnu formulu (6.21) i uvedimo

oznake

Ty — To

10= [ swran, 5= 55 (st + 45 (252 ¢ 1o,

gde je xg = a, x1 = , Tg = 0.

2
Veé smo konstatovali da je Simpsonova kvadraturna formula (6.21) tacna
za algebarske polinome stepena < 3.

Neka je P3 polinom trec¢eg stepena za koji je

P3(x0) = f(xo), Ps(x1) = f(21), P3(w2) = f(x2), Ps(z1) = f'(21).

Zakljucujemo da je P; Hermiteov interpolacioni polinom za koji vazi

Takode, na osnovu formule za ostatak u Hermiteovoj interpolaciji, vazi

F9 (&)

A1 (. — o) (7 — 371)2(96 — Z3),

f(z) — Py(z) =
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6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

za neko &, € (a,b). Sada je

I0) =85 = 1 =1 = [ (@)~ Bo) o

za neko & € (a,b), gde smo koristili teoremu o srednjoj vrednosti odredenog
integrala.

Ostaje nam da izracunamo integral

b
/ ( — o) (2 — 21)* (2 — ) do.
Razmotrimo gresku Simpsonovog pravila (6.21) za funkciju

h(z) = (z — x1)*

I(h) = /xj2(a:—x1)4dx—§(b;a>57
S(h) = g(b;“Y.

Kako je hY(x) = 4!, imamo da je

Imamo

b
/(JZ—ZE())(JZ—ZEl)Q(.T—ZL'Q)dZE = I(h)—S(h)

I
(G2 )
7N
>
2o |
=
~_
ot
|
Wl b
VR
>~
2o |
s
~_
ot

B _i b—a\’
15\ 2 '
Zamenom poslednje jednakosti u izrazu za gresku Rs(f) = I(f) — S(f),
dobijamo
_ &) 4 (b-a) &) a)p
Bs(f) = 4 1B\ 2 ) 120 - 4!
AR (D) 5
= “ s 07
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6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

Sto je i trebalo dokazati. 0

Slicno kao kompozitnu trapeznu, izvodimo i kompozitnu Simpsonovu for-
mulu, s malom razlikom Sto svaki od podintervala moramo prepoloviti jos
jednom tackom da bismo nad njim mogli primeniti Simpsonovu formulu.
Ako se ogranicimo na ekvidistantni slucaj i zahtevamo podelu intervala na

paran broj podintervala dobijamo

[ r@ds = Sist)+ 470 + 2 () + 45 an) + 20 (wn) +

+4f(wa1) + flaa)] + RE(f),

gde je
n/2 n/2
h hn [ 2
RS _ E _ @ )= — z E (4) .
Izraz u zagradi mozemo zameniti sa f((€), € € [a, b], pa dobijamo
h°n (b—a)ht
S(f) = —— = fWgy = /7 (4
RS(f) =~ 9(g) = U f0(g).

PRIMER 6.3. Razmotrimo na koliko delova treba podeliti interval inte-
gracije, da bi se integral
1.3 du
izracunao kompozitnom (uopStenom) trapeznom formulom sa ta¢noséu e =
0.5-1073.
Za dostizanje trazene tacnosti dovoljno je odrediti n € N tako da je

apsolutna vrednost ostatka u slozenoj trapeznoj formuli

b—a)3 )
( 12n2) |f"(€)] < 0.5-1073.
Ovde je a =0.7,b = 1.3, f(z) = 1/v/22% + 0.3. Nalazimo
T 872 — 0.6
Fo = f(x) =

V(2224 0.3)3 V(222 4 0.3)5
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6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

8-1.32-10.6
max |f"(z)| < ~6.93 < 7.
0.7<z<1.3 \/(2 -0.72 4+ 0.3)%

Dakle, apsolutna vrednost ostatka u slozenoj trapeznoj formuli je manja

od ¢, ako je
(1.3 -0.7)3

s+ T < 0.0005,
n

§to ¢e biti ispunjeno za n? > 252, tj. za n > 16. Uzeéemo da je n = 20.
Pribliznu vrednost integrala ¢emo izrac¢unati po slozenoj trapeznoj formuli

1 1
Tzozh(§f0+f1+---f19+§f20),

gde je h = (b—a)/n = 0.6/20 = 0.003, y; = f(z;) = 1/\/222 4+ 0.3, z; =
0.7+ ih (i=0,1,...,20).
Zamenom numerickih vrednosti dobija se da je 7;, = 0.40418 ~ 0.404.

PRIMER 6.4. Razmotrimo na koliko delova treba podeliti interval inte-

gracije da bi se integral

izra¢unao slozenom trapeznom formulom sa ta¢noséu € = 1078,

Ovde je podintegralna funkcija

sin x
fla) =2
Posto je
3 ab
SINr = x — 37 + i ,
bice
sin 2 ot
— =1-" 4= —

H@) == 31 5



6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

Posto je red na desnoj strani znaka jednakosti Leibnitzov, vazi

vz e (0,1]: |f'(x) < %

Zbog toga je asolutna vrednost ostatka slozene trapezne formule manja ili
jednaka 1/(36n?). Da bi se dostigla trazena tac¢nost dovoljno je podeliti

interval integracije na n delova, pri ¢emu je

: <1078
36n2 — '

Iz poslednjeg uslova se dobija da je dovoljno uzeti n > 1667.

PRIMER 6.5. Izrac¢una¢emo pribliznu vrednost integrala

I:/1~6 sin(2;3—2.1) i,
1.2 z?+1

deledi interval integracije na 8 jednakih delova i oceniti gresku. Koristi¢cemo
slozenu Simpsonovu formulu.
Iz2n = 8je h = (b—a)/8 = (1.6 — 1.2)/8 = 0.05. Formula za

izracunavanje priblizne vrednosti integrala je

h
Sy = g(yo +4(yr +y3 +ys +yr) + 2(y2 + ya + ys) + ys),

pri cemu je

~ sin(2r;) — 2.1

yi = f(zi) = F— z;=12+ih (i=0,1,...,8).

Numericki rezultati su dati u sledecoj tabeli

T | YoiYs | Y1sYs Vs, Y7 | Y2, Yas Ys
0 | 1.20 | 0.1211

1 [1.25 0.1520

2 |1.30 0.1782
3 | 1.35 0.2000

4 11.40 0.2176
5 | 1.45 0.2312

6 | 1.50 0.2410
7 | 1.55 0.2473

8 | 1.60 | 0.2503

> 0.3714 0.8305 0.6368

169



6.1. Newton-Cotesove kvadraturne formule

Na osnovu tabele je

0.05
Sy = 7(0.3714 +4-0.835+2-0.6368) = 0.088278.

Za ocenu greske Rg, u odgovarajucoj slozenoj Simpsonovoj formuli mo-

zemo iskoristiti konacne razlike cetvrtog reda. Naime, posto je

Ay, f(4)(f)
AhE [Ti, Tig1, Tiva, Tivs, Tiva; f] = al
za neko ¢ € (1.2,1.6), mozemo smatrati da je
[fPO)] . max|Aly,|
max ~
ge(1.2,1.6) 4! 4'pt
pa je
Rs,| < S max| Aty
i wm |y | Ay | Ay | A% | Ay

0 1.20 0.1211
0.0309

1 1.25 0.1520 —0.0047
0.0262 0.0003

2 1.30 0.1782 —0.0014 —0.0001
0.0218 0.0002

3 1.35 0.2000 —0.0042 0.0000
0.0176 0.0002

4 1.40 0.2176 —0.0040 0.0000
0.0136 0.0002

5 1.45 0.2312 —0.0038 0.0001
0.0098 0.0003

6 1.50 0.2410 —0.0035 —0.0001
0.0063 0.0002

7 1.55 0.2473 —0.0033
0.0030

8 1.60 0.2503

Iz tabele se vidi da je
max [A'y;| = 0.0001,
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6.2. Rombergova integracija

pa je
0.4 -0.0001

[zracunavanje je izvrSeno sa cetiri znacajne cifre, te zbog toga greska
metoda nema uticaja na konacan rezultat. Rac¢unsku gresku mozemo oceniti

na sledeéi nac¢in
A(I) = (b—a)A(y) = 0.4-0.0001 < 0.00005.

Dakle, I = 0.0833, i sve cifre su sigurne u uzem smislu.

6.2 Rombergova integracija

Posmatrajmo kvadraturnu formulu sa ekvidistantnim ¢vorovima i os-
tatkom reda 7, tj. R(f) = Ch"+O(h"'), gde je h rastojanje izmedu ¢vorova.
Aproksimaciju integrala I(f) dobijenu primenom ove formule, oznacima sa
I(h). Uzmimo za h dve razli¢ite vrednosti hy i hy (hy < hq), i izra¢unajmo
I(hy) i I(hy). Slede¢im postupkom mozemo dobiti novu aproksimaciju inte-
grala, koja je tacnija od pomenute dve. Zanemarivanjem velicina O(h; ™) i

O(h5™) i eliminacijom faktora C' iz jednakosti
[—I(h)=Ch, T—1I(hy)=Ch,

dobijamo formulu

(&) 101 T{0m) ~ 10)
(1) - (i) -

koja je poznata kao Richardsonova ekstrapolacija. Najcesce se uzima hy =

h1/2, i tada dobijamo

— I(hy) +

271 (hy) = I(M)
R (6.23)
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6.2. Rombergova integracija

Za posmatranu kvadraturu biramo kompozitnu trapeznu formulu* kako
bismo iskoristili Euler-Maclaurinovu formulu koja daje asimptotski razvoj

njene greske. Naime, ako je f € C*"*2[a, b], za kompozitnu trapeznu for-

mulu, vazi
B m h2m+2
R(f) = cih® + eoh* + csh® + ... — (b — a)ﬁf@mu)(g)
gde su By, Bernoullijevi brojevi, £ € (a,b) i
= _ D [fERD () — D0, k=1,...,m.
<2k) ! ) 7 )

Ako stavimo h = h;, = (b — a)/2F i odgovarajuéu trapeznu aproksimaciju
T,.(f) (n = 2%) oznacimo sa T, k(())’ tada, primenom Richardsonove ekstrapo-

lacije na T,f,o) i 79

4t1> dobijamo

0 0
AT -1

3

I

Oznac¢imo novu aproksimaciju sa T,gl) i odredimo njenu gresku. Kako je

4 1
roa = (-a0) - L (1),

primenom FEuler-Maclaurinove formule, dobijamo

4 he\’ he\?
I_T,gl>:§[cl(§) e ()

tj.

— % [Clhkz + CQth + .. } s

1
-1V = —5 hi+O(hS).

Vidimo da je r udvostruceno, kad hy — 0.
Ako je funkcija f dovoljan broj puta diferencijabilna, navedeni postupak
sugerise konstrukciju iterativnog procesa u obliku
gm p(m=1) _ pp(m=1)

PR k =1,2,....
k 4m — 1 L ) <y

4U ovom sluéaju je r = 2.
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6.2. Rombergova integracija

Ovaj postupak se zove Rombergova integracija. Mozemo je predstaviti 7-

tabelom
TO(O) To(l) TO(Z) T0(3)

Tl(O) T2(2) T1(2)
T2(O) Tg(l)
7"

U prvoj koloni nalaze se aproksimacije integrala dobijene uopstenom trapez-
nom formulom za hy, = (b — a)/2*. Druga kolona dobija se na osnovu prve,
tre¢a na osnovu druge, itd.

Moze se pokazati da nizovi {T™ }ren, (kolone u tabeli) i {T1™ }men,
(vrste) konvergiraju ka I(f). Kod prakti¢ne primene Rombergove integracije,
iterativni proces se najéesée prekida kada je |T\™ — TV < e. Odnosi

greSaka dva uzastopna broja u koloni se moraju ponasati kao

1 1 1 1
4 16 64

4 16 :
4

Ova ponasanja brojeva u T-tabeli vrede samo ako je funkcija dovoljno glatka.
PRIMER 6.6 Funkcija e” je ima beskona¢no mnogo neprekidnih izvoda,
pa je dobar primer za Rombergovu integraciju. Prikazacemo odnose gresaka

. y .ol
u kolonama prilikom racunanja fo e’dz.

1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 1.0000
3.9512 15.6517 62.4639 249.7197

3.9875 15.9913 63.6087

3.9969 15.9777

3.9992
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6.3. Gaussove kvadraturne formule

3/2 " Njen drugi izvod nije

Zamenimo prethodni integrand funkcijom x
neprekidan u 0, pa bi veé u drugoj koloni (funkcija je dovoljno glatka za
ocenu greske u trapeznoj formuli) trebalo do¢i do neuobi¢ajenog ponasanja.

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
3.7346  5.4847 5.6484 5.6566
3.8154 5.5912 5.6539

3.8721 5.6331

3.9112

6.3 Gaussove kvadraturne formule

Videli smo da u kvadraturnoj formuli @),, uvek mozemo odrediti ko-
eficijente A;, tako da ona ima algebarski stepen tac¢nosti n — 1. Primer
6.1. pokazuje da se pogodnim izvorom ¢vorova moze postic¢i algebarski ste-
pen tacnosti od 2n— 1, pa se postavlja pitanje njegove maksimalne vrednosti,

naravno, u zavisnosti od n. Odgovor na to pitanje dobi¢emo u ovoj sekciji.

Teorema 6.3.1 Algebarski stepen tacnosti kvadraturne formule sa n é¢vorova

ne moze biti veci od 2n — 1.

Dokaz. Dovoljno je nadi jedan polinom stepena 2n, takav da je I,(f) #
Qn(f). To vazi za w?, gde je wy(x) = (z — z1)(x — x2) ... (x — x,). Naime,

ocigledno je @, (w,) = 0, dok je, s obzirom na osobine tezinske funkcije,
b
Iy(wy) = / wi(z)w(x)dr > 0.
O
Kvadrature sa maksimalno moguc¢im algebarskim stepenom tacnosti zove-

mo Gaussovim kvadraturnim formulama. Dokazac¢emo njihovu egzistenciju i

pokazati nacin za njihovu konstrukeiju.

Teorema 6.3.2 Da bi kvadraturna formula sa n ¢vorova © minimalnim al-

gebarskim stepenom tacnosti n — 1 imala algebarski stepen tacnosti 2n — 1,
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6.3. Gaussove kvadraturne formule

potrebno je i dovoljno da su njeni ¢vorovi nule polinoma W, gde je {Wj }ren,

niz ortogonalnih polinoma u odnosu na tezinsku funkciju w(x).

Dokaz. Neka su ¢vorovi zp, k = 1,...,n, nule polinoma W, i neka je p

proizvoljan polinom iz Py, ;. Tada se p moze predstaviti u obliku
p(:l?) = un—l(l') Wn(x) + Un—l(x) ) Up—1,Up—1 € Pn—l )

pa iz p(xg) = vp_1(zk), k=1,...,n, sledi

/abp(x)w(x) dr = /ab W (%) U1 (z) dz + /ab vn1(2) w(z) d
= /ab Un—1(2) w(2) dv = Qn(vn-1) = Qu(p) -

Dokazimo sada obrnuto tvrdenje. Neka (), ima algebarski stepen tac¢nosti

2n — 1. Za svaki od polinoma z™W,,, m =0,1,...,n — 1, oc¢igledno vazi
pa sledi
b
I,(z™W,,) = / Wy (z) 2™ w(x)de =0, m=0,1,...,n—1,

tj. W, pripada nizu ortogonalnih polinoma u odnosu na tezinsku funkciju
w(x). 0

Prethodna teorema sugerise metodu za konstrukciju Gaussovih kvadra-
tura. Ukoliko prvo odredimo ¢vorove, koeficijente lako dobijamo iz sistema
(6.4), i time obezbedujemo neophodni stepen tacnosti n — 1. Znatno tezi
deo problema je odredivanje ¢vorova za koje smo videli da moraju biti nule
polinoma W,,. Sad se namece pitanje da li takav polinom uopste postoji, i
ako postoji, kakve su njegove nule. Za konstrukciju Gaussove kvadrature,

neophodno je da one budu realne, proste i da pripadaju intervalu [a, b].
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6.3. Gaussove kvadraturne formule

S obzirom na pretpostavke o tezinskoj funkciji, u prostor algebarskih

polinoma nad [a, b] mozemo uvesti skalarni proizvod

b
ung/fuwmnwwm:o,

pa egzistencija niza {Wjbren, sledi iz Gram-Schmidtovog postupka ortogo-

nalizacije. Naime, mozemo uzeti da je
W W
t i=0 <m’m> :
Teorema 6.3.3 Neka je {Wy}ren, niz ortogonalnih polinoma u odnosu na

tezinsku funkciju w(x). Nule polinoma W,, su realne, proste i leze u (a,b).

Dokaz. Neka su ty,t9,...,t, (m < n) realne nule neparne visestrukosti
polinoma W, (t) koje leze u intervalu (a,b). Polinom
1; m=20

Qu(t) = (t—t;); m=1,2....n

—3

=1

na (a,b) menja znak u istim tackama kao i polinom ,(t), odakle sledi da

polinom W, (¢)Q,(t) ne menja znak na (a,b), pa vazi

/vwaMwMﬂﬁ#U

Ovo je moguce samo za m = n. O
Na osnovu algebarskog stepena tacnosti Gaussove kvadraturne formule

G, zakljucujemo da vazi

Gn(f):/ Hop i (25 f) dx, (6.24)

gde je Hy,_1 Hermiteov interpolacioni polinom funkcije f dobijen na osnovu

vrednosti od f i f’ u évorovima kvadrature. Lako se proverava da vazi

n

Hypa(z) =Y (@) f(a:) + vi(e) f(w:)) |

i=1
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6.3. Gaussove kvadraturne formule

gde je
pi(z) = [1 = 26(z:) (v — )| G (), vi(w) = G(2) (v — ).

Ako prethodno uvrstimo u (6.24) dobijamo

n

Gn(f) = Z[Az f(@i) + By f' ()],

=1

gde je

b b
A= / [1—20(x) (x — 2)] B (z)w(z)dz, B;= / C(x) (v—x;) w(z) de .

Kako se u kvadraturi G, ne javljaju vrednosti od f’, zaklju¢ujemo da je

B;=0,i=1,...,n. Sada je
b
A; :/ Z(x)w(z)dr > 0.

Gresku R, (f) Gaussove kvadrature GG,, dobijamo iz greske Hermiteovog

interpolacionog polinoma Ha, ;. Ako f € C?™[a,b], iz (3.26) sledi
f

(2n) b
Ru(f) = 2n§f) [ et ae.

(
PRIMER 6.7. Odredimo Gaussovu kvadraturnu formulu oblika

/ @) (1= = Ay () + A fe) + A F )+ Rl

Polaze¢i od linearno nezavisnog niza {1, z,z?, ...}, Gram-Schmidtovim pos-
tupkom ortogonalizacije dobijamo niz ortogonalnih polinoma u odnosu na

tezinsku funkciju w(z) = (1 — 22)%/2:
WO(x):la Wl(.l'):l', WQ(:E):'IQ__7 W3(I):ZL‘ - 3%
Cvorovi 1,z 1 3 su nule polinoma W, dakle,

\/§ . 3
xrT1 = — — = = — .
1 87 T2 ) I3 ]
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6.3. Gaussove kvadraturne formule

Resavanjem linearnog sistema

dobijamo

+

+ /24

_|_

™

A+ A
i
s/
Al :A?) = 15

Ako f € CO[-1,1], imamo

Rs(f)

9%
6!

/

1

1

(-

3
8

12
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Glava 7

Numericke metode za resavanje
diferencijalnih jednacina

Ova glava je posvec¢ena uglavnom resavanju Cauchyjevog problema kod
obi¢nih diferencijalnih jednacina, tj. problema sa pocetnim uslovima. Metode
su razvrstane u dve opste klase i to:

e Klasa linearnih visekoracnih metoda,
e Klasa metoda Runge-Kutta.

Ukazac¢emo i na resavanje konturnih problema kod obi¢nih diferencijalnih
jednacina.
7.1 Linearne visekoracne metode

7.1.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda je najprostija numericka metoda za resavanje Cauchy-

jevog problema

y, - f(x,y), y(l‘o) = Yo (71)

i bazira se na pribliznoj jednakosti

y(x) = y(xo) + (= — w0)y'(w0),
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7.1. Linearne visekorac¢ne metode

.
y(r) = y(xo) + (v — x0) f(70,Y0), (7.2)

s obzirom na (7.1). Ako sa y; ozna¢imo pribliznu vrednost za y(z1), na

osnovu (7.2) imamo
Y1 = Yo + (21 — 7o) f (0, Y0)-
U opstem slucaju za proizvoljni skup tacaka
To< Ty <Tp < ...,
priblizne vrednosti za y(z,), u oznaci y,, mozemo odrediti pomocu
Yn1 = Yn + (Tns1 — @) f (@0, 50)  (R=0,1,...). (7.3)

Poslednja formula definise Eulerovu metodu, ¢ija je geometrijska interpre-
tacija data na slici 7.1.
Poligonalna linija (x, yo)—(z1, y1)—(x2, y2)— . .. poznata je kao Eulerov

poligon.

Najcesée se tacke z,, biraju ekvidistantno, tj x,.1 — x, = h = const (>

0) (n=0,1,...)iu tom slucaju (7.3) se svodi na
Ynt1 = Yn + hf(xn,yn) (n=0,1,...).

7.1.2 Opsta linearna visekoracna metoda

U ovoj i narednim podsekcijama ove sekcije razmatramo jednu opstu klasu

metoda za resavanje Cauchyjevog problema

Y =f(z,y), y(@o)=yo (w0 <x<h). (7.4)
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7.1. Linearne visekora¢ne metode

0.45

0.4

0.35F

0.25F

0.2} (x0,Yo0) : : 7
0.15+ ﬁ : i
0.1fF : : : i

0.05} : _ ' .

X

Sl 7.1

Ako segment [xg, b] podelimo na N podsegmenata duzine h = (b — xq)/N

dobijamo niz tacaka x,, odreden sa
Tn=x9+nh (n=0,1,... N).

Neka y,, oznacava niz pribliznih vrednosti resenja problema (7.4) u tacka-
ma x, i neka je f, = f(x,,yn). Pred nama se postavlja problem odredivanja
niza {y,}. Za resavanje ovog problema razvijen je veliki broj metoda. Jedna
od njih je i Eulerova metoda razmatrana u prethodnoj podsekciji. Kod Eu-

lerove metode niz {y,} se izracunava rekurzivno pomocu

Ynt1 — Yn = hfn (n=0,1,...), (7.5)
pri ¢emu postoji linearna veza izmedu y,,vy,+1 1 fn. U opstem slucaju za
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7.1. Linearne visekorac¢ne metode

izracunavanje niza ¥, mogu se koristiti neke druge rekurentne relacije, koje
su slozenije nego sto je (7.5). Medu metodama, koje proizilaze iz pomenutih
relacija, vaznu ulogu igraju metode kod kojih postoji linearna veza izmedu
Ynai, fnri (1=0,1,...,k), i one ¢ine klasu takozvanih linearnih visekoracnih
metoda (“multistep methods” na engleskom).

Opsta linearna visekoracna metoda moze se predstaviti u obliku

k k
Z AiYn4i = hz /Blfn+l (n = 07 17 ce ')7 (76)
i=0 =0

gde su «; i fB; konstantni koeficijenti odredeni sa ta¢noséu do na multiplika-
tivnu konstantu. Da bismo obezbedili njihovu jednoznacnost uzimamo npr.
a = 1.

Ako je (B = 0, kazemo da je metoda (7.6) otvorenog tipa ili da je ekspli-
citna, u protivnhom metoda je zatvorenog tipa ili implicitna.

U opstem slucaju (7.6) predstavlja nelinearnu diferencnu jednacinu, s
obzirom da je fn1i = f(Tnii, Ynti)-

Za odredivanje niza y,,, primenom metode (7.6) potrebno je poznavanje
pocetnih vrednosti y; (i = 0,1,...,k —1). Kako nam je unapred poznata
jedino vrednost yy, poseban problem u primeni visekora¢nih metoda (7.6)
predstavlja odredivanje ostalih pocetnih vrednosti. Ovom problemu bice
posvecena posebna podsekcija.

Pod pretpostavkom da su poznate pocetne vrednosti y; (i =0,1,...,k —

1), kod eksplicitnih metoda direktno se izra¢unavaju yg, Yg+1, - - - , yv pomocu

k—1 k—1
Ynik = 0> Bifuri— > Qi (n=0,1,...,N —k).
=0 =0

Medutim, kod implicitnih metoda za odredivanje vrednosti ¥, treba resiti
jednacinu
Yn+k = hﬁkf(xn+ku yn+k) + (I)> (77)
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7.1. Linearne visekorac¢ne metode

gde je
k—1 k—1
¢ = hZ@‘fmi - Zaiyn-i-i-
i=0 i=0

Kada je f(z,y) nelinearna funkcija koja zadovoljava Lipschitzov uslov po

y sa konstantom L u nekoj oblasti D,

|f($,y1) - f(l'ay2)| < L|y1 - y2|> ("L‘ayl)a (:E7y2) € D7

jednacina (7.7) se moze resiti iterativnim procesom

Ui = hB (wnsiulll,) + @ (7.8)

polazeci od proizvoljne vrednosti yﬂk ako je

hlﬁk|L < 1.

Uslov dat ovom nejednakoséu obezbeduje konvergenciju iterativnog pro-
cesa (7.8).
Za metodu (7.6) definise se diferencni operator Ly, : C'[xg, b] — Clzy, b]

pomodcu

k
= Jagy(a + ih) — hBy (z + ih)]. (7.9)

=0

Neka je funkcija g € C*®[zg, b]. Tada se L;[g] moze predstaviti u obliku
Lh[g] = Cog(l‘) + Olhg/(l') + CQth”([L’) + .. (710)
gde su C; (j =0,1,...) konstante, koje ne zavise od ¢ i h.

Definicija 7.1.1 Linearna visekoracna metoda (7.6) ima red p ako je u
razvoju (7.10)
Co=Ci=...=C, =0, Cpp1 #0.
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7.1. Linearne visekorac¢ne metode

Neka je y(x) ta¢no reSenje problema (7.4) i y, niz pribliznih vrednosti
ovog resenja u tackama x, = xo +nh (n = 0,1,..., N) dobijen primenom

metode (7.6), sa poCetnim vrednostima y; = s;(h) (i =0,1,...,k —1).

Definicija 7.1.2 Za linearnu visekoracnu metodu (7.6) se kaze da je kon-
vergentna, ako je za svako x € [xg, b

Yn = y(x)

h—0,x2—x0=nh

1 ako za pocetne vrednosti vazi

}llirr[l)s,-(h):yo (i=0,1,...,k—1).

Linearna visekoracna metoda (7.6) se moze okarakterisati prvim i drugim

karakteristicnim polinomom koji su dati, tim redom, pomoc¢u

k k
pE) =D k', a6 =) B
1=0 i=0

Dve vazne klase konvergentnih visekora¢nih metoda koje se sre¢u u pri-
menama su:
1° Metode kod kojih je p(§) = &8 — &1
20 Metode kod kojih je p(&) = &F — k=2,
Ekplicitne metode prve klase nazivaju se Adams-Bashfortove, a impli-
citne Adams-Moultonove metode. Slicno, eksplicitne metode druge klase su
Nystromove, dok se odgovarajuce implicitne metode nazivaju generalisane

Milne-Simpsonove metode.

7.1.3 Izbor pocetnih vrednosti

Kao sto je ranije napomenuto, kod primene linearnih visekora¢nih metoda

na resavanje problema (7.4) potrebno je poznavanje pocetnih vrednosti y; =
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7.1. Linearne visekorac¢ne metode

si(h), takvih da je limy ¢ s;(h) = yo (¢ = 1,2,...,k — 1). Naravno, ovaj
problem se postavlja kada je k > 1.
Ako je metoda (7.6) reda p, tada pocetne vrednosti s;(h) treba birati tako
da je
si(h) —y(z;) =0 (WP*Y)  (i=1,2,....k—1),

gde je y(z) tacno resenje problema (7.4).

U ovoj podsekciji navesé¢emo jednu klasu metoda za odredivanje potrebnih
pocetnih vrednosti.

Pretpostavimo da je funkcija f u diferencijalnoj jednacini (7.4) dovoljan
broj puta diferencijabilna. Tada na osnovu Taylorovog metoda imamo

2 hp

y(l’o + h) = y(]?o) + hy/(l’(]> + ay//(JIQ) +...+ Fy(p) (l’o) +0 (hp+1) .

Poslednja jednakost ukazuje na to da se moze uzeti
h? h?
s1(h) = y(zo) + hy'(xo) + 53/”(530) +...+ Hy(p) (20),
s obzirom da je tada s;(h) —y(x1) = O (W?*) (1 = zo+h). Isti postupak se
moze primeniti na odredivanje ostalih poc¢etnih vrednosti. Naime, u opstem
slu¢aju imamo
2 P

h .
si(h) = y(xi—1)+hy/($i—1)+gy”(%—l)‘f—- . -+Fy(p)($i—1) (i=1,...,k=1),

pri ¢emu za y(z;_1) uzimamo s;_1(h).

7.1.4 Prediktor-korektor metode

Kao sto je navedeno primena implicitnih metoda je skopcana sa resa-
vanjem jednacine (7.7) na svakom koraku integracije, pri ¢emu se za ovo
resavanje koristi iterativni proces (7.8). Bez obzira na ovu tesko¢u implicitne

metode se dosta koriste za resavanje Cauchyjevog problema, s obzirom da
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7.1. Linearne visekorac¢ne metode

imaju niz prednosti nad eksplicitnim metodama (visi red, bolja numericka

[0]

e, U primenama se odreduje korisCenjem

stabilnost). Pocetna vrednost y
neke eksplicitne metode, koju nazivamo prediktor. Implicitnu metodu (7.7)
nazivamo korektor. Metodu dobijenu ovakvom kombinacijom nazivamo predik-
tor-korektor metodom.

Za odredivanje y, 1, iterativni proces (7.8) treba primenjivati sve dok ne
bude ispunjen uslov

s+1 S
yLik] - yLl—k <g,

gde je € dozvoljena greska, obi¢no reda lokalne greske zaokruzivanja. Tada
se za Ynikr Moze uzeti yr[fj_rkl].

Medutim, ovakav nacin se najc¢eSée ne primenjuje u praksi s obzirom da
zahteva veliki broj izracunavanja vrednosti funkcije f u svakom koraku i
uz to je ovaj broj promenljiv od koraka do koraka. Da bi se smanjio ovaj

broj izracunavanja, broj iteracija u (7.8) se fiksira. Uzima se samo s =

0,1,...,m—1.
PRIMER 7.1. Posmatramo problem
Yy =r*+y, y(1)=1 (1<z<2), (7.11)

¢ije je tacno reSenje y(z) = 6e* — 22 — 21 — 2.

Eulerova metoda

ynJrl_yn:hfn (n:O717"'>7

¢iji je red p = 1, i Adams-Bashfortova metoda treceg reda

h
Ynt+3 — Ynit2 = 5(23fn+2 - 16fn+1 + 5fn) (n = 07 17 . ')7

mogu se realizovati jednostavno koris¢éenjem nekog programskog jezika, re-
cimo FORTRAN-a, ili u nekom softverskom paketu, recimo u MATLAB-u. U

formiranim programima testiranja su izvrsena na primeru (7.11) sa h = 0.1.
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7.1. Linearne visekorac¢ne metode

Kod Eulerove metode y(1) predstavlja datu poc¢etnu vrednost, a za Adam-
sovu metodu pocetne vrednosti se odreduju primenom Taylorove metode za

p = 3. Naime, kako je

dobijamo

y(1) =1, y(2)=1.221, y(3) = 1.48836.

[zra¢unate vrednosti funkcije y u tackama x; (i = 0,1,...) dobijene Eule-
rovom, odnosno Adamsovom metodom, i oznacene sa ¥;, ¥;, respektivno,

prikazane su u sledecoj tabeli.

il | 5 |[Greska(u%) | @ | Greska (u %) |
0| 1.0 1.00000 0.00 1.00000 0.00
1| 1.1 1.20000 1.72 1.22100 0.00
2 11.2|1.44100 3.19 1.48836 0.00
3|13 1.72910 4.42 1.80883 0.02
41141207101 5.47 2.19028 0.03
51 1.5 | 247411 6.37 2.64126 0.04
6 | 1.6 | 2.94652 7.13 3.17116 0.05
7| 1.7 3.49717 7.79 3.79040 0.06
8 | 1.8 | 4.13589 8.36 4.51045 0.06
9 11.9 |4.87348 8.87 5.34403 0.07
10 | 2.0 | 5.72183 9.32 6.30518 0.07

PRIMER 7.2. Uzimajué¢i Eulerovu metodu kao prediktor i trapezno pra-
vilo (p = 2)
bt~ = 5t fa) (1=0.1,.)
kao korektor (sa brojem iteracija m = 2), imamo metodu za reSavanje dife-

rencijalne jednacine (7.11), ¢iji test rezultati su prikazani u sledecoj tabeli.
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7.2. Metode Runge-Kutta

’ i \ Z; \ i \ Greska (u %) ‘
0| 1.0 1.00000 0.00
1] 1.1 1.22152 0.04
2|1 1.2] 1.48952 0.07
3| 1.3 | 1.81097 0.10
41 1.4 2.19363 0.12
51 1.5 2.64602 0.14
6|16 317760 0.15
7 1.7 3.79881 0.17
8 | 1.8 | 4.52118 0.18
9| 1.9 5.35747 0.18

10 | 2.0 | 6.32177 0.19

7.2 Metode Runge-Kutta

Pre nego sto predemo na razmatranje navedenih metoda pomenuéemo
Taylorovu metodu, koji spada u grupu pribliznih metoda za resavanje Cauchy-
jevog problema (7.4).

Ako je funkcija f(x,y) analiticka u tacki (zo, ), moze se pokazati da
Cauchyjev problem (7.4) tada ima jedinstveno resenje y = y(x) koje u okolini
tacke xy ima izvode proizvoljnog reda, pa je

y(x) = y(xo) + (x — x0)y (x0) + %(x —20)%y" (wo) + ... . (7.12)

Na osnovu (7.4) mozemo izracunati potrebne izvode ™ (zo) (i = 1,2,...).

Naime, imamo redom

y(ﬁo) = Yo,
yl(fﬂo) = f(l’o’yo),
0 0
y”(ffo) — (a_£+y/8_§> . .
0 0
_ f(goxay(]) +f($o,yo) f(g(;vyO)’ itd.
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7.2. Metode Runge-Kutta

Tako, za konkretan problem
y =2 +y°, y0) =1,
sukcesivnim diferenciranjem dobijamo
y =+ Yo =75+ Y =1,
y"' =2z +2yy, Yo = 270 + 2Yoyp = 2,
v =24+ 299" + 2%y =2+ 2y0u0 + 295 = 8,
g = 2yy" +6y'y" uy = 2uouy + 6upyy = 28,
gde smo stavili y(()i) =y (z).

Zamenom dobijenih vrednosti u (7.12) dobijamo
r? a8 x!
£,

4 7
y(m):1+x+x2—|—§x3+éx4+... :

U prethodnoj sekciji razmatrani su linearne visekoracne metode za reSava-
nje Cauchyjevog problema (7.4). Red ovih metoda se moze povecati poveca-
njem broja koraka. Medutim, ukoliko se zrtvuje linearnost koju poseduju ove
metode, moguce je konstruisati jednokoracne metode sa proizvoljnim redom.

Za resavanje Cauchyjevog problema oblika (7.4) sa dovoljno puta diferen-
cijabilnom funkcijom f, moguce je, takode, konstruisati jednokora¢ne metode
viseg reda (na primer, Taylorova metoda).

Posmatrajmo opstu eksplicitnu jednokoracnu metodu

Yn+1 — Yn = hq)(xru Yn, h) (713)

Definicija 7.2.1 Metoda (7.13) je reda p ako je p najveci ceo broj za koji
vazi
y(@ + h) — y(z) — he(z,y(z), h) = O (K1),

gde je y(x) tacno resenje problema (7.4).
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7.2. Metode Runge-Kutta

Definicija 7.2.2 Metoda (7.13) je konzistentna ako je ®(z,y,0) = f(z,y).

Primetimo da je Taylorova metoda specijalan slu¢aj metode (7.13). Naime,

kod Taylorove metode reda p imamo

— K (a0

U specijalnom slucaju, kod Eulerove metode je ®(z,y, h) = f(z,y).

U ovoj sekciji razmatracéemo jednu specijalnu klasu metoda oblika (7.13),
koja je nazvana metodama Runge-Kutta.

Kako ¢emo kasnije videti sve ove metode sadrze slobodne parametre. S
obzirom na vreme u kome su se pojavile ove metode, slobodni parametri su
birani tako da se dobiju sto jednostavnije formule za prakticno racunanje.
Medutim, ovakve vrednosti parametara ne obezbeduju optimalne karakteri-
stike posmatranih metoda. U daljem tekstu ove metode zva¢emo klasi¢nim
metodama Runge-Kutta.

Opsta eksplicitna metoda Runge-Kutta ima oblik

Yn+1 — Yn = hq)(xmym h)7 (715)

gde su

O(z,y,h) = Z ¢ ki,
i=1

ki = f(:v,y),

71—

1 i—1
a; = Qg bz = Zaijkj' (716)
1

J= J=1

—i—alh,y—l—blh) (iIQ,...,m),

Primetimo da iz uslova konzistencije metode (7.15) sledi da je Y ¢; = 1.
i=1
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7.2. Metode Runge-Kutta

Nepoznate koeficijente koji figurisu u ovoj metodi odredujemo iz uslova
da metoda ima maksimalni red. Pri tome koristimo slede¢u ¢injenicu: Ako

se ®(x,y, h), razvijeno po stepenima od h, moze predstaviti u obliku
(I)(l‘7 Y, h) - q)T(xu Y, h) + O(hp)v

gde je ®p definisano pomocu (7.14), tada je metoda (7.15) reda p.
Najpre nadimo razvoj ®7(z,y, h) po stepenima od h. Koriséenjem Mon-

geovih oznaka za parcijalne izvode imamo

0 0
<%+fa_y)f:fx+ffy:F

) 0\? ) )
(ﬁ*‘f—) f= <%+fa—y)F:G+fyF,

gde smo stavili G = fo, + 2f foy + f*fyy- Tada iz (7.14) sledi

Bp(z,y, h) = f + %hF + éhQ(G L F) 4 O(h). (7.17)

Razmotri¢emo sada samo metode Runge-Kutta ¢iji je red p < 3. Pokazuje
se da je za dobijanje metoda trec¢eg reda dovoljno uzeti m = 3. U tom slucaju

formule (7.15) se svode na

(I)(JI, Y, h) = Clk’l + CQkQ + 03]{33,

kl = f(xay)a
k2 = f(‘r+a2h7y+b2h’)7
ks = f(x+ash,y+ bsh)

a2 = Q21, 5220421761,

as = az;+aga, by = azik; + asqks.
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7.2. Metode Runge-Kutta

Razvijanjem funkcije ko u Taylorov red, u okolini tacke (x,y), dobijamo
ky=f+asFh+ %agGhz + O(h3).
Kako je
by = aziky + agaky = az1f + aszy (f +axF'h + %GhQ) +0(h%),

1mamo

bs = asf + asazFh+O(R?) i b2 =aif*+ O(h).

Razvijanjem funkcije k3 u okolini tacke (x,y) i koriséenjem poslednjih

jednakosti imamo
1
ks = f+asFh+ 5(2a3a32ny + a3G)h* + O(h%).

Konacno, zamenom dobijenih izraza za ki, ks, k3 u izrazu za ®(x,y, h) dobi-

jamo

CD(x,y, h) = (Cl +co + C3)f + (02a2 + 030,3)Fh

h2
+ (203G + 2c3a0030F f) + c;;a%G)? + O(R?).

Poslednja jednakost dozvoljava konstrukciju metode za m =1, 2, 3.

Sluéaj m = 1. Kako je co = c¢3 = 0 imamo
O(z,y,h) = ci.f +O(R?).
Uporedivanjem sa (7.17) dobijamo
Dy, y,h) By, h) = (1 - ) f + SH(G + f,F) + O(),
odakle zakljucujemo da se za ¢; = 1 dobija metoda

Ynt1 — Yn = hfm
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7.2. Metode Runge-Kutta

¢iji jered p = 1. S obzirom da je ovo Eulerova metoda vidimo da ona pripada

i klasi metoda Runge-Kutta.
Sluéaj m = 2. Ovde jec3 =01
O(z,y,h) = (c1 + c2) f + c2a0Fh + %cgagGhQ + O(h%).
Kako je

O(x,y,h) — Op(z,y,h) = (c1+co—1)f+ (CQCLQ — %) Fh
ol

4—6@@@—UG—QHM+Ow%

zakljucujemo da se pod uslovima
, 1
cit+eca=1 1 chay = 5 (7.18)

dobija metoda drugog reda sa jednim slobodnim parametrom. Naime, iz

(7.18) sledi

1. Qa5 — 1
Co=—" 1 (1 =
2 2@2 ! 2&2

gde je ay (# 0) slobodan parametar. Dakle, za m = 2 imamo jednoparame-

tarsku familiju metoda

h
Yn+1 — Yn = 2—((26L2 - 1>k1 + kQ)?
a2

kl = f(xn7yn)7

k2 = f(mn + a2h7 Yn + a2k1h)'
U specijalnom slucaju, za as = %, dobijamo Euler-Cauchyjevu metodu
1 1
Ynt1 — Yn = Nf | Tn + §h7 Yn + éhf(xm Yn) | -

Slicno, za as = 1, dobijamo takozvanu poboljsanu Euler-Cauchyjevu

metodu

Yni1 — Un = = [[(@n, yn) + (@0 + By yn + Bf (@0, y0)]-

N | =
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7.2. Metode Runge-Kutta

Sluéaj m = 3. Kako je

1
(I)(‘Taya h) - (I)T(xvyv h’) = (Cl + ¢ + C3 — l)f + (62a2 + c3as — 5) Fh

1 1 h?
+ |:(62a§ + 63a§ — g) G+ <263a2a32 — g) ny:| ? + O(h3),

zakljucujemo da su za dobijanje metoda treceg reda dovoljni uslovi

ci1+cy+c3 = 1,
1
Colg + C3a3 = 3
1 7.19
coal + c;»,a% = 3 ( )
1
C3A9(39 — 6 .

Kako imamo cetiri jednacine sa Sest nepoznatih to u slucaju m = 3 imamo
dvoparametarsku familiju metoda Runge-Kutta. Moze se pokazati da medu
metodama ove familije ne postoji ni jedna metoda ciji je red veéi od tri.

U specijalnom slucaju kada je as = 1/3 1 a3 = 2/3, iz (7.19) sledi da je
c1 =1/4, ¢ =0, cg =3/4, azs = 2/3. Dakle, dobili smo metodu

h
Ynt1 — Yn = (k1 + 3k3),

4
kl = f(xn7yn)7
h h
k2 = f(mn"i_gayn"i_gkl)a
2h 2h
]{73 = f(xn—l-?,yn—f—?ké),

koja se u literaturi sre¢e kao Heunova metoda.
Za

1
a2:§7663:1(:>01203:1/67 62:2/37 0632:2)

dobijamo metodu
h
Yn+1 — Yn = g(kl + 4k2 + kS):
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7.2. Metode Runge-Kutta

kl = f(xnayn)a
h h
k? = f(xn+§7yn+§kl)a
k3 = f(xn+h7yn_hkl+2hk2)a

koja je najpopularnija medu metodama tre¢eg reda sa stanovista rucnog
izracunavanja.

U slucaju kada je m = 4, dobijamo dvoparametarsku familiju metoda
cetvrtog reda. Ovde se analogno sistemu (7.19) javlja sistem od 11 jednacina
sa 13 nepoznatih.

Navodimo, bez dokazivanja, metodu Runge-Kutta cetvrtog reda koja se

u primenama tradicionalno najvise koristi:

h
Yn+1 — Yn = E(kl + 2k'2 + 2]{?3 + /{34),
kl - f(xm yn)a

h h

h h
k = Tn+ =:Un+ 3 k )
3 / ( 9 Y 9 2)
Za razliku od linearnih visekoracnih metoda, metode Runge-Kutta ne
zahtevaju poznavanje pocetnih vrednosti (sem y(zg) = yo, koja inace definise

Cauchyjev problem), ali su za prakti¢nu primenu znatno komplikovaniji, s

obzirom da zahtevaju m izracunavanja vrednosti funkcije f u svakom koraku.

PRIMER 7.3. Programska realizacija Euler-Cauchyjeve, poboljSane Euler-
Cauchyjeve i metode cetvrtog reda (7.20), respektivno, u FORTRAN-u ili
MATLAB-u je testirana na primeru (7.11).

Kao ulazne parametre za integraciju, kod obi¢ne Euler-Cauchyjeve metode,
uzeli smo h = 0.1, N = 10,m = 1. Vrednosti resenja datog Cauchyjevog
problema (7.11), kao i odgovarajuéih gresaka (izrazenih u %) u odnosu na

tacno resenje, prikazane su u sledecoj tabeli.
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7.2. Metode Runge-Kutta

’ i \ Z; \ i \ Greska (u %) ‘
0| 1.0 1.000000 0.00000
1] 1.1 1.220250 0.06349
2 11.2] 1.486676 0.11696
3| 1.3 | 1.806227 0.16179
4 11.4 | 2.186581 0.19934
5 | 1.5 ] 2.636222 0.23109
6| 1.6 | 3.164526 0.25814
71 1.7| 3.781851 0.28130
8 | 1.8 | 4.499645 0.30134
91 1.9 | 5.330558 0.31909

10 | 2.0 | 6.288567 0.33481

Neka su sada ulazni parametri za integraciju, kod poboljSane Euler-Cauchy-
jeve metode, opet h = 0.1, N = 10, m = 1. Vrednosti resenja datog Cauchy-
jevog problema (7.11), kao i odgovarajucih gresaka (izrazenih u %) u odnosu

na tacno resenje, prikazane su u sledecoj tabeli.

’ 1 \ T \ i \ Greska (u %) ‘
0 | 1.0 | 1.000000 0.00000
1] 1.11 1.220500 0.04302
2 11.2]1.487203 0.08161
31 1.3 | 1.807059 0.11583
4 114 | 2.187750 0.14598
511.5] 2.637764 0.17274
6| 1.6 | 3.166479 0.19656
7 1.7 3.784260 0.21778
8 | 1.8 | 4.502557 0.23682
9 11.9]| 5.334026 0.25424

10 | 2.0 | 6.292649 0.27012

Konaé¢no, pod istim uslovima vrednosti resenja datog Cauchyjevog prob-
lema (7.11), kao i odgovarajucih gresaka (izrazenih u %) u odnosu na tacno
resenje, dobijene pomoéu metode Runge-Kutta ¢etvrtog reda (7.20), prika-

zane su u sledecoj tabeli.
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7.3. ReSavanje sistema jednacina i jednacina viseg reda

’ i \ Z; \ i \ Greska (u %) ‘
0| 1.0 1.000000 0.00000
1 1.1 1.221025 0.00000
2| 1.2] 1.488416 0.00008
3| 1.3 | 1.809152 0.00014
4 11.4 | 2.190947 0.00009
5 | 1.5 | 2.642325 0.00011
6 1.6 |3.172710 0.00019
7 1.7 3.792512 0.00018
8 | 1.8 | 4.513240 0.00012
9119 | 5.347612 0.00019
10 | 2.0 | 6.309683 0.00015

7.3 ReSavanje sistema jednacina i jednacina
viseg reda

Metode koje su razmatrane u prethodnim sekcijama mogu se uopstiti u
tom smislu da budu primenljive za resavanje Cauchyjevog problema za sistem

od p jednacina prvog reda

vi = F(@yn, o u), i) = vio (1= 1,2,...,p). (7.21)

U ovom slucaju sistem jednacina (7.21) treba predstaviti u vektorskom

obliku

7' =T@¥), V) =7, (7.22)
gde su
Y1 Y10 filmiyn, - yp)
7 = 1%2 = ?{20 7 7(%7): jz2($;yl>--~ayp>
Z‘/p ?;po f:p(x;yla-"ayp)

Od interesa je i resavanje Cauchyjevog problema za diferencijalne jednacine

viSeg reda. Medutim ovaj se problem moze svesti na prethodni. Naime, neka
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7.3. ReSavanje sistema jednacina i jednacina viseg reda

je data diferencijalna jednacina reda p

y? = f(z,y,9,...,y" )

sa pocetnim uslovima

Tada se supstitucijama

21=Y, 22=Y, ... ,Zp=Y )

jednacina (7.23) sa uslovima (7.24) svodi na sistem

/ —
2 =z
!/ —
g9 = Z3,
! —
Zp-1 = Rps
, E— .
z, = f(x;21,22,..., %),

sa uslovima

Zi(xo) = Zi0o = Yio (221,2,,]?)

(7.23)

(7.24)

Linearne visekoracne metode, koje smo do sada razmatrali, mogu se for-

malno generalisati na vektorski oblik

k k
Z Yy =h Z 5i7n+i7
i=0 i=0

gde je Tn i = T(xnﬂ-,ﬂ)n +i), a zatim se kao takve mogu primeniti na

resavanje Cauchyjevog problema (7.22).

Takode, metode Runge-Kutta za resavanje Cauchyjevog problema (7.22)

imaju oblik

H
771-‘,—1 - ?n =ho (In, 7717 h)7
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7.3. ReSavanje sistema jednacina i jednacina viseg reda

gde su
g(x,j,h) = Xm:ci _:,
?1 = ?(w,?%
i ?z :7(:(:—1—@1»]1774_71,}1)’
@i = Ziiaih b= iaq?j (i=23,....m)
=1 =

Celokupna analiza, koja je data u prethodnim sekcijama ove glave, for-

malno se moze preneti na ove vektorske metode.

PRIMER 7.4. Realizujmo standardnu metodu Runge-Kutta ¢etvrtog reda

(7.20) za resavanje sistema od dve diferencijalne jednacine

r ;1Y
Yy =xYyz, = —77

pri uslovima

y(1) =1/3, 2(1) =1,
na segmentu [1,2.5] uzimajuéi korak integracije h = 0.01. U sledecoj tabeli
prikaza¢emo test rezultate u vrednostima x sa korakom 0.1 i odgovarajuce

vrednosti za y, yr, 2, 27, gde su yr i zr tactna reSenja ovog zadatka i data su

sa

72 . 6
w@) =g 1 =
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7.4. Konturni problemi

’ i ‘ Yy yr z zT
1.00 0.3333333 0.3333333 | 1.0000000 | 1.0000000
1.10 0.3709342 0.3709341 | 1.0362694 | 1.0362694
1.20 0.4188979 0.4188979 | 1.0791367 | 1.0791367
1.30 0.4808936 0.4808936 | 1.1299436 | 1.1299435
1.40 0.5623944 0.5623943 | 1.1904763 | 1.1904762
1.50 0.6718182 0.6718181 | 1.2631581 | 1.2631578
1.60 0.8225904 0.8225905 | 1.3513514 | 1.3513515
1.70 1.0370675 1.0370678 | 1.4598541 | 1.4598541
1.80 1.3544686 1.3544689 | 1.5957446 | 1.5957447
1.90 1.8481333 1.8481344 | 1.7699113 | 1.7699116
2.00 2.6666656 2.6666667 | 1.9999998 | 2.0000000
2.10 4.1441259 4.1441321 | 2.3166018 | 2.3166029
2.20 7.1444836 7.1444917 | 2. 7777767 | 27777779
2.30 | 14.3993673 | 14.3994160 | 3.5087693 | 3.5087738
2.40 | 37.7629280 | 37.7631035 | 4.8387012 | 4.8387108
2.50 | 170.6634674 | 170.6666718 | 7.9999280 | 8.0000000

7.4 Konturni problemi

U ovoj sekciji ukaza¢emo na diferencnu metodu za resavanje konturnog

problema

y' +p(x)y +q(z) = f(x),

gde su funkcije p, ¢, f neprekidne na [a, b].

y(a) = A, y(b) = B,

—a
N+4+1’
N +1). U tackama z,, (n = 1,2,...,N)

tako

Segment [a, b] podelimo na N + 1 podsegmenata duzine h =
da je x, = a+nh (n =0,1,..
diferencijalnu jednac¢inu iz (7.25) aproksimirajmo sa (videti (3.34), (3.35))

Yn+1 — YUn

Yn+1 — 2yn +yn—1 —1
n nUn = In =1,2,....,N), (7.26
2 T Ty = fa (0 ), (7.26)
gde Su pp, = p(ZBn), dn = Q(xn)a fn = f(xn)
Ako uvedemo smene

h h

nzl__na n — 2n_2> nzl = Pn,

a 5 Pny bn=1h7g c 5D
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7.4. Konturni problemi

(7.26) se moze predstaviti u obliku
nYn-1 + bnYn + Calynir = R2f, (n=1,2,...,N). (7.27)

S obzirom da su konturni uslovi y9 = A i yyy1 = B, pred nama se

postavlja problem reSavanja sistema linearnih jednacina Ty = 7, gde su

(7 R f1 — Ay by ¢4 0 ... 0
2
7 = 3{2 7 = _ }‘lf2 o= ng ?2 ‘02 0
YN h2fN — BCN 0 0 0 Ce bN

Matrica sistema je trodijagonalna. Za reSavanje ovog sistema pogodno je
izvrsiti dekompoziciju matrice T' u obliku 7' = LR, ¢ime se problem svodi
na sukcesivno resavanje dva trougaona sistema linearnih jednacina. Ovakav
postupak za resavanje konturnog problema (7.25) u literaturi je poznat kao

matricna faktorizacija.

PRIMER 7.5. Izlozeni postupak ima programsku realizaciju u, recimo,
FORTRAN-u ili MATLAB-u. U programu mozemo predvideti i tabeliranje
tacnog resenja u tackama u kojima odredujemo resenja pomocu ove metode.
Medutim, jasno je da ovo poslednje ima smisla samo u Skolskim primerima,

gde nam je reSenje poznato. Tako, ovde posmatramo konturni problem
y' —2xy — 2y = —4z, y(0)=1, y(1) =1+ e = 3.7182818,

¢ije je tacno resenje y = x + exp(z?). U slucaju N = 4 dobijeni su sledeci

rezultati
il o [ v |2 [ 3 [ 4 | 5 |
z; | 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

y; | 1.000000 | 1.243670 | 1.577952 | 2.038018 | 2.699739 | 3.718282
y! | 1.000000 | 1.240811 | 1.573511 | 2.033330 | 2.696481 | 3.718282
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