
Matematika 3

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

7. Trostruki integrali

7.1. Uvod

U ovoj glavi se bavimo trodimenzionalnim - x̄̄rosx̄̄rukim integralima - u oznaci
t

. Oni se
uvode potpuno analogno dvostrukim integralima, pa �u vas poxtedeti ponavǉaǌa priqe o podeli
i integralnim sumama.

Izme�u ostalog, dvostruki integral smo koristili da odredimo zapreminu oblasti V u pros-
toru zadate jednaqinom z1(x, y) 6 z 6 z2(x, y), gde je (x, y) ∈ D. Ta ista zapremina moжe se pred-
staviti i kao trodimenzionalni integral jedinice po oblasti V :

|V | =
x

D

(z2 − z1) dxdy =
x

D

dxdy

∫ z2(x,y)

z1(x,y)

1 dz =
y

1 dxdydz.

Na isti naqin, ako je f : V → R ma koja (integrabilna) funkcija tri promenǉive, ǌen integral
po oblasti V bi se raqunao kao

I =
y

V

f(x, y, z) dxdydz =
x

D

dxdy

∫ z2(x,y)

z1(x,y)

f(x, y, z) dz.

Ako je pri tome i oblast D opisana uslovom y1(x) 6 y 6 y2(x) za a 6 x 6 b, onda je

I =

∫ b

a

dx

∫ y2(x)

y1(x)

dy

∫ z2(x,y)

z1(x,y)

f(x, y, z) dz.

Trostruki integral se moжe zamisliti kao ,,koliqina” funkcije f u oblasti V . Na primer, ako
je f(x, y, z) sī̄ecifiqna x̄̄eжina ( ı̄usx̄̄ina) materije u taqki (x, y, z), integral I predstavǉa ukuī̄nu
masu tela V .

Primer 7.1. Izraqunati integral I =
y

V

dxdydz

(x+ y + z)3/2
, gde je V oblast u prostoru data uslovima

x, y, z > 0 i x+ y + z 6 1.

Rexeǌe. - Granice za z zavise od x i y: 0 6 z 6 1− x− y.
- Da bi to bilo mogu�e, mora da vaжi 0 6 1− x− y, tj. 0 6 y 6 1− x.
- Najzad, posledǌi uslov je mogu� samo za 0 6 x 6 1.

Prema tome, integral I se raquna ovako:

I =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

dz

(x+y+z)3/2
=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy · −2
(x+y+z)1/2

∣

∣

∣

z=1−x−y

z=0

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

( 2√
x+y

− 2
)

dy =

∫ 1

0

dx ·
(

4
√
x+y − 2y

)∣

∣

y=1−x

y=0
=

∫ 1

0

(

4− 4
√
x− 2 + 2x

)

dx =
1

3
.

7.2. Smena promenǉivih

Pretpostavimo da je oblast V , umesto eksplicitno, zadata parametarski sa tri parametra:

V : (x, y, z) = ~r(u, v, w), tj.







x = x(u, v, w)
y = y(u, v, w)
z = z(u, v, w)







za (u, v, w) ∈ V ′,
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gde je V ′ oblast u uvw-prostoru, a funkcije x, y i z su (skoro svuda) neprekidno diferencijabilne.
I ovde moramo da pretpostavimo da je preslikavaǌe (u, v, w) 7→ (x, y, z) skoro svuda injektivno.

Kako bismo integral I =
t

V
f dxdydz ispravno sveli na integral po novim promenǉivim u,

v i w, potreban nam je odnos veliqina dxdydz i dudvdw. Argumenti koje koristimo analogni su
onima iz dvostrukih integrala: kada se taqka (u, v, w) ∈ V ′ kre�e po kvadru dimenzija du×dv×dw,
odgovaraju�a taqka (x, y, z) ∈ V opisuje paralelepiped razapet vektorima ~ru

′ du, ~rv
′ dv i ~rw

′ dw.
Zapremina tog paralelepipeda je |J |dudvdw, gde je J jakobijan - u ovom sluqaju, to je determinanta
reda 3:

J = J(u, v, w) = (~ru
′ × ~rv

′) · ~rw′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x′
u y′u z′u

x′
v y′v z′v

x′
w y′w z′w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Dolazimo do zakǉuqka da je

dxdydz = |J | dudvdw, pa je
y

V

f(x, y, z) dxdydz =
y

V ′

f
(

x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)
)

· |J | dudvdw.

U svojevrsnoj analogiji sa polarnim koordinatama, jedna od qesto upotrebǉavanih smena su
sferne koorginax̄̄e (r, θ, ϕ), prilago�ene lopti:

A

x

y

z

ϕ

θ

r

O

x2 + y2 + z2 = r2 ⇒







x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ







i

J(r, θ, ϕ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ
r cos θ cosϕ r cos θ sinϕ −r sin θ
−r sin θ sinϕ r sin θ cosϕ 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= r2 sin θ.

Uoī̄xx̄̄ene sferne koorginax̄̄e su, umesto lopte, prilago�ene
elipsoidu i glase

(x− x0

a

)2

+
(y − y0

b

)2

+
(z − z0

c

)2

= r2 ⇒







x = x0 + ar sin θ cosϕ
y = y0 + br sin θ sinϕ
z = z0 + cr cos θ

i J(r, θ, ϕ) = abc · r2 sin θ.

Obiqno se uzima θ ∈ [0, π] i ϕ ∈ [0, 2π), tako da je u oba sluqaja J > 0 skoro svuda.

Koriste se i jednostavne (uopxtene) polarne koordinate, samo sa dodatom tre�om koordinatom.
Ovde se te koordinate zovu cilingriqne:







x = x0 + ar cosϕ
y = y0 + br sinϕ
z = z







i J(r, ϕ, z) = ab · r.

Primer 7.2. Izraqunati integral I =
y

V

x2dxdydz, gde je V elipsoid x2 + y2 + 1
4z

2 6 1.

Rexeǌe. Uvedimo uopxtene sferne koordinate:

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = 2r cos θ.

Time jednaqina elipsoida postaje prosto r 6 1. Dakle, oblast integracije V ′ po r, θ, ϕ je
kvadar 0 6 r 6 1, 0 6 θ 6 π i 0 6 ϕ 6 2π.

Korix�eǌem jednakosti dxdydz = 2r2 sin θ drdθdϕ dobijamo

I =
y

V ′

(r sin θ cosϕ)2 · 2r2 sin θ drdθdϕ =

∫ 1

0

2r4dr

∫ π

0

sin3 θ dθ

∫ 2π

0

cos2 ϕ dϕ =
2

5
· 4
3
· π =

8π

15
,

jer je
∫ 1

0
r4dr = 1

5 ,
∫ π

0
sin3 θ dθ = 4

3 i
∫ 2π

0
cos2 ϕ dϕ = π.

7.3. Zadaci

1. Izraqunati

∫ π

0

dx

∫ x

0

dy

∫ x

y

sin z dz.

2. Izraqunati integral I =
y

V

x

z
dxdydz, gde je V oblast odre�ena uslovima 0 6 x 6 y 6 2z 6 2.
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3. Izraqunati I =
y

V

z dxdydz, ako je V prostorna oblast iznad povrxi σ : {z = x2} i ispod

ravni π1 : {z = 2y} i π2 : {y + z = 3}.

4. Izraqunati integral I =
y

V

z dxdydz, gde je V deo lopte x2 + y2 + z2 6 4 odre�en uslovima

x > y i 0 6 z 6
√

x2 + y2.

5. Ako je V oblast izme�u konusa z2 = x2 + y2 i ravni z = 1, izraqunati I =
y

V

z dxdydz.

6. Oblast V je data uslovom x2 + y2 + z2 6 z. Izraqunati
y

V

√

x2 + y2 + z2 dxdydz.

7. Odrediti zapreminu tela odre�enog uslovima (x2 + y2 + z2)2 6 x.

8. Izraqunati
y

V

e−x−y−zdxdydz, gde je V oblast u prostoru data uslovima x 6 y 6 z 6 x+ y.

9. Ako je V deo kocke 0 6 x 6 2, 0 6 y 6 2, 0 6 z 6 2 koji se nalazi iznad povrxi xyz = 1,

odrediti I =
y

V

x2yz dxdydz.

10. Odrediti zapreminu tela V zadatog uslovom x2 + y2 + z2 6 1 + x(y − z).

11. Neka je V oblast u prostoru odre�ena uslovima y 6 2x 6 y+ 1, z 6 2y 6 z +1 i x 6 2z 6 x+1.

Izraqunati
y

V

(x+ y + z)dxdydz.

12. Izraqunati nesvojstveni integral
y

R3

(

x2 + y2 + z2
)−7/4

arctg|x| dxdydz, ako konvergira.

13. Izraqunati zapreminu tela datog uslovom |xy|+ |yz|+ |zx| 6 1.

7.4. Rexeǌa

1. Raqunamo redom: •
∫ x

y sin z dz = − cos z|z=x
z=y = cos y − cosx;

•
∫ x

0
dy
∫ x

y
sin z dz =

∫ x

0
(cos y − cosx) dy = sinx− x cosx;

•
∫ π

0
dx
∫ x

0
dy
∫ x

y
sin z dz =

∫ π

0
(sinx− x cos x) dx = (−x sinx− 2 cosx)|x=π

x=0 = 4.

2. Vidimo da je 0 6 z 6 1, a daǉe je 0 6 y 6 2z i 0 6 x 6 y, pa je

I =

∫ 1

0

dz

∫ 2z

0

dy

∫ y

0

x

z
dx =

∫ 1

0

dz

∫ 2z

0

y2dy

2z
=

∫ 1

0

4z2dz

3
=

4

9
.

3. Date ravni se seku po pravoj {y = 1, z = 2}.
- U poluprostoru y 6 1 ravan π1 je ,,ispod” π2 i seqe povrx σ tamo gde je x2 = 2y.

- U poluprostoru y > 1 ravan π2 je ,,ispod” π1 i seqe povrx σ tamo gde je x2 = 3− y.

Sve u svemu, prostorna oblast V je unija oblasti V1 (za y 6 1)
i V2 (za y > 1), gde su:

V1 :







0 6 y 6 1

−
√

2y 6 x 6
√

2y

x2
6 z 6 2y







i V2 :







1 6 y 6 3

−
√

3−y 6 x 6
√

3−y
x2

6 z 6 3− y







.

Sada raqunamo:

π1

π2
σ

x

y

z

I1 =
y

V1

z dxdydz =

∫ 1

0

dy

∫

√
2y

−√
2y

dx

∫ 2y

x2

z dz =

∫ 1

0

dy

∫

√
2y

−√
2y

4y2−x4

2
dx =

∫ 1

0

4

5
(2y)5/2dy =

32

35

√
2,

I2 =
y

V2

z dxdydz =

∫ 3

1

dy

∫

√
3−y

−√
3−y

dx

∫ 3−y

x2

z dz =

∫ 3

1

dy

∫

√
3−y

−√
3−y

(3−y)2−x4

2
dx =

∫ 3

1

4

5
(3−y)5/2dy =

64

35

√
2

i I = I1 + I2 = 96
35

√
2.
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4. Uvodimo obiqne sferne koordinate:






x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ







i J = r2 sin θ.

Uslovi zadatka se mogu zapisati kao r 6 2, cosϕ > sinϕ i 0 6 cos θ 6 sin θ. To nam daje granice
π
4 6 θ 6 π

2 i − 3π
4 6 ϕ 6 π

4 , pa je traжeni integral

y

V

z dxdydz =
y

V ′

r cos θ · r2 sin θ drdθdϕ =

∫ 2

0

dr

∫ π/2

π/4

dθ

∫ π/4

−3π/4

r3 cos θ sin θ dϕ

= π

∫ 2

0

r3dr

∫ π/2

π/4

cos θ sin θ dθ = π · r
4

4

∣

∣

∣

r=2

r=0
· sin

2 θ

2

∣

∣

∣

θ=π/2

θ=π/4
= π · 4 · 1

4
= π.

5. Projekcija tela V na xy-ravan je disk D : x2 + y2 6 1. Uvodimo cilindriqne koordinate:






x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = z







, pri qemu je V ′ :







0 6 r 6 1
0 6 ϕ < 2π
r 6 z 6 1







,

jer je
√

x2 + y2 = r. Traжeni integral je

I =
y

V ′

z · r drdϕdz =

∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

r

z dz =

∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

dϕ · 1−r
2

2
= 2π

∫ 1

0

1−r2
2

dr =
2π

3
.

6. U obiqnim sfernim koordinatama x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ i z = r cos θ bi�e
√

x2 + y2 + z2

= r, dok uslov iz zadatka glasi r2 6 r cos θ, tj. 0 6 r 6 cos θ. To nam pak indukuje ograniqeǌe
za θ: 0 6 cos θ, tj. 0 6 θ 6

π
2 , pa je

I =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π/2

0

dθ

∫ cos θ

0

r · r2 sin θ dr =
1

4

∫ 2π

0

dϕ

∫ π/2

0

cos4 θ sin θ dθ

=
∣

∣

t=cos θ

dt=− sin θ dθ

∣

∣=
1

4

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

0

t4 dt =
1

4
· 1
5

∫ 2π

0

dϕ =
π

10
.

7. Podesi�emo sferne koordinate, ali tako da promenǉiva x ima najjednostavniji oblik:






x = r cos θ
y = 2r sin θ cosϕ
z = 3r sin θ sinϕ







i J = 6r2 sin θ.

Uslov iz zadatka je r4 6 r cos θ, tj. 0 6 r 6
3
√
cos θ. Ovaj uslov po r ima smisla samo ako je

cos θ > 0, tj. 0 6 θ 6 π/2. Prema tome, zapremina tela je

y

V

6r2 sin θ drdθdϕ =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π
2

0

sin θ dθ

∫

3
√
cos θ

0

6r2 dr =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π
2

0

sin θ dθ · 2 cos θ = 2π · 1 = 2π.

8. Prvo treba postaviti granice. Dato je y 6 z 6 x + y, ali da bi uopxte vaжilo y 6 x + y,
mora biti x > 0. Najzad, x 6 y. Prema tome,

I =

∫ +∞

0

dx

∫ +∞

x

dy

∫ x+y

y

e−x−y−zdz =

∫ +∞

0

dx

∫ +∞

x

(e−x−2y− e−2x−2y)dy =

∫ +∞

0

(e−3x− e−4x)dx =
1

12
.

9. Oblast V je odre�ena uslovom xyz > 1. Na�imo granice triju promenǉivih.

- Za z vaжi 1
xy 6 z 6 2.

- Daǉe, da bi vaжilo 1
xy 6 2, mora biti 1

2x 6 y 6 2.

- Najzad, da bi vaжilo 1
2x 6 2, mora biti x > 1

4 . Sve u svemu:

I =

∫ 2

1
4

x2 dx

∫ 2

1
2x

y dy

∫ 2

1
xy

z dz =

∫ 2

1
4

x2 dx

∫ 2

1
2x

y

(

2− 1

2x2y2

)

dy =

∫ 2

1
4

x2

(

y2 − ln y

2x2

)

∣

∣

∣

y=2

y= 1
2x

dx

=

∫ 2

1
4

x2

(

4− 1 + 2 ln 2

4x2
− ln(2x)

2x2

)

dx =

∫ 2

1
4

(

4x2 − 1 + 4 ln 2

4
− lnx

2

)

dx =
133

12
− 3 ln 2.
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10. Uslov tela V moжe se zapisati kao x2− xy+ y2 + xz + z2 6 1, tj. 1
2x

2 +(12x− y)2 +(12x+ z)2 6 1.
Uvodimo smenu u = 1√

2
x, v = 1

2x− y, w = 1
2x+ z, tj.











x = u
√
2

y = u
√
2
2 − v

z = w − u
√
2
2











qiji je jakobijan J =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√
2 0 0√
2
2 −1 0

−
√
2
2 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −
√
2.

U novim promenǉivim uslov zadatka je V ′: u2 + v2 + w2 6 1, a traжena zapremina je

V =
y

V

dxdydz =
y

V ′

√
2 dudvdw =

√
2 · (zapremina jediniqne lopte) =

4π
√
2

3
.

11. Name�e nam se smena
u = 2x− y, v = 2y − z, w = 2z − x,

jer tada je 0 6 u, v, w 6 1, a pritom je x+ y + z = u+ v + w. Jakobijan je

dudvdw

dxdydz
=

∣

∣

∣

∣

∣

u′
x u′

y u′
z

v′x v′y v′z
w′

x w′
y w′

z

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1 0
0 2 −1
−1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

= 7.

Drugim reqima, dxdydz = 1
7 dudvdw, pa integral postaje

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

1

7
(u+ v + w)dudvdw =

∫ 1

0

1

7
u du +

∫ 1

0

1

7
v dv +

∫ 1

0

1

7
w dw =

3

14
.

12. Poqe�emo sfernom smenom: x = r cos θ, y = r sin θ cosϕ, z = r sin θ sinϕ, s novom oblax�u inte-
gracije V ′: r > 0, 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ < 2π. Zbog simetrije u odnosu na yz-ravan, dati integral
je

I =
y

V ′

r−7/2arctg|r cos θ| · r2 sin θdrdθdϕ = 2

∫ π/2

0

sin θ dθ

∫ ∞

0

r−3/2arctg|r cos θ|dr
∫ 2π

0

dϕ

= 4π

∫ π/2

0

sin θ dθ

∫ ∞

0

r−3/2arctg(r cos θ) dr.

Unutraxǌi integral f(θ) =
∫∞
0

r−3/2arctg(r cos θ) dr raqunamo parcijalnom integracijom:

f(θ) =
∣

∣

u=arctg(r cos θ)

du= cos θ dr
r2 cos2 θ+1

v=−2r−1/2

dv=r−3/2dr

∣

∣=

∫

u dv = uv|x=∞
x=0 −

∫

v du

=
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿0

−2r−1/2arctg(r cos θ)
∣

∣

r=∞
r=0

+ 2

∫ ∞

0

r−1/2 cos θ dr

r2 cos2 θ + 1
=
∣

∣

t=
√
r cos θ

dt=dr
√

cos θ
2
√

r

∣

∣= 4
√
cos θ

∫ ∞

0

dt

t4 + 1
.

Integrala
∫∞
0

dt
t4+1 se se�amo: on je jednak π

2
√
2
, tako da je f(θ) = π

√
2 cos θ. Najzad,

I = 4π

∫ π/2

0

f(θ) sin θ dθ = 4π2
√
2

∫ π/2

0

√
cos θ sin θ dθ =

∣

∣

s=cos θ

ds=− sin θ dθ

∣

∣= 4π2
√
2

∫ 1

0

√
s ds =

8
√
2

3
π2.

13. Telo iz zadatka je simetriqno u odnosu na svaku koordinatnu ravan, pa je dovoǉno izraqu-
nati zapreminu u prvom oktantu (tj. sa x, y, z > 0) i pomnoжiti je sa 8. U prvom oktantu
uslov iz zadatka glasi xy + yz + zx 6 1.

Uvedimo smenu u = yz, v = zx i w = xy. Oblast integracije postaje V ′: u, v, w > 0, u+v+w 6 1
- drugim reqima, 0 6 u 6 1, 0 6 v 6 1− u i 0 6 w 6 1− u− v. Jakobijan je

dudvdw

dxdydz
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 z y
z 0 x
y x 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2xyz = 2
√
uvw,

tj. dxdydz = dudvdw/(2
√
uvw), pa je traжena zapremina jednaka

V = 8
y

V ′

dudvdw

2
√
uvw

= 4

∫ 1

0

du√
u

∫ 1−u

0

dv√
v

∫ 1−u−v

0

dw√
w

= 2

∫ 1

0

du√
u

∫ 1−u

0

√
1−u−v dv√

v
= 2

∫ 1

0

du√
u
· (1− u)π

2
=

4π

3
.
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