MatremaTuka 3

Llywarn Bykuh

7. TpocTpykm MHTErpaIn

7.1. YBon

Y 0BOj rnasu ce GABAMO TPOAMMEH3UOHAIHUM - WpPOClpyrkum naTerpanuMa - y ossamu [[[. Omm ce
yBOJE MOTIYHO AHAJIOTHO NBOCTPYKUM MHTErPAJUMa, Ia Ny Bac MOMTeNeTH MOHABJHAA IPUUE O MO ICIIH
U MHTErPAJHUM CyMaMa.

Wzmeby ocramor, mBOCTPYKM MHTErPaJl CMO KOPUCTUIIM & OAPEAUMO 3ampeMuny obsactu V' y mpoc-
Topy 3amare jemHauumnoMm z1(z,y) < z < za2(x,y), rme je (z,y) € D. Ta ucra 3anpeMuHa MOKe Ce Hpe.-
CTABUTU U KAO TPOIMMEH3NOHAJIHU WHTErpaJ jenuHune no obiaactu V:

V| = J\J(ZQ — z1) dxdy = f dacdy/

Ha uctu mauun, arxo je f:V — R ma koja (uaTerpabumana) QyHKIUja TPU IPOMEH/LUBE, HEH MHTETPAJ
mo obnactu V 6u ce pauyHao Kao

z2(z,y)

1dz = jj 1 dxdydz.

(z,y)

z2(2,y)

I= ffff x,y, z) dedydz = jj d:cdy/ fz,y,2) dz.

1(z,y)

Ako je npu tome u obaact D onucana ycaosoM y1(z) < y < y2(x) 3a a < x < b, onga je

b ya2 () z2(z,y)
I:/ d:c/ dy/ flx,y, z) dz.
a yi1(z) z1(w,y)

TpocTpyku HHTErPAJ Ce MOYKE 3aMUCIUTU Kao ,konnunua’ ¢yaknuje f y obmactu V. Ha npumep, ako
je f(z,y,2) cueyuduuna tencurna (Wyctiuna) Matepuje y tadsu (x,y,z), uarerpan I mpencrasiba ykyuHy
Mmacy tera V.
dxdydz

Ipumep 7.1. 3pauynaru narerpasa [ = fjf w,
r+y+z

roe je V obmact y mpocTopy Jaara yCciIoBUMa

z,y,z220mar+y+2< 1.

Pewemwe. - I'panurne 3a z 3aBuce onxz nuy: 0<z<1 -z —y.
- lla 6u To Ouno moryhe, mopa na Baxu 0 < 1—z—y, 1j. 0<y <1 —x.
- Hajzan, mocaenmu ycaoB je moryh camo 3a 0 < x < 1.

IIpema tome, unrerpasa I ce padyHa OBaKO:

1—2z—y 1—x 92
I= d d :
/ I/ / :c+y+z (w+y+2)2 / I/ (w+y+2)2 =

/dx/1 z VIty _2)dy_/ dz - (4v/aty — 29) [~ . x:/o (4— 4z — 2+ 22)dz = =

z=l—xz—y

7.2. CMeHa IPOMEHJBUBUX

IIpetmocraBumo na je obmact V', yMeCTO €KCIIUIUTHO, 3a0aTa TapaMEeTapCKU ca TPU mapamMeTrpa:

x = z(u,v,w)
V : (x7y’ Z) = F(u7v7w)7 Tj' y = y(u7v7w) 3a (u’ v’ w) E Vl?
z = z(u,v,w)
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rae je V' obaact y uwvw-npocTopy, a GyHEIUje x, y U z ¢y (CKOPO CByIa) HEIPEKUIHO qUudepeHnn)abuiiHe.
M oBme MOpaMo na OPETHOCTABUMO Aa je Ipeciaukasame (u,v,w) — (z,y,%) CKOPO CBYIA WHjEeKTHUBHO.

Kako 6ucmo unrerpan I = [{f,, f drdydz ucnpasuo csenu Ha MHTErpas MO HOBUM IPOMEHJLMBUAM U,
v u w, norpebad HaMm je oxHoc BesmunHa drdydz u dudvdw. ApPrymMeHTy Kojeé KOPUCTUMO AHAJOTHU CY
OHMMA 13 NBOCTPYKUX MHTerpasa: Kamua ce tauka (u,v,w) € V' xkpehe no ksanpy mumensuja du X dv x dw,
omrosapajyha rtauka (z,y,z) € V omnmcyje mapaJsiesenuie]] Pasamer BEKTOpUMAa Ty du, Ty dv U Ty dw.
3anpemuna Tor napasuenenunena je |J|dudvdw, roe je J jaxobujan - y 0OBOM CIyUajy, TO je meTepMUHAHTA
pena 3:

e~ >

[ V-
J = J(u,v,w) = (Fy X 7)) - Top= |2}y, =z
! !

g

Ionasumo mo 3ak/bydka ma je

dxdydz = |J| dudvdw, ma je JIJ f(z,y, 2z) dedydz = jjff(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) - |J| dudvdw.
1% %

Y cBOjeBpPCHOj aHAJOTHjU ca TOJAPHUM KOOpAMHATAMA, jefHa OJ UeCTO YHOTpPeO/LaBaHUX CMEHa CY
cfepre xoopgunatie (1,0, @), npunarobene nomru: z

x = 7sinf cos ¢ /
P2+ +2=r = y =rsinfsingp
z=rcosf H
7
" sin 6 cos ¢ sin @ sin ¢ cos
J(r,0,p) = | rcosfcose rcosfsing —rsinf| = r’sin.
—rsinfsing rsinfcosp 0 : ;

Youwiiene cepre xoopguratlie Cy, yMeCTO JIONTe, Ipuiarobheue
EJIUIICOULY U TJIace
T = x9 + arsinf cos ¢
T —x0\2 - 2 z—20\2
(—O) +(y yo) +( 0) =r = y=1vyo+brsinfsing wu J(r60,¢9) = abc-r’siné.
a b c
z = 2o+ crcosf

O6uuno ce ysuma 0 € [0,7] u ¢ € [0,27), Tako ma je y oba cayuaja J > 0 ckopo cByza.

Kopucre ce u jemnocrasue (yonmrene) mojapae KOOPpAUHATE, CAMO €a 40AATOM TpelloM KoopauHaToM.
OBpne ce Te KOOpAMHATE 30BY YUAUHGPUYHE:

T = o+ arcosyp
Yy = Yo + brsinp u J(r,p,z)=ab-r.
2=z

Ipumep 7.2. VI3apauyratu narerpan [ = fff 22dzdydz, roe je V emunconn x4 y2 + izQ < 1L
v
Pewemwe. YBemumo yonmreHne chepHe KOODAMHATE:

x=rsinfcosyp, y=rsinfsiny, 2z =2rcosb.

TuMme jemmaumna ejauncouga rnocraje nmpocto r < 1. Iakae, obmact unterpamuje V' mo 7,0, ¢ je
kBamap 0<r<1,0<0<mu0<p<2m.

Kopumrhemenm jemnaxoctu drxdydz = 2r? sin 6 drdfdy nobujamo

1 ™ 27
2
I = ij(?‘ sin 0 cos @)2 .9r2gin @ drdfdy = 24 dy sin® 0 do cos? odp ==
v’ 0 0 0 5

jep je fol ridr = %, fow sin® @ df = % u fo% cos? pdp = 7.

8
15’

W =~

7.3. 3amamu

T x x
1. I/I3paquaTI/I/ dz/ dy/ sin z dz.
0 0 y

2. N3pauynaru narerpasa [ = fjf r dxdydz, roe je V obaact onpebena ycnoBuma 0 < z <y < 22 < 2.
z
4
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3. Uzpauynatu [ = fsz‘ dwdydz, ako je V mpoctopma obiact usHam mospmm o : {z = x?} u ucnon

%
pasau 1 : {z =2y} u mo : {y + z = 3}.
4. Vzpauynaru naTerpasa I = fjfz drdydz, roe je V. meo monre z? + y% + 22 < 4 ompeben ycmoBuma
4

z>yn0<z< a2 +2.

5. Axo je V obract usmeby xomyca 22 = 22 4+ y? u pasuu z = 1, uspauynaTtu I = JIJZ drdydz.
1%

6. O6nact V je mara yciaosom x2 + 4% + 22 < z. Uzpauynaru fjj Va2 +y? + 22 dedydz.
v

7. Ompemuru 3ampemuny Tesa oxpebernor yemosmma (12 + y? + 22)? < a.

8. Nzpauynaru fjf e TV *dxdydz, rme je V obmact y mpocTopy mata yciaoBuMa r <Y < 2z < &+ .
v

9. Ako je V meo kouke 0 < . < 2, 0 <y < 2, 0 <z < 2 koju ce HaJNa3W U3HAA NOBpIU Yz = 1,
onpemutu I = JIJ 2?yz dredydz.
v
10. Oapemutu 3ampemuny tena V 3amator ycmosom o2 + 2 + 22 <1+ a(y — 2).
11. Heka je V obaact y npocropy onpebena ycnoBuma y < y+1, 2<2y<z+1lunr<2z2<r+1.
Wzpauynartu JIJ x+y+ z)dedydz.
v

—7/4

12. M3pauyHaTu HECBOjCTBEHU MHTErPAaJl jjf (Jc2 + 92+ 22) arctg|z| dedydz, ako kouBeprupa.
3

13. Vspauynarty 3anpeMuHy Teja AaTOr yciaoBoM |zy|+ |yz| + |zz| < 1

7.4. Pemema

xr . —
1. Pauynamo penom: e fy sinz dz = —cos z|ZZ) = cosy — cos z;
x T . T .
L dyfy sinz dz = [ (cosy — cosx) dy = sinz — x cos x;
=T __

o [y dx [ dy f; sinzdz = [ (sine — zcosz) do = (—xsinz — 2 cos z)|2=]

2. Bumuvo ma je 0 < 2 < 1, a name je 0 <y <22M0<x<y,naje

2z 22 42 4
/dz/ dy/O —dx—/dz/ / ng'z:§.

3. Ilate paBHE ce ceky mo upasoj {y =1,z = 2}.

- Y moayupoctopy y < 1 paBan m je ,ucrnon’ mg M cede HMOBPII 0 TaMO TIe je :U2 =2y.

- Y momympoctopy y = 1 paBan Ty je ,ucmon’ T ¥ cede MOBPII 0 TaMo Tae je 2 =3 — y.
z.

Cse y cBemy, npocropua obmact V je yuuja obnacru Vi (3ay < 1)
u Vs (3ay>1), roe cy:

0<y<l1 I<y<3
Viid —v2y<ax<\2 u Vo:q —/3—y<x</3—y
2 <2< 2 1’ <z2<3—y

Cana padgyHamo:

1 V2y 2y 1 V2y A2 — gt
Ilszfzdxdydz:/ dy/ dz/ zdz:/ dy/ y—2 dx
v o oy Ja o Sy 2

3 3—y 3—y 3 \/ﬂ(?)i 2_ .4

y) " —=

I = z dxdydz :/ dy/ dz/ zdz:/ dy/ —_—
il 1 TN ey

ul = 11+IQ g—\/ﬁ
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. YBomumo obuuHe chepHe KOODAUHATE:

x =rsinfcosy

y=rsinfsing u J=r>sinb.
z=rcosb

Y cnoBu 3aJ1aTI<;a ce Mory 3anucat Kao 1 < 2, cosy = singp u 0 < cosf < sinf. To mam naje rpanuie

TS0< 5 u—=F << 7, maje TpaKeHN UHTErpaJl

jjf z dxdydz = jjf rcosf - r?sinf drdfdy = / dr //4 db / 3 cos O sin 6 dyp

3n/4
2 0=m/2
77r/ 3dr/ cosfsinfdf = - "~ sm 9‘ 7r~4~1:7r.
/4 r=0 2 lo= /4 4

. IIpojexnuja Tena V ma zy-pasan je auck D : 22 +y? < 1. YBOAUMO HUIMHIPUYHE KOODIUHATE:

T =TCosp 0<r«<i1
y=rsing », mpmuemyje V' :¢ 0<p<2m,,
2=z r<z<l1

jep je \/a? + y? = r. Tpakenn uarerpad je
1 27 1 1 27 177.2
szjjz-rdrdgodz:/dr/ d(p/ ZdZZ/dr/ do - — o
e 0 0 ™ 0 0 2

. Y 0OUYHUM chepHUM KoOpIMHATAMAa T = 7 sinf cos ¢, y = rsinfsinp u 2z = rcosf 6uhe /22 + y2 + 22
=7, IOK ycJOB u3 3amaTka riacu 7> < rcosf, Tj. 0 <7 < cosf. To HaM mak MHAYKyje OrpaHUYCHe
3a 0: 0 <cost, 1j. 0<0< 3, na je

27 /2 cos 6 27
Iz/ d(p/ dG/ r-r’sinfdr = - / d(p/ cos* Osin 6 do
0

2 27
t=cos 0 4 1
dt——sino a0l ] / d‘t"/ thdt= - _/0 dp = 1_0

. Ilomecuhemo cdepre rKoopanHaTe, aaM TAKO Ja IPOMEHJ/LUBA & MMa HAjjeTHOCTABHUjU OOJIUK:

P12 2
o 2 3"

3

x =rcosf
y = 2rsinf cos ¢ u J=6r2sing.
z = 3rsinfsingp

. . 3 . .
Yenos u3 3amatka je vt < rcosf, tj. 0 <7 < Vcosf. OBaj ycaoB mO 7 MMa CMHCIA CAMO aKoO je

cosf >0, 1j. 0< 60 < 7/2. llpema Tome, 3anpeMuHa teja je

2m 5 Jcos 0 2m 5
J] 672 sin 6 drdfdy = / d(p/ sin ¢ d@/ 612 dr = / dgo/ sin@ df - 2cosf =27 -1 = 2.
iV 0 0 0 0 0

. IIpBo Tpeba mocraButu rpanune. arto je y < z < =+ y, anu ga Om yommre BaKWUIO Y < T + Y,
Mopa outu x > 0. Haj3a/1, z < y. HpeMa TOME,

—r— +o<> — —2zr—2 e —3z —4x 1
Y"%dz = g Ndy = (e7?" —e )dmzﬁ.
0

. O6aact V je ogpebena ycnosom xyz > 1. Habumo rpanume tpujy npoMeHILUBUX.

—3aZBa}KI/I$<Z§2.

- Ilame, ma 6u BaKMIO %y 2, Mopa buTtu QL <y<2
> 1

T
- Hajzan, ma 6u Baskumio —x < 2, mopa Ourtu x . CBe y cBemy:

2 2 _
1 1 y=2
If/:cdz/ ydy/ zdzf/:cd:c 2— —— dy:/:n2 2 1Y ‘ dx
1 L 21292 1 222 ) ly=2L

4 2

1+2In2  In(2z) (5 14+4mlm2 Inz 133
= 4— dr = 4o - ———= — —Z)dr=——3mn2.
/; ( 422 22 )" /i * 4 2 )™ T 1 0"

<
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10. Ycnos rena V Mowe ce samucatu kao 22 —zy 4y’ +az+22 < 1, 1j. 227+ Az —y)?+ Az +2)2 < L

YBOIUMO CMeHYy U = %x, v = %x -y, w= %x + 2, Tj.

x=uv2 V2. 0 0
Yy = u@ —v unju je jakobujan J = ‘/75 -1 0/=-V2
V2 oo o1

ZzZ =W — UT -
Y HOBUM IpOMEHILMBUM yCIOB 3amaTka je V': u? 4+ v? +w? < 1, a Tpaskena 3ampeMuHa je

472
3

V= jjf dxdydz = fjj V2 dudvdw = /2 - (3ampemMuHA jeIMHUYHE JONTE) =
1% v’

11. Hamehe mam ce cmena
u=2x—-y, v=2y—z, w=22z-—uzx,

jep Tama je 0 < u,v,w < 1, a mpuroMm je  +y + 2 = u+ v+ w. Jakobujau je
I

/! !
dudvd u 2 —1 0
QAL _|of o =] 0 2 1| =".
drdydz wi wZ/ wi -1 0 2

Ipyrum peunma, dxdydz = % dudvdw, ma MHTErpaJs mocraje

11l 1 1y 14 3
- dudvdw = | Zud “vd Swdw = - .
/0/0/07(u+v+w)uvw /O7u u+/0 = v+/0 zwdw = =

12. TTouehemo cpeproM cmenom: x = rcosf, y = rsinfcosy, z = rsinfsinp, ¢ HoBoM 0obnamhy wHTE-
rpamaje V': 1> 0,0< 60 <7, 0< ¢ < 27. 360r cuMmeTpuje y ONHOCY Ha yz-PaBaH, HATA UHTETPAJ
J€ /2 0o 27
I= fjf =" 2arctg|r cos 0] - r? sin Odrdfdy = 2/ sin 0 dﬁ/ r~3/2arctg|r cos 9|dr/ dy
v 0 0 0

w/2 0o
= 47r/ sin 0 d9/ r~3/2arctg(r cos 0) dr-.
0 0

Yuyrpammu uarerpan f(0) = fooo r=3/2arctg(r cos 0) dr pauyHaMo MAPIUjaTHOM WHTETDAI]OM:

u=arctg(rcosf) ,—_9,—1/2
O P P T,:mdr L /udv — wfr= /Udu

72 cos? 041

=12 cos0 d Vrcosd < qt
—1/2 T cosv ar t=+'r cos
o rartlreos0), 5 42 [ Tt t A aveosd |5

Wurerpasna fo ce cehamo: OH je jenHak ;7=, Tako zAa je f(0) =7mv/2cosf. Hajzan,

t4+1 NE

1
S=COSs 2
— 47r/ f(0)sinf do = 47r2\/_/ Vcos 0 sin 6 df :'d bieda): 47r2\/§/ Vsds = —8\3/_7r2
0

13. Teso u3 3amaTka je CUMETPUYHO y OTHOCY HA CBAKYy KOODIAWHATHY paBaH, IIa je TOBOJLHO M3pady-
HATM 3a0peMUHy y IPBOM OKTaHTY (Tj. ca x,y,z > 0) n moMHOMUTH je ca 8. Y IPBOM OKTAHTY
YCJIOB M3 3amaTka riacu xy + yz + zx < 1.

YBemumo cMeny u = yz, v = zx n w = xy. Obnact narerpanmje mocraje V’: u,v,w >0, u+v+w < 1
- gpyrum peunma, 0 <u <1, 0<v<]l—uvunu0<w<1l—u—wv. Jarkodbujan je

0 z vy
dudvd
dudvew _ z 0 z|=2zyz = 2y/uvw,
dxdydz y oz 0

1j. dadydz = dudvdw/ (2 /uvw), ma je TpaskeHa 3alpeMuHA jeTHAKA

dudvdw L dv 1= dy
V=2 Ivj,f 2y/uvw / ﬁ
_y /1 du 1_”\/1—u—v dv Ydu (1—w)r 4w
0
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