
Matematika 3

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

8. Povrxinski integrali

8.1. Uvod

U glavi 5 upoznali smo se sa krivolinijskim integralima, koji predstavǉaju uopxteǌa jed-
nostrukih integrala po krivim. Povrxinski integrali su neka vrsta dvodimenzionalne verzije
krivolinijskih - tj. uopxteǌa dvostrukih integrala na povrxi. Kao i po krivoj, po povrxi se
moжe integraliti skalarno ili vekx̄̄orsko poǉe.

Neophodan sastojak je parametrizacija povrxi. Dakle, posmatramo povrx Π zadatu parame-
tarskim jednaqinama po u i v:

Π : (x, y, z) = ~σ(u, v), tj.







x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)







za (u, v) ∈ D. (21)

I ovde podrazumevamo da su funkcije x, y i z skoro svuda neprekidno diferencijabilne po u i v.

Prvi susret sa povrxinskim integralom imali smo u odeǉku 6.4: tamo smo dobili formulu za
povrxinu povrxi Π uvo�eǌem giferencijala ī̄ovrxine dΠ. Povrxina povrxi je integral jedinice
po povrxi, tj. S =

s

Π
1 dΠ :=

s

D
1 dΠ, gde je

dΠ = |~σu
′ × ~σv

′| dudv. (22)

Pri tome je, naravno,
~σu

′ = (x′
u, y

′
u, z

′
u), ~σv

′ = (x′
v, y

′
v, z

′
v),

~σu × ~σv = (∆x,∆y,∆z), gde su ∆x =

∣

∣

∣

∣

y′u z′u
y′v z′v

∣

∣

∣

∣

, ∆y =

∣

∣

∣

∣

z′u x′
u

z′v x′
v

∣

∣

∣

∣

, ∆z =

∣

∣

∣

∣

x′
u y′u

x′
v y′v

∣

∣

∣

∣

, (23)

|~σu × ~σv| =
√

∆2
x +∆2

y +∆2
z.

Isti diferencijal je u upotrebi pri integraciji bilo koje funkcije po povrxi. Oznaku dΠ svesno
izrabǉujemo, bez opasnosti od zabune.

Kako je integral uvek graniqna vrednost integralne sume po ,,savrxeno finoj” podeli, ne xkodi
da se podsetimo integralnih suma.

− Prvi potreban sastojak je ī̄ogela povrxi Π na delove Π1, . . . ,Πn. Ova podela je indukovana
podelom oblasti D na delove D1, . . . , Dn, tako da ~r slika deo oblasti Di na deo povrxi
Πi = ~r(Di).

− Na svakom od delova povrxi Πi nam treba uzorak - isx̄̄aknux̄̄a x̄̄aqka Pi. ǋu bismo odredili
kao sliku neke taqke Mi ∈ Di: Pi = ~r(Mi).

− Najzad, ,,savrxeno fina podela” bi se dobila beskonaqnim usitǌavaǌem podele {D1, . . . , Dn}.
To podrazumeva da i najve�i od dijametara delova Di teжi nuli.

8.2. Integral skalarnog poǉa po povrxi

Data je funkcija f = f(x, y, z) (tj. skalarno poǉe), definisana u taqkama povrxi Π odre�ene
uslovima (21). Integralna suma funkcije f je u ovom sluqaju

Σ =
n
∑

i=1

f(Pi)∆Πi,

gde je sa Πi oznaqena povrxina dela povrxi Πi. Integral
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I =
x

Π

f(x, y, z) dΠ

funkcije f po povrxi Π je graniqna vrednost integralne sume po savrxeno finoj podeli. Ovaj in-
tegral, poznat i kao ī̄ovrxinski inx̄̄e ı̄ral ī̄rve vrsx̄̄e, intuitivno predstavǉa ,,koliqinu” funkcije
f na povrxi Π. Na primer, ako povrx zamislimo kao nekakav plaxt a f(x, y, z) ǌegovu masu po
jedinici povrxine (gustinu), I �e biti ukupna masa plaxta.

Poxto je dΠ poznato iz formule (22), svo�eǌe ovog integrala na obiqan dvostruki ne�e pred-
stavǉati izazov:

I =
x

D

f
(

x(u, v), y(u, v), z(u, v)
)

· |~σu
′ × ~σv

′| dudv,

U specijalnom sluqaju, kada je povrx Π eksplicitno zadata jednaqinom z = z(x, y) za (x, y) ∈ D,
uloge parametara preuzimaju x i y. Tada je σ(x, y) = (x, y, z), te je ~σx

′ = (1, 0, z′x), ~σy
′ = (0, 1, z′y) i

~σx
′ × ~σy

′ = (−z′x,−z′y, 1). Dobijamo

dΠ =
√

1 + z′x
2 + z′y

2 dxdy

i
I =

x

Π

f dΠ =
x

D

f
(

x, y, z(x, y)
)

√

1 + z′x
2 + z′y

2 dxdy.

Primer 8.1. Na�i integral I =
x

Π

x2z dΠ, gde je Π deo povrxi z =
√

x2 + y2 ispod ravni z = 2.

Rexeǌe. Uslov z 6 2 je zadovoǉen kada je x2 + y2 6 4. Kako je

dΠ =
√

1 + z′2x + z′2y dxdy =

√

1 +
(

x√
x2+y2

)2
+
(

y√
x2+y2

)2
dxdy =

√
2 dxdy,

dati integral se svodi na dvostruki: I =
√
2
s

D x2
√

x2 + y2 dxdy, gde je D disk x2 + y2 6 4.
Sada uvo�eǌem polarnih koordinata

{

x = r cosϕ
y = r sinϕ

}

, D′ :

{

0 6 r 6 2
0 6 ϕ 6 2π

}

dobijamo

I =
√
2

x

D′

r3 cos2 ϕ · r drdϕ =
√
2

∫ 2

0

r4 dr

∫ 2π

0

cos2 ϕ dϕ =
32π
√
2

5
.

Primer 8.2. Izraqunati integral I =
x

Π

z2 dΠ, gde je Π sfera x2 + y2 + z2 = 1.

Rexeǌe. Sferu je najlakxe parametrizovati sfernim koordinatama s parametrima θ, ϕ i fiksi-
ranim r = 1: 





x = sin θ cosϕ
y = sin θ sinϕ
z = cos θ







za D :

{

0 6 θ 6 π
0 6 ϕ 6 2π

}

.

Sada raqunamo ~σθ
′ = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ), ~σϕ

′ = (− sin θ sinϕ, sin θ cosϕ, 0) i

~σθ
′ × ~σϕ

′ = (sin2 θ cosϕ, sin2 θ sinϕ, sin θ cos θ) ⇒ dΠ = |~σθ
′ × ~σϕ

′| dθdϕ = sin θ dθdϕ.

Sledi da je

I =
x

D

cos2 θ · sin θ dθdϕ =

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

cos2 θ sin θ dϕ =

∫ π

0

2π cos2 θ sin θ dθ =
4π

3
.

8.3. Integral vektorskog poǉa po povrxi

Posmatrajmo vektorsko poǉe ~A = (P,Q,R) na povrxi Π. Integral poǉa ~A po povrxi Π, poznat
i kao ī̄ovrxinski inx̄̄e ı̄ral gru ı̄e vrsx̄̄e, definixe se kao integral normalne komī̄onenx̄̄e vektorskog

poǉa. Drugim reqima, to je integral veliqine ~A · ~n po povrxi Π:

I =
x

Π

P dydz +Q dzdx+R dxdy =
x

Π

~A · d~σ =
x

Π

~A · ~n dΠ,

gde ~n oznaqava jediniqni vektor normale na povrx, dat u svakoj taqki povrxi.
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Povrxinski integral druge vrste predstavǉa ī̄rox̄̄ok (ili fluks) vektorskog poǉa kroz povrx

- taqnije, kroz jednu ǌegovu sx̄̄ranu, odre�enu smerom vektorâ ~n. Zamislimo vektorsko poǉe ~A
kao poǉe strujaǌa fluida koji protiqe kroz tu povrx. Tangentna komponenta ovog poǉa teqe

paralelno povrxi i ǌen protok kroz povrx je nula. Samo normalna komponenta ~A · ~n doprinosi
protoku, te I meri ukupnu koliqinu fluida koja pro�e kroz povrx.

Vektor ~n u svakoj taqki povrxi ima jedan od dva mogu�a smera. Zahteva se doslednost u izboru

normale na gorǌu stranu povrxi

smera, xto znaqi da ove normale ~n i same treba da qine neprekidno
vektorsko poǉe na povrxi. Orijenx̄̄acija ī̄ovrxi, tj. ǌegova sx̄̄ra-
na, odre�ena je usmereǌem poǉa normala. Promenom strane po-
vrxi vektor normale ~n meǌa znak, a samim tim i protok. To je
intuitivno jasno: ako npr. odozgo nadole kroz povrx (tj. kroz
,,gorǌu” stranu) protekne koliqina I, onda odozdo nagore ,,pro-
tekne” koliqina −I. Zato je u normali ~n vaжno pravilno podesiti
znak.

Povrx qesto zamixǉamo kao gvosx̄̄ranu: ima dve strane, npr. ,,gorǌu” (normale su usmerene
nagore) i ,,doǌu” (normale su usmerene nadole). Me�utim, to nije uvek sluqaj.

Primer 8.3. Spajaǌe suprotnih krajeva trake proizvelo bi
cilindar. Me�utim, ako pritom obrnemo jedan kraj trake,
spajaǌem krajeva dobi�emo

Mebijusova traka je neorijenx̄̄abilna, tj. jegnosx̄̄rana po-
vrx - ima samo jednu stranu. Zato integral druge vrste
na ǌoj nema smisla.

Mebijusovu7 x̄̄raku.

Razmotrimo integral I po onoj strani povrxi Π koja je odre�ena vektorom normale ~σu
′ × ~σv

′. U
tom sluqaju je, s obzirom na (22),

~n =
~σu

′ × ~σv
′

|~σu
′ × ~σv

′| i ~n dΠ = ~σu
′ × ~σv

′ dudv = (∆x,∆y,∆z) dudv,

gde su ∆x, ∆y i ∆z determinante (jakobijani) iz (23). Tako integral I poprima slede�i oblik:

I =
x

Π

P dydz +Q dzdx+R dxdy =
x

Π

~A · ~n dΠ =
x

D

~A · (~σu
′ × ~σv

′) dudv

=
x

D

(P ·∆x +Q ·∆y +R ·∆z) dudv.
(24)

Zapaжamo da je dydz = ∆x dudv, dzdx = ∆y dudv i dxdy = ∆z dudv.

Integral vektorskog poǉa ~A po gru ı̄oj strani povrxi je −I.
Qesto se susre�emo sa specijalnim sluqajem kada je povrx Π eksplicitno zadata jednaqinom

z = z(x, y), (x, y) ∈ D.

Ovakva povrx automatski ima ı̄orǌu i goǌu stranu. Normala ~σx
′×~σy

′ = (−z′x,−z′y, 1) je tada usmerena
na ı̄ore i odre�uje gorǌu stranu povrxi. Prema tome, integral po gorǌoj strani Π+ ove povrxi
bi�e x

Π+

P dydz +Q dzdx+R dxdy =
x

D

(−P · z′x −Q · z′y +R) dxdy.

Integral po doǌoj strani Π− dobijamo prostom promenom znaka:
x

Π−

P dydz +Q dzdx+R dxdy =
x

D

(P · z′x +Q · z′y −R) dxdy.

Primer 8.4. Neka je D oblast u xy-ravni. Posmatrana kao povrx, ona ima gorǌu stranu D+ i
doǌu stranu D−. Jediniqni vektori normale na gorǌu i doǌu stranu su (0, 0, 1) i (0, 0,−1),
redom. Prema tome:

(a) Povrxinski integral
x

D+

f(x, y) dxdy jednak je dvostrukom integralu
x

D

f(x, y) dxdy.

(b) Povrxinski integral
x

D−

f(x, y) dxdy jednak je −
x

D

f(x, y) dxdy.

7August Ferdinand Möbius (1790-1868), nemaqki matematiqar

50



Primer 8.5. Na�i integral
x

Π+

y dydz− z dzdx, gde je Π+ gorǌa strana povrxi z = xy za 0 6 x, y 6 1.

Rexeǌe. Ovde je D kvadrat [0, 1]× [0, 1]. Poxto je z = xy, z′x = y i z′y = x, traжeni integral postaje

I =
x

D

(

y · (−y)− xy · (−x)
)

dxdy =

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

(x2y − y2) dx = −
∫ 1

0

(y

3
− y2

)

dy = −1

6
.

Primer 8.6. Izraqunati integral I =
x

Π−

x dydz + dzdx + dxdy po unutraxǌoj strani Π− cilindra

x2 + y2 = 1, 0 6 z 6 1.

Rexeǌe. Uvex�emo cilindriqne koordinate sa fiksiranim r = 1:






x = cosϕ
y = sinϕ
z = z







, D :

{

0 6 ϕ 6 2π
0 6 z 6 1

}

.

Koristi�emo formulu (24). Integralimo vektorsko poǉe ~A = (x, 1, 1) = (cosϕ, 1, 1), a imamo
~σϕ
′ = (− sinϕ, cosϕ, 0) i ~σz

′ = (0, 0, 1), tako da je

~σϕ
′ × ~σz

′ = (cosϕ, sinϕ, 0)

vektor normale na povrx Π, ali na koju stranu povrxi? Proverimo to u proizvoǉnoj taqki:
na primer, za z = ϕ = 0 odgovaraju�a taqka na povrxi je (1, 0, 0), a vektor normale ~σϕ

′ × ~σz
′ =

(1, 0, 0) u ǌoj usmeren je napoǉe. Prema tome, vektori ~σϕ
′ × ~σz

′ su usmereni na sī̄oǉnu stranu.
Poxto nama treba unux̄̄raxǌa strana, traжeni integral je

I = −
x

D

~A·(~σϕ
′×~σz

′)dϕdz = −
x

D

(cos2 ϕ+sinϕ)dϕdz = −
∫ 1

0

dz

∫ 2π

0

(cos2 ϕ+sinϕ)dϕ = −
∫ 1

0

πdz = −π.

8.4. Zadaci

1. Izraqunati integral
x

S

√
x+ z dS, gde je S trougao sa temenima A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) i C(0, 0, 1).

2. Povrx Π u prostoru je data parametarskim jednaqinama x = u(u+ v), y = v(u+ v) i z = uv za

0 6 u, v 6 1. Odrediti integral prve vrste I =
x

Π

(x − 2z) dΠ.

3. Na�i I =
x

Π

xyz dΠ, gde je Π deo elipsoida x2 + y2 + 1
4z

2 = 1 dat uslovima x, y > 0 i z > 1.

4. Neka je Π deo povrxi z = xy u kvadrantu x > 0, y > 0 unutar cilindra x2+y2 = 1. Izraqunati

integral I =
x

Π

x dΠ

y +
√

x2 + y2
.

5. Izraqunati integral I =
x

Π

√

1− z2 dΠ, gde je Π povrx z = sin(x+ y) za 0 6 x, y 6 2π.

6. Povrx S je data jednaqinom z =
√
2xy za 0 6 x 6 2y 6 2. Izraqunati I =

x

S

√

x+ 2y − 2z dS.

7. Izraqunati I =
x

S

y2 dS, gde je S deo konusa z2 = x2 + y2 izme�u ravni z = 0 i x− 3z + 6 = 0.

8. Izraqunati integral I =
x

Π+

x2dydz − y2dzdx + z2dxdy, gde je Π+ gorǌa strana dela ravni

x+ y + z = 3 u prvom oktantu.

9. Izraqunati protok vektorskog poǉa ~A = ~k = (0, 0, 1) kroz helikoig (x, y, z) = (u cos v, u sin v, v),
gde su 0 6 u 6 1 i 0 6 v 6 2π.
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10. Izraqunati integral I =
s

σ+ x2 dydz+2y dzdx, gde je σ+ gorǌa strana dela konusa x2+y2 = z2

izme�u ravni z = 0 i z = 1.

11. Izraqunati integral I =
x

Π+

(xz + x + z)(dydz + dzdx + dxdy), gde je Π+ spoǉna strana dela

cilindra x2 + y2 = 2y izme�u ravni z = 0 i z = 1.

12. Izraqunati protok poǉa (x, y − x, z − y) kroz spoǉnu stranu dela sfere x2 + y2 + z2 = 4 iznad
ravni z = −1.

13. Izraqunati integral
x

S+

x2 dydz+xdzdx+ dxdy, gde je S+ spoǉna strana povrxi x2+ y2+ z2 =

2(xy + xz + yz) za 0 6 x+ y + z 6 1.

8.5. Rexeǌa

1. Jednaqina ravni trougla S je z = 1−x−y, a ǌegova projekcija D na xy-ravan je data uslovima
x, y > 0, x + y 6 1. Prema tome, granice oblasti D su 0 6 x 6 1 i 0 6 y 6 1 − x. Kako je

dS =
√

1 + z′2x + z′2y dxdy =
√
3 dxdy, traжeni integral je

I =
x

D

√
x+ z ·

√
3 dxdy =

√
3

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

√

1− ydy =
√
3

∫ 1

0

2

3

(

1− x3/2
)

dx =
2
√
3

5
.

2. Povrx je zadata preslikavaǌem σ(u, v) = (u(u+v), v(u+v), uv), pa je ~σu
′ = (2u+v, v, v) i ~σv

′ =
(u, u+2v, u). Raqunamo ~σu

′ × ~σv
′ =

(

−2v2,−2u2, 2(u+v)2
)

i odatle

dΠ = |~σu
′ × ~σv

′| dudv = 2
√

u4+v4+(u+v)4 dudv = 2(u2+uv+v2) dudv.

Pritom je x− 2z = u(u−v). Oblast integracije D je kvadrat 0 6 u, v 6 1. Dobijamo

I =
x

D

u(u−v) · 2(u2+uv+v2) dudv = 2

∫ 1

0

du

∫ 1

0

u(u3−v3)dv = 2

∫ 1

0

u
(

u3 − 1

4

)

du =
3

20
.

3. Postavǉamo sferne koordinate (r = 1). Uslov z = 2 cos θ > 1 znaqi da je θ 6
π
3 , a uslov x, y > 0

da je ϕ 6
π
2 : 





x = sin θ cosϕ
y = sin θ sinϕ
z = 2 cos θ







za D :

{

0 6 θ 6 π/3
0 6 ϕ 6 π/2

}

.

Sliqno primeru 8.2, ~σθ
′ = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,−2 sin θ), ~σϕ

′ = (− sin θ sinϕ, sin θ cosϕ, 0) i

~σθ
′ × ~σϕ

′ = (2 sin2 θ cosϕ, 2 sin2 θ sinϕ, sin θ cos θ) ⇒ dΠ = |~σθ
′ × ~σϕ

′| dθdϕ = sin θ
√

4− 3 sin2 θ dθdϕ.

Sledi da je

I =

∫ π/3

0

√

4− 3 sin2 θ sin3 θ cos θ dθ

∫ π/2

0

cosϕ sinϕ dϕ =
1

2

∫ π/3

0

√

4− 3 sin2 θ sin3 θ cos θ dθ

=
∣

∣

t=4−3 sin2 θ

dt=−6 sin θ cos θ dθ

∣

∣=
1

2

∫ 4

1

√
t · 4− t

3
· 1
6
dt =

∫ 4

1

4
√
t− t
√
t

36
=

47

270
.

4. Oblast integracije D je deo diska x2 + y2 6 1 za x, y > 0. Poxto je dΠ =
√

1 + z′2x + z′2y dxdy =
√

1 + x2 + y2 dxdy, sledi
I =

x

D

x
√

1 + x2 + y2

y +
√

x2 + y2
dxdy.

Uvo�eǌem polarnih koordinata x = r cosϕ, y = r sinϕ za D′ : {0 6 r 6 1, 0 6 ϕ 6 π
2 } dobija se

I =
x

D′

r
√
1 + r2 cosϕ

1 + cosϕ
drdϕ =

∫ 1

0

r
√

1 + r2 dr

∫ π/2

0

cosϕ dϕ

1 + cosϕ
.

Kako je
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−
∫ 1

0 r
√
1 + r2 dr =

∣

∣

t=1+r2

dt=2r dr

∣

∣= 1
2

∫ 2

1

√
t dt = 1

3 (
√
8− 1) i

−
∫ π/2

0
cosϕ dϕ
1+cosϕ =

∣

∣

t=tg ϕ
2

dϕ= 2dt
1+t2

∣

∣=
∫ 1

0
1−t2

1+t2 dt =
∫ 1

0

(

2
1+t2 − 1

)

dt = π
2 − 1,

sledi da je I = 1
3 (
√
8− 1)(π2 − 1) ≈ 0,34789.

5. Kako je
√
1− z2 = | cos(x+y)| i dΠ =

√

1 + 2 cos2(x+ y) =
√

3− 2 sin2(x+ y), imamo

I =

∫ 2π

0

dx

∫ 2π

0

|cos(x+y)| ·
√

3−2 sin2(x+y) dy =
∣

∣

t=x+y

dt=dy

∣

∣=

∫ 2π

0

dx

∫ x+2π

x

| cos t|
√

3− 2 sin2 t dt

=

∫ 2π

0

J dx = 2πJ, gde je J =

∫ 2π

0

| cos t|
√

3− 2 sin2 t dt.

Ostaje da izraqunamo integral J . Zbog periodiqnosti sinusa i kosinusa imamo

J = 4

∫ π/2

0

cos t
√

3− 2 sin2 t dt =
∣

∣

u=sin t

dt=cos t dt

∣

∣= 4

∫ 1

0

√

3− 2u2 du = 4

(

u
√
3− u2

2
+

3
√
2

4
arcsin

u
√
2√
3

)

∣

∣

∣

1

0
.

Sledi da je J = 2 + 3
√
2 arcsin

√

2
3 i I = 2πJ ≈ 9,50813.

6. Uvex�emo smenu x = 2u2 i y = v2. Uslov x 6 2y daje u 6 v, pa je povrx data parametarskim
jednaqinama σ(u, v) = (x, y, z) = (2u2, v2, 2uv) za D : {0 6 u 6 v 6 1}. Tada je

~σu
′ = (4u, 0, 2v), ~σv

′ = (0, 2v, 2u) i dS = |~σu
′ × ~σv

′| dudv = |(−4v2, 8u2, 8uv)| dudv = 4(2u2 + v2) dudv.

Poxto je
√
x+ 2y − 2z =

√
2u2 + 2v2 − 4uv =

√
2(v − u), traжeni integral postaje

I = 4
√
2
x

D

(v−u)(2u2+v2) = 4
√
2

∫ 1

0

dv

∫ v

0

(v3−uv2+2u2v−2u3) du = 4
√
2

∫ 1

0

2

3
v4 dv =

8
√
2

15
.

7. Poxto je z =
√

x2 + y2, imamo

dS =
√

1 + z′2x + z′2y dxdy =

√

1+
x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
dxdy =

√
2 dxdy.

Sada je I =
√
2
s

D
y2dxdy, gde je D projekcija povrxi S na xy-ravan. Iz jednaqine ravni nala-

zimo z = 2+ 1
3x, xto zamenom u jednaqinu cilindra daje granicu oblasti D: 8

9 (x− 3
4 )

2+y2 = 9
2 .

Prema tome, oblast D se moжe opisati u polarnim koordinatama:
{

x = 3
4 + 3

2
√
2
r cosϕ

y = r sinϕ

}

za D′ :

{

0 6 r 6
3√
2

0 6 ϕ 6 2π

}

.

Kako je pri tome y2 = r2 sin2 ϕ i dxdy = 3
2
√
2
r drdϕ, traжeni integral

je
x

y

z

I =
√
2
x

D′

r2 sin2 ϕ · 3

2
√
2
r drdϕ =

3

2

∫ 3√
2

0

dr

∫ 2π

0

r3 sin2 ϕ dϕ =
3

2

∫ 3√
2

0

πr3 dr =
243π

32
.

8. Projekcija D povrxi Π+ je data uslovima x, y > 0 i x+ y 6 3, tj. 0 6 x 6 3 i 0 6 y 6 3− x.

Daǉe je z = 3− x− y, pa je z′x = z′y = −1 i

I =
x

D

(

x2 · (−1)− y2 · (−1) + (3− x− y)2
)

dxdy =

∫ 3

0

dx

∫ 3−x

0

(9+2y2+2xy−6x−6y)dy

=

∫ 3

0

1

3
(x3 + 9x2 − 54x+ 54)dx =

27

4
.

9. Oblast integracije je D : {0 6 u 6 1, 0 6 v 6 2π}.
Kako je ~σu

′ × ~σv
′ = (cos v, sin v, 0)× (−u sin v, u cos v, 1) = (sin v,− cos v, u), traжeni protok je

x

D

~A · (~σu
′ × ~σv

′) =
x

D

~k · (sin v,− cos v, u) dudv =
x

D

u dudv =

∫ 2π

0

dv

∫ 1

0

u du = π.
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10. Poxto je z =
√

x2 + y2, z′x = x√
z2+y2

i z′y = y√
z2+y2

, sledi da je

I =
x

D

(

x2
( −x√

x2+y2

)

+ 2y
( −y√

x2+y2

)

+ 0 · 1
)

dxdy = −
x

D

x3 + 2y2
√

x2 + y2
dxdy.

U polarnim koordinatama
∣

∣

x=r cosϕ

y=r sinϕ

∣

∣ oblast integracije je D′ : {0 6 r 6 1, 0 6 ϕ 6 2π}, pa je

I = −
x

D′

(r3 cos3 ϕ+ r2 sin2 ϕ) drdϕ = −
∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

(✘✘✘✘✘✿0
r3 cos3 ϕ+ r2 sin2 ϕ) dϕ = −

∫ 1

0

πr2 dr =
π

3
.

11. Kriva x2 + y2 = 2y je krug x2 + (y − 1)2 = 1 i parametrizuje se kao x = cosϕ i y = 1 + sinϕ.
Ovako je povrx data preslikavaǌem ~σ(ϕ, z) = (cosϕ, 1 + sinϕ, z) za 0 6 ϕ 6 2π i 0 6 z 6 1 i
vaжi

~σϕ
′ × ~σz

′ = (− sinϕ, cosϕ, 0)× (0, 0, 1) = (cosϕ, sinϕ, 0).

Ovo je normala na spoǉnu stranu cilindra: npr. za z = 0 i ϕ = 0 to je normala (1, 0, 0) u
taqki (1, 1, 0). Daǉe, xz + x+ z = z(1 + cosϕ) + cosϕ. Prema tome, traжeni protok je

I =
x

D

~A · (~σϕ
′ × ~σz

′) dϕdz =
x

D

(

(z + 1) cosϕ+ z
)

(cosϕ+ sinϕ) dϕdz

=

∫ 1

0

dz

∫ 2π

0

(

(z+1) cos2 ϕ+
✘✘✘✘✘✘✘✘✿0
(z+1) cosϕ sinϕ+z✘✘✘✘✘✘✘✿0

(cosϕ+sinϕ)
)

dϕ =

∫ 1

0

π(z + 1) dz =
3

2
π.

12. Sferu parametrizujemo sfernim koordinatama sa r = 2; uslov z > −1 se svodi na θ 6
2π
3 :

~σ :







x = 2 sin θ cosϕ
y = 2 sin θ sinϕ
z = 2 cos θ







za D :

{

0 6 θ 6 2π/3
0 6 ϕ 6 2π

}

.

Sliqno kao u primeru 8.2 nalazimo ~σθ
′ × ~σϕ

′ = 4 sin θ(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) = 4(x, y, z) sin θ, pa
je

~A · (~σθ
′ × ~σϕ

′) = 4 sin θ(x2 + y(y − x) + z(z − y)) = 4 sin θ(1 − xy − yz)

= 4 sin θ − 16 sin2 θ(sin θ sinϕ cosϕ+ cos θ sinϕ).

Traжeni protok je

x

D

~A·(~σθ
′×~σϕ

′)dθdϕ

∫ 2π/3

0

dθ

∫ 2π

0

(

4 sin θ−16 sin2 θ(
✘✘✘✘✘✘✘✘✿0
sin θ sinϕ cosϕ+✘✘✘✘✘✿0

cos θ sinϕ)
)

dϕ = 8π

∫ 2π/3

0

sin θdθ = 12π.

13. Jednaqina povrxi daje z = x+ y ± 2
√
xy, tj.

√
z =
√
x ±√y. Zato moжemo da uvedemo parame-

trizaciju
~σ(u, v) = (x, y, z) : x = u2, y = v2, z = (u+ v)2.

Poxto (u, v) i (−u,−v) daju istu taqku (x, y, z), smatra�emo da je u > 0. Daǉe, uslov x+y+z 6 1
postaje u2 + uv + v2 6 1

2 , tj. D : (u+ 2v)2 + 3u2 6 2, u > 0.

Integrali se vektorsko poǉe ~A = (x2, x, 1) = (u4, u2, 1). Vektor normale na povrx je ~σu
′ ×

~σv
′ = 2(u, 0, u + v) × 2(0, v, u + v) = 4(−v(u+v),−u(u+v), uv). To je spoǉna normala, jer npr. za

(u, v) = (1, 0) dobijamo taqku A(1, 0, 1) i normalu (−4, 0, 0) usmerenu van prvog oktanta. Prema
tome,

I =
x

D

~A · (~σu
′ × ~σv

′) dudv = 4
x

D

(

uv − u3(u+ v)− u4v(u+ v)
)

dudv.

Za u i v moжemo uvesti polarne koordinate:

u+ 2v = r cosϕ

u
√
3 = r sinϕ

⇒
{

u = 1√
3
r sinϕ

v = 1
2
√
3
r(
√
3 cosϕ− sinϕ)

}

za

{

0 6 r 6
√
2

0 6 ϕ 6 π

}

,

qime traжeni integral postaje
x

y

z

σ

I =
2√
3

∫

√
2

0

dr

∫ π

0

[

r3
(cosϕ

2
√
3
− sinϕ

6

)

sinϕ− r5
(cosϕ

6
√
3

+
sinϕ

18

)

sin3 ϕ− r7
( 1

36
− sin2 ϕ

27

)

sin4 ϕ
]

dϕ

=
2π√
3

∫

√
2

0

(

− 1

12
r3 − 1

48
r5 +

1

864
r7
)

dr = − 47π

216
√
3
.
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